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INTRODUCTION

La notion de ligne droite est la base de 'algébre linéaire. On dit plus simplement
droite et on précise parfois droite affine. En fait, sur une droite affine, on peut
marquer des points mais aucun ne joue un role privilégié a priori. Quand on fixe
une origine O, on parle de droite vectorielle et on écrit parfois D. On peut alors
considérer le vecteur O? joignant O & P. Et réciproquement, a tout vecteur u de

correspond un unique point P, extrémité du vecteur u d’origine O. On écrit parfois
P=0+u.

[DESSIN]

Si on fixe un vecteur de base e, tout vecteur u de B est un multiple de e, disons
qu'on a u = x X e avec x un réel. On dit que x est la composante du vecteur u dans
la base e sur la droite B Si P = O + u, on dit alors que z est la coordonnée de P
dans le repére (O, e).

[DESSIN]

On s’intéresse & certaines transformations (dites affines) de la droite comme les
translations et les homothéties. Une telle transformation est dite vectorielle ou li-
néaire si elle fixe 'origine. Une translation correspond a une application de la forme
x — = + «. Elle n’est pas linéaire si a # 0. Une homothétie vectorielle correspond a
une application z — Az avec A # 0.

[DESSIN]

On peut étudier les droites d'un méme plan (affine) . On parle de plan vectoriel si
on fixe une origine O. Les droites vectorielles sont celles qui passent par O. Par un
point, il passe une unique droite paralléle & une autre. Il suit que toute droite affine

D s’obtient par translation a partir d’'une unique droite vectorielle passant par
O, appelée direction de D.

[DESSIN]

On voit assez rapidement qu’il faut fixer deux vecteurs de base e; et e5 pour pouvoir
atteindre n’importe quel point du plan a partir de O en ajoutant des multiples de
ces vecteurs. Tout vecteur v du plan s’écrira donc de maniére unique xie; + xses et
(x1,z2) seront les composantes de u dans la base (e, e3). Comme ci-dessus, on dira

aussi que (x1,z7) sont les coordonnées du point P, extrémité de u dans le repére
(07 €1, 62)-

[DESSIN]

Si on fixe un repére, une droite D du plan est caractérisée par son (une) équation
ar +by =«

avec a # 0 ou b # 0. En d’autre termes, D correspond a I’ensemble des solutions

(xz,y) de cette équation. Et sa direction est donnée par ’équation homogéne
ar + by = 0.

[DESSIN]



Intersecter deux droites revient a résoudre un systéme
(S) - axr + by =«
cx+dy =0

On trouve soit un point, ou rien, ou une droite. L’intersection des directions s’obtient
en résolvant le systéme homogéne

(?):{ ar +by =0

cx+dy=0

correspondant.
[DESSIN]

On peut s’intéresser aux transformations (dites affines) du plan comme les trans-
lations, symétries, homothéties, rotations... Quitte a faire une translation, une telle
transformation préserve l'origine et est donnée par une transformation linéaire

¢ (z,y) = (ax + by, cx + dy).
[DESSIN]

Le noyau d’une transformation linéaire est formé de tous les points qui sont envoyés
sur 'origine. Cet ensemble correspond au noyau

ker ¢ := {(z,y) € R? o(z,y) = (0,0)}

de . On retrouve ’ensemble des solutions du systéme homogéne (?)

On peut aussi regarder une projection du plan sur une droite A. Si on demande
toujours que l'origine soit préservée, celle-ci correspond a une forme linéaire

fi(z,y) — ax + by.
IDESSIN]

La droite B d’équation ax 4+ by = 0 est alors le « noyau » de la projection.

On remarque aussi que 'application linéaire ¢ ci-dessus est donnée par un couple

de formes linéaires (f, g). Et que les solutions de (?) correspondent a l'intersection
des droites données par les noyaux des formes linéaires.

On identifie ainsi implicitement la droite avec R, le plan avec R? et on fera de méme
avec les espaces de dimension supérieure. Les sous-espaces (affines) correspondent a
des ensembles de solutions de systémes linéaires. Les transformations géométriques
correspondent a des applications linéaires, a translation pres. Les problémes géomé-
triques deviennent des questions algébriques.

Mais on peut aller encore plus loin en utilisant la notation matricielle. On définit un
vecteur « colonne » ou un vecteur « ligne » comme un tableau

{Z} ou [a b].



On dit aussi matrice 2 x 1 et matrice 1 x 2. De méme, une matrice 2 X 2 est un

tableau
a b
c d |’

On identifiera une matrice 1 x 1 avec le réel a correspondant mais on pourrait aussi
écrire [a]. On peut ajouter des matrices de méme type en additionnant terme a
terme, par exemple

!/ / , /
A:_{a b},B:—{Z,b} et alors A_|_B_[a—|—a b_i_b}'

c d d c+c d+d
On peut aussi multiplier une matrice par une constante, par exemple
a b Aa b
A'_[c d} et alors )\A—[)\C )\d]'

Mais toute la magie tient dans le fait qu’on peut aussi multiplier un vecteur ligne
par un vecteur colonne

[ a B}{Z}:aa+ﬁb

pour obtenir un scalaire. On peut alors étendre cette méthode pour multiplier une
matrice 2 x 2 a droite par une ligne

[a 5}[3 Z}z[aa+5ccw+ﬁd}

ou & gauche par une colonne

a fB c| | ac+pd
o) d| | ye+dd
et on peut aussi multiplier les matrices 2 x 2 entre elles...

Avec ces conventions, on voit ainsi que le systéme () ci-dessus peut se réécrire
a b x| |«
c d y | | B

ou encore

AX =B avec A::{a b , X::[x] et B::[a].
c d | Y 15}
On a ainsi ramené formellement un probléme en deux variables en un probléme en
une variable! A est matrice de l'application linéaire ¢ ci-dessus. Etudier A revient
a étudier .




0. ALGEBRE LINEAIRE DANS K™

Nous allons formaliser un peu tout ce qui précéde en oubliant I'origine géométrique
des objets. On va aussi travailler en dimension quelconque. On va méme remplacer
R par corps quelconque K qui pourra aussi bien étre celui des complexes C, des
rationnels Q, le corps a deux éléments F5 ou encore le corps des fractions rationnelles
R(X). Un élément de K est un scalaire.

Il faut faire attention que des notions comme a > b ou a/2 n’ont pas toujours de
sens dans ce corps K. Par exemple, on ne peut pas dire si ¢ est plus grand que 1
dans C et on ne peut pas diviser par 2 dans Fy. On ne peut pas non plus extraire
de racine en général...

Définition 0.1. Si n € N, alors K" désigne l’ensemble des n-uples (x1,...,x,)
d’éléments de K. Un tel n-uple s’appelle aussi un vecteur de K™ et on dit que x; est
sa i-éme composante (mais on peut aussi voir (xy,...,x,) comme un point de K™
auquel cas on parle de coordonnées ).

Dans K™, on dispose d’une addition (terme a terme)
(1, )+ Wy Un) = (X1 + Y1y oy T + Yn)
qui fournit une somme et d’une multiplication externe (terme a terme)
M2y, .xn) = Az, .0, Axy,)

qui fournit un produit.

Par exemple, K? peut s’identifier au plan comme on ’a vu dans l'introduction, K*
n’est autre que K lui méme que P'on identifie & la droite et K est le singleton {0}
(par convention) qu’on peut voir comme un point.

On notera parfois tout simplement 0 = (0,...,0) si on pense au vecteur (on met
parfois une fléche) ou O := (0, ...,0) si on le voit comme un point.

En général, on écrira
¢; == (0,...,0,1,0,...,0)
avec le 1 a la i-éme place. On dit parfois que (eq,...,e,) est la base canonique
de K™ (tout ce qui suit est relatif a cette base). Remarquons en particulier que si
w:=(x1,...,2,), 0on a
xre1 + -+ rpe, = (21,0,...,0) + ...+ (0,...,0,2,) = (21,...,2,) = u.

Définition 0.2. 57 m,n € N, une matrice n X m est un tableau a n lignes et m
colonnes
aix 0 Qim

A= [ay] =
Qp1 -+ Qnpm
On dit vecteur ligne si n = 1 et vecteur colonne si m = 1. La matrice de
w:=(r1,...,2,) € K"

est le vecteur colonne
€

o] =

Tn



Enfin, on dit matrice carrée si m = n.

Pour m = 0 ou n = 0, on considére par convention qu’il y a une seule matrice, la
matrice nulle. Pour m = 2 et/ou n = 2, on retrouve les matrices a 2 lignes et/ou 2
colonnes introduites plus haut. Et pour m = n = 1, on peut identifier matrices et
scalaires (et on le fera).

Sim,n € N, on note M,,.,,(K) 'ensemble des matrices n x m. On écrira simplement
M, (K) si m = n.

Définition 0.3. La somme de A := [a;;] et B := [b;;| est A+ B := [a;; + b;;] et le
produit de A par A est NA = [Aa;j].

Ici encore, ce n’est qu’une généralisation de ce qu’on a vu dans la section précédente.
D’autre part, la proposition suivante montre que le passage d’'un n-uple au vecteur
colonne correspondant est compatible avec nos opérations.

Proposition 0.4. Si u,v € K", on a [u+v] = [u] + [v]. Et si A\ € K, on a
[Au] = Alu].

Démonstration. Si v = (x1,...,2,),v = (y1,...,yn) € K", on a par définition
u+v:(371+yl>---,3?n+yn) et donc

T+ N
[u+ 0] = :
D’autre part, on a
1 Y1 x|+ U1
[u] = : . = : et donc [u] + [v] = :

De méme, si u:= (z1,...,2,) € K" et A€ K, on Au= (A\zy, ..., x,) et donc
)\.1'1
Az,

O

La définition suivante peut sembler artificielle mais elle est explicitée par la propo-
sition qui suit.

Définition 0.5. Une forme linéaire sur K™ est une application f : K™ — K qui
satisfait :

i) Siu,ve K" ona flut+v)=f(u)+ f(v).

i) Siue K" et A € K, alors f(Au) = \f(u)

On note parfois K™ Pensemble de toutes les formes linéaires sur K™.



Proposition 0.6. Une application f : K" — K est une forme linéaire si et seule-
ment si

flxy,...,x,) = a1z + -+ - + apzy,

avec ay,...,a, € K. De plus, ay,...,a, sont alors uniques.

Démonstration. On se donne tout d’abord
fo(xy, . o,z) = azy + -+ apxy,.
Siu:=(a1,...,ap) et v:=(01,...,0,), on a
u+tv:i=(q+pP1,...,an+ 5n)

et donc
flu+v)=ai(ar + 1)+ +an(on + Bn)
=@ + o+ A, @Bt A anf = f(u) + f(v).
Et de méme, si v := (ay,...,a,) et A € K, on a
fOu) = f(Aag, ..., ay,) = a1dag + -+ + a, Ay,
= Najoq + -+ apan) = Af(u).
Réciproquement, on se donne une application f satisfaisant ces conditions et on pose

pour tout i = 1,...,n, a; := f(e;). Rappelons que si u := (x1,...,x,), on peut aussi
écrire u = x1€1 + - - - + e, et on voit alors que

f(u) = f(zrer 4 -+ +anen) = f(arer) + -+ f(xnen)
=zif(er) + - +x.f(en) = a1x1 + -+ + ayzy,.

Définition 0.7. La matrice de f est le vecteur ligne
fe=[a - an].

Par exemple, les projections
piiui= (2, ..., T,) — X1

sont des formes linéaires. La matrice de p; est le vecteur ligne [ O -~ 010 -0 ]
avec 1 a la i-éme place.

Rappelons que si f,g : I — K sont deux applications d’un ensemble quelconque
vers K, leur somme est 'application

f+yg : I K
ar——= f(a) + g(a)

et le produit de f par A € K est 'application
Af : I —K

ar— Af(a)

En d’autres termes, on a par définition
)

(f +9)(a) = fla) + g(a) et (Af)(a) = Af(a).



On appliquera cela au cas I = K™. En particulier, on voit que si f est la forme
linéaire
wi=(z1,..., ) = f(u) == @121+ - + anZn,
on a
(a1py + -+ anpn)(w) = arpr(u) + - - anpn(u) = a1 + - - ap®n = f(u).

Ceci étant vrai pour tout v € K", on a donc f := aip1 + -+ + a,p,. On dit que
(p1,...,pn) est la base canonique de K.

On montre maintenant que les opérations sur les formes linéaires sont compatibles
avec les opérations analogues sur les vecteurs lignes.

Proposition 0.8. Si f et g sont des formes linéaires sur K", alors f + g aussi et
on a [f + g] = [f] + [g]. De méme, si A € K, alors \f est aussi une forme linéaire
sur K™ et (A f] = A[f].
Démonstration. On se donne donc deux formes linéaires
[z, ..o zp) mazy+ -+ apx, et g:(xy,...,z,) = b+ + bz,
et on a donc, par définition,
(f+9)@ .. @) = flar, . an) +g(21, - 2)
:a1x1+"'+anwn+b1$1+"'+bnxn: (all_l'bl)xl_l'_l'(an_"bn)xn
si bien que f + g est linéaire et
f+a=[a+b - an+tba | =[f]+1g].
De méme, si
[y, . my) = awy + -+ agzy,
est une forme linéaire et A € K, on a
M) (@1, xn) = Af(xq, .. 2p)
= )\(alxl + - anxn) = )\(11231 + -+ )\anmn
si bien que Af est linéaire et
Afl=[Aar -+ Xan | =M.
O

On peut multiplier les matrices entre elles pourvu qu’elles aient les bonnes dimen-
sions.

Définition 0.9. Soient A := [a;;] une matrice n xm et B := [b;;] une matrice m x1.
Leur produit AB est la matrice n x I avec AB = [c;;] o

m
Cij = E aikbkj = a,;lblj + CLingj + -+ aimbmj.
k=1



On a donc le diagramme suivant

l
7 % N
b1 - by
(CARRE) : : m
bml bml
aiy -0 Qim Cir - Cu
n n
Ap1 Qpm Ch1 " Cpl
NS ~~ > -~ >
m l

ou chaque entrée de la matrice produit s’obtient en multipliant la ligne correspon-
dante par la colonne correspondante.

On peut aussi définir la multiplication en deux étapes, tout d’abord un vecteur ligne
par un vecteur colonne :
b1
[al am:| : =aiby + - + apbp,
bm
puis en écrivant la premiére matrice en superposant ses lignes et la seconde en
juxtaposant ses colonnes :
Ly
- |1a - o=
Ly,

Aussi, on peut remarquer que 1’on a toujours

Ly 7
[al am} : =ali+---+anLy,
L
et
by T
[Cr - Co ]| & | =001+ + 5,0
b

On définit aussi les puissances d’une matrice carrée en posant

Ar=Ax---x A, rfois.
—_—

La multiplication d’un vecteur ligne par un vecteur colonne correspond a I’action de
la forme linéaire sur le n-uple comme on le voit ci-dessous.

Proposition 0.10. Si f est une forme linéaire sur K™ etu € K™, on a [f][u] = f(u).
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Démonstration. On se donne donc une forme linéaire f de matrice [f] = [a; - - - ay)]
sur K™ et le vecteur v = (x1,...,2,) € K". Par définition, on a donc f(u) =
a1ri1 + -+ + a,x, et bien sir aussi

T
[f”“]:[al an] : =a1%1 + -+ ApTp.

Définition 0.11. Si f une forme linéaire sur K" et a € K, on dit que
(B) fw)=a
est une équation linéaire. Le noyau de f est
ker f:={ue K", f(u)=0}.

On dit que
H:={ue K", f(u)=a}

est [’ensemble des solutions de (E) et que (E) est une équation de H. Si f est non
nulle, on dit que H est un hyperplan affine. Lorsque o = 0, on dit que H = ker f
est un hyperplan vectoriel.

Bien str, dans le cas n = 2, un hyperplan correspond a une droite du plan. Pour
n = 1, c’est un point de la droite. Dans le cas n = 3, on trouve un plan dans ’espace,
donné par son équation azx + by + cz = a. En général, si f est donnée par

(T1, ..oy Tp) > a1z + -+ -+ py,
alors H est l’ensemble des solutions de 1'équation

a1xry+ -+ ax, = Q.

Définition 0.12. Si fi,..., fi sont des formes linéaires sur K™ et aq,...,qp € K,
on dit que
filu) = o
(5) : : :
fe(u) = o
est un systéme linéaire. I[ est dit homogéne si oy = -+ = a,, = 0. Une solution de

(S) est un vecteur u qui satisfait toutes les équations. Deux systémes linéaires sont
équivalents s’ils ont méme ensemble de solutions.

Définition 0.13. Une partie non vide E de K™ est un sous-espace vectoriel st :
i) E#£0
i) siu,v€ F, alorsu+v € F
ili) siue E et A\ € K, alors \u € E.

Proposition 0.14. Une partie E de K™ est un sous-espace vectoriel si et seulement
st c’est l’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogéne.
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En d’autres termes, un sous-espace vectoriel est une intersection d’hyperplans vec-
toriels.

Par convention, K™ est un sous-espace vectoriel de lui méme en tant qu’intersection
vide. De méme, {O} est 'intersection de tous les hyperplans vectoriels (il suffit de
prendre les hyperplans des coordonnées). Et bien sir, tout hyperplan vectoriel est
un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Si E est 'intersection d’hyperplans vectoriels définis par des formes
linéaires non nulles f1,..., f,ona (0,...,0) € E et donc E # (). De plus, siu,v € E,
on a alors pour tout ¢t =1,...,k,

filu+v) = fi(u) + fi(v) =0+ 0=0.
et donc u+v € E. De méme, siu € E et A € K, on apourtouti=1,... k,
fi(Au) = Afi(u) = A0 = 0.
et donc \u € E.

Pour la réciproque, on renvoie sur 9.1. U

On dira aussi qu’'une partie non vide £ de K" est un sous-espace affine si c’est
I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire (pas nécessairement homogéne). En
d’autres termes, un espace affine est une intersection non vide d’hyperplans affines.
En particulier, tout hyperplan affine est un sous-espace affine. En général, un espace
affine s’obtient en translatant un espace vectoriel.

On généralise maintenant la notion de somme et de produit par un scalaire aux
applications d’un ensemble quelconque I vers K™.

Définition 0.15. Si f,g : I — K" sont deux applications de I vers K™, leur somme
est Uapplication

f+g : I K"
ar—= f(a) + g(a).
De méme, le produit de f par A € K est l’application
Af : [——K"
a——= \f(a).

Définition 0.16. St f : [ — K" est une application, ses composantes sont les
applications f; :=p;o f: 1 — K.
On voit donc que f(a) = (fi(a),..., fu(a)) lorsque a € I.

Lemme 0.17. Si f, g : I — K™ sont deuz applications de I vers K™, les composantes
de f + g sont les sommes f; + g; des composantes. Et si A € K, les composantes de
Af sont les produits \f; des composantes par A.

Démonstration. Facile O

Définition 0.18. Une application f: K™ — K" est linéaire st :
i) Siu,ve K™, ona flut+v)=f(u)+ f(v).
i) Siue K™ et A€ K, alors f(Au) = \f(u)
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Proposition 0.19. Une application f : K™ — K" est linéaire si et seulement si
ses composantes sont des formes linéaires.

Démonstration. On note comme d’habitude, pour tout ¢« = 1,...,n, f; la i-éme
composante de f. Pour u,v € K™, on a

flutv)=(filutv),..., fulu+v))
et
fw) + fv) = (fi(u), ..., fa(u)) + (f1(v), .., fu(v))
= (fl(u) + fl(v)7 R fn(u) + fn(v))
De méme, siu € K™ et A€ K, on a
et
/\f(u) = /\(fl(u>7 R fn(u)) = (/\fl(u)v R /\fn(u))
On voit donc que f satisfait les conditions ci-dessus si et seulement si toutes ses
composantes les satisfont aussi. (]

Dans le cas ou n = 1, une application linéaire n’est rien d’autre qu'une forme linéaire
sur K™. Pour m = n = 2, on retrouve les transformations de plan étudiées dans
I'introduction.

Définition 0.20. Soit f : K™ — K™ une application linéaire. Si pour tout i =
1,....n, on a
[fi] = [ aix cr Gim },
alors la matrice de f est
11 0 Qim
A= [f] = € Mnxm(K)

Ap1 = Apm

On peut remarquer que la matrice de f s’obtient en superposant les vecteurs lignes
des f; comme ceci :
[£1]

=1 :
/2]
Si on note, comme d’habitude, e; := (0,...,0,1,0,...,0) avec le 1 a la j-éme place,
on a
flej) = (ay, ..., an;)

et on peut donc aussi écrire f en alignant les vecteurs colonnes des f(e;) :
=[] - [flem)] ]

Remarquons enfin que la matrice de I'identité est la matrice unité
1 0 - 0
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Définition 0.21. Le noyau de f : K™ — K" est
ker f = {u e K™, f(u) = 0}.

Attention, ici on a 0 = (0,...,0) et on voit donc que f(u) = 0 si et seulement
si, pour tout ¢ = 1,...,n, on a f;(u) = 0. En d’autres termes, le noyau de f est
I'intersection des noyaux de ses composantes f; : on a

ker f = () ker f;.
=1

Remarquons aussi qu’'un sous-espace vectoriel £ de K™ n’est autre que le noyau
d’une application linéaire.

La compatibilité vue plus haut des opérations sur les matrices avec les formes li-
néaires s’étend en fait au cas des applications linéaires.

Proposition 0.22. Soit f: K™ — K™ une application linéaire.
i) Siue K™, on a [f][u] = [f(u)].
ii) Si g : K™ — K™ est une autre application linéaire, f + g est linéaire et
[f + 9] = [f1+ 9]
iii) Si A € K, alors \f est linéaire et [\f] = A[f].

iv) Sig: K' — K™ est une autre application linéaire, alors f o g est linéaire et

[f og] = [fllg]

Démonstration. Cela se fait encore en se ramenant aux composantes. Tout d’abord,
onasiue K™,

[f1] fi(w)
Lo [u] = : = [f(u)]
[fn] fa(u)

Ensuite, si g : K™ — K" est une autre application linéaire, alors f + ¢ est linéaire
car ses composantes f; + ¢; le sont et on a

[f][u] =

Lfi + a1] 1] [91]
[f+9]= : = | +] ¢ | =+
[fr =+ gn) [f] [Gn]
De méme, si A € K, alors A\f est linéaire car ses composantes \f; le sont et on a
[Afi] [f1]
AMl=1 | =A] ¢ | =AU
[Afal [/n]

On termine par la composition avec une application ¢ : K! — K™. On suppose tout
d’abord que n =1 si bien que f est une forme linéaire

(X1, ooy T) > @1 T + -+ F QT
et on a donc pour tout u € K,

(fog)(uw) = flg(u)) = argi(u) + -+ + amgm(u) = (@191 + - + Amgm)(u).
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En d’autres termes, f o g est une forme linéaire et f o g = ay91 + -+ + @ngm- On a
donc bien
[fogl=lagi+ + amgm] = arlg1] + - + am[gm]
[91]
=la - an ]| 1+ | =I[fllg)
[Gm]
En général, on remarque que les composantes de f o g sont
pio(fog)=(pioflog=fioyg

et il suit que f o g sera linéaire et que

[fio9] [f1llg] Lf1]
[fog]= : = : = | lg =1/l
[fn o 9] [fn] [g] [fn]
]
Corollaire 0.23. On considére
i) le systeme
a1+ -+ amTy, = bl
Ap1T1 + - F ApTy, = bn
it) lapplication linéaire
K™ d K"
(1, .oy T) = (an1T1 + - + Q@i+, G171+ -+ Qi)
ainsi que les vecteurs u := (xq,...,x,) et v = (by,...,by).
iii) les matrices
aipr -t Qim by 21
A= : : , B:= : et X :=
Qp1 -+ Onm bn Lm

Alors, les assertions suivantes sont équivalentes

i) (z1,...,2,) est solution du systéeme (.S)
i) f(u) =v.
i) AX = B

Démonstration. Le deux premiéres conditions sont clairement équivalentes et il ré-
sulte de la proposition précédente qu’elles sont aussi équivalentes a la troisiéme. [

Définition 0.24. Avec les notations du corollaire, on dit que la matrice n X (m+1)
obtenue en concaténant A et B, c’est a dire

ap; o Aym by
A=
[ Anm bn

est la matrice du systéme (.5).
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Définition 0.25. Une matrice A € M, (K) est inversible sl existe une matrice que
U'on note A=' € M,,(K) telle que AA™' = A'A=1.

Remarquons que A1, si elle existe, est unique (exercice!). Mais la matrice

]

par exemple, n’est pas inversible (exercice!), contrairement &

5 2
A { > 2 ]
dont I'inverse est
1 -2
-1 _ . |
A { 9 5 } (exercice !).

Proposition 0.26. Soit f : K™ — K" une application linéaire. Alors, f est bijective
si et seulement si [f] est inversible et dans ce cas, f~1 est linéaire et [f~1] = [f]~L.
Démonstration. Si f est bijective, il existe pour tout 7 = 1,...,n un unique vecteur
vj := (b1, ..., bn;) tel que f(v;) = e; et on peut donc considérer la matrice [b;;]. Si
g est Papplication linéaire correspondante, on a g(e;) = v; pour tout j = 1,...,n.
Siu:=(ay,...,a,) € K" on sait que u = aje; + - - - + aye, et il suit que

g(u) = glarer + -+ ayey)
=arg(er) + -+ +anglen) = a1v1 + - + ayvy
si bien que
(fog)(u) = flarvr + -+ ayvn)
=arf(v) + -+ anf(vn) = are; + -+ + aze, = u.
On voit donc que g n’est autre que Papplication réciproque f~! de f qui est donc

bien linéaire, et comme f~'o f = fo f~! =1Idgn, on a [f][f7'] = [[7[f] = L.

Réciproquement, si [f] est inversible, on considére I'application linéaire g dont la
matrice est [f]7!. On a alors [fog] = [f][g] = [f][f]™! = L. et il suit que fog = Idgn
et de la méme maniére, on obtient que go f = Idg=. Il suite que g est la réciproque
de f et donc que f est bijective. OJ

Si A est une matrice inversible et AX = B, alors X = A~'B. Donc pour résoudre
un systéme carré d’ordre n,

an Ty + -+ a1, = bl
(5) : : o
Ap1%1 + -+ App T, = bn
et si on sait que sa matrice A := [a;;] est inversible et que A™! = [¢;;], on aura une
unique solution donnée par
1 = cnbi+ -+ by

(5):9 ¢ :
Tp = Cnlbl +-+ Cnnbn

En pratique, ¢a ne nous avance pas a grand chose car on ne sait pas vraiment inverser
des matrices sans résoudre de systéme avant.
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Mais par exemple, pour résoudre le systéme

or + 2y =
2 +y =

qui peut s’écrire AX = B, il suffit de calculer
. 1o =277271 o
A S I

La derniére partie de cette section est consacrée a la méthode du pivot de Gauss
pour résoudre les systémes linéaires.

— DN

Définition 0.27. Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice sont les
suivantes

i) Echanger deuz lignes
ii) Multiplier une ligne par une constante non nulle

iii) Ajouter a une ligne un multiple d’une autre ligne

Le but (ultime) de la méthode de Gauss est d’effectuer une suite d’opérations élé-
mentaires sur les lignes d’une matrice afin de transformer celle ci en une matrice
dite échelonnée :

O -~ 01 % - %0 0 % - x
0 0 1 . )
0 0
0 -« --- 0
E T R T R S

sur laquelle on peut « lire » les solutions. Par exemple, avec un systéme de trois
équations & 3 inconnues, on essaiera de faire apparaitre successivement

1 0 - 0 «
\ )
0 1 0 p
e )
0 0 <« 1 ~

auquel cas, le systéme correspondant aura 'unique solution r = «, y = § et z = 7.

On peut aussi utiliser la méthode du pivot de Gauss pour trouver l'inverse d’une
matrice.

Définition 0.28. Une matrice élémentaire est une matrice obtenue en effectuant
une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice unité I.

Par exemple, les matrices 2 x 2 élémentaires sont les matrices de la forme

ol Lo v LAl YL
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Proposition 0.29. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice
revient a multiplier & gauche par la matrice élémentaire correspondante.

Démonstration. C’est un peu laborieux mais allons y. En général, les lignes de la
matrice associée a une application linéaire f sont les vecteurs lignes [fi],...,[f.] ou
fi,--., fn désignent les composantes de f. En particulier, comme les composantes
de Idgn» sont les projections py, ..., p,, on voit que les lignes de I,, sont les matrices
[p1], -, [pn). Et comme on a, pour tout i = 1,...n, p;o f = f;, on voit que [p;][f] =
[f:]- En d’autres termes, la i-éme ligne d’une matrice s’obtient en multipliant a
gauche par la i-éme ligne de la matrice unité.

On consideére alors les différents types d’opération élémentaire. Si on échange [p;] et
[pj], ca va bien échanger [f;] et [f;]. Et si on multiplie [p;] par A, ¢a aura clairement
le méme effet sur [f;]. Enfin, si on ajoute A[p;] & [p;] et qu'on multiplie ensuite par
f, on obtient bien

([pi] + Alpi )] = [pi + Aps]f] = [(ps + Apj) o f] = [pio f + Apj o f]
= [pio fl+ Alpj o fl = [fi] + ALf].

olledl=le v
IR
Dl al= e )

Proposition 0.30. Effectuer une opération élémentaire sur les lignes (de la matrice)
d’un systeme ne change pas l’ensemble des solutions du systéme.

Par exemple, on a

Démonstration. 1l s’agit essentiellement de montrer que chacune de ces opérations
est réversible. Si on a échangé deux lignes, il suffit de les échanger a nouveau. Si on
a multiplié une ligne par une constante non nulle )\, il suffit de multiplier celle-si par
1/X (d’ou 'importance de ’hypothése A 2 0). Enfin, si on a rajouté a la j-éme ligne
le produit par A de la i-éme, il suffit de retrancher ce méme multiple, c’est a dire,
ajouter le produit par —\ de la i-éme ligne a la j-éme. U

Proposition 0.31. Si on applique a I les mémes opérations élémentaires, et dans
le méme ordre, que celles qui permettent de transformer A en I, on obtient A~'.

Bien siir, cela ne peut fonctionner que si la matrice A est inversible.

Démonstration. On suppose donc que I'on obtient I en multipliant a gauche A suc-
cessivement par des matrices élémentaires Fjy, ..., F,. et on note B la matrice obte-
nue en multipliant I successivement par les mémes matrices dans le méme ordre. En
d’autres termes, on a

Er"‘EQElA:[ et BI:ET"‘EQEll
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si bien que B := E,--- E>E; et donc BA = I. On remarque que les matrices élé-
mentaires sont inversibles (leur inverse étant la matrice correspondant a I'opération
élémentaire inverse). Il suit que B est inversible et comme on a BA = I, A est aussi
inversible d’inverse B. O

En pratique, on applique la méthode du pivot de Gauss a la matrice [A I| obtenue
en concaténant A et I. Par exemple, pour inverser la matrice

1 2
1= 3]

on retranche deux fois la premiére ligne a la seconde dans
1210
2 3 01

(1 2 1 0]
0 -1 -2 1

et on ajoute deux fois la seconde a la premiére avant de multiplier la ligne du bas
par —1, ce qui donne

pour obtenir

(10 -3 2
(01 2 1|
et on a donc i
A1 -3 2
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1. ESPACES VECTORIELS SUR UN CORPS

On fixe un corps K (qu’on pourra prendre égal & R ou C).
Définition 1.1. Un espace vectoriel sur K est un ensemble E muni d’une addition
ExXE———F
(u,v) ——=u+v
fournissant une somme telle que
i) siu,v € E, alors u+v = v+ u (commutativité)
ii) st u,v,w € E, alors (u+v) +w =u+ (v+w) (associativité)
iii) il existe 0 € E tel que pour tout uw € E, u+ 0= u (2éro)
iv) siu € E, il existe —u € E tel que u+ (—u) =0 (opposé)
et d’une multiplication externe
KxE——>E
(A, u) — \u
fournissant un produit telle que
v) siu € E, alors lu=u
vi) siu€ E et \,u € K, alors (A + p)u = Au + pu
vil) siu € E et \,u € K, alors AM(pu) = (Ap)u
viil) siu,v € E et X € K, alors A(u +v) = A+ \v.

Les éléments de E s’appelleront des vecteurs. On écrit parfois Og pour préciser qu’il
s’agit du zéro de E (on verra plus tard que le zéro est unique).

Notations : si u,v,w € E, on écrit u + v+ w := (u +v) + w; si u,v € E, on écrit
u—v :=u+(—v) (on verra plus tard que 'opposé est unique);siu € Eet A\, u € K,
on écrit Apu = (Ap)u.

Nos premiers exemples viennent de la section précédente.

Tout d’abord, K™ (avec les opérations définies plus haut) est un espace vectoriel
comme on le vérifie aisément. On a

On = (0,...,0) et —(z1,...,2,) = (—21,...,—Ty).

Plus généralement, tout sous-espace vectoriel de K™ (défini par exemple comme
I'ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne), muni des lois induites, est
un espace vectoriel. Cela vaut en particulier pour les hyperplans et donc pour les
droites du plan.

L’espace K™ des formes linéaires sur K (définition ci-dessus) est aussi un espace vec-
toriel (pour les opérations définies ci-dessus). Plus généralement, 'ensemble L( K™, K™)
de toutes les applications linéaires de K™ vers K" est un espace vectoriel : le
zéro est 'application nulle u +— 0 et 'opposée d'un application f est ’application
—f u— —f(u); de méme pour M, ,,(K) et donc en particulier, pour ’ensemble
des vecteurs lignes ou des vecteurs colonnes de longueur donnée. Le zéro est la ma-
trice dont toutes les entrées sont nulles et 'opposé d'une matrice est la matrice
obtenue en prenant les opposés de toutes les entrées.
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Si I est un ensemble quelconque, 'ensemble K7 des applications de I dans K (muni
des opérations définies plus haut) est un espace vectoriel. Si I est un intervalle de R,
les fonctions continues a valeurs dans R définies sur I forment un espace vectoriel
C(I) pour les lois induites. Il en va de méme de l'ensemble C!(I) des fonctions
contintiment différentiables lorsque I est ouvert. On peut aussi regarder les fonctions
absolument intégrables, etc.

Les familles d’éléments de K indexées par un ensemble I forment aussi un espace
vectoriel que I’on identifiera & K7 : il revient au méme de se donner la famille (x)ier
ou l'application

I—K

o —T;
L’addition et la multiplication se font terme a terme. Comme cas particulier, on
trouve l'espace vectoriel KN des suites indexées par N. On peut aussi regarder les
suites convergentes dans R, de méme que les suites absolument sommables, etc. On
peut aussi considérer les suites de Cauchy sur QQ qui forment un espace vectoriel sur

Q.
Les polynémes sur K forment aussi un espace vectoriel K[X].
On peut considérer C comme espace vectoriel sur lui méme, sur R ou sur Q.
Lemme 1.2. Soit £ un espace vectoriel sur K.
i) Il existe un unique élément 0 € E satisfaisant la condition donnée.

ii) Etant donné un élément w € E il existe un unique élément —u satisfaisant
la condition donnée.

iii) St u,v € E, la condition uw + v = u implique v = 0.
Démonstration. Notons dés a présent que la troisiéme assertion implique la premiére.
Notons aussi que si u,v € E, alors
v=v4+0=v+ (u+(—u) = (v+u)+ (—u) = (u+v) + (—u).
On montre maintenant la seconde assertion : si u + v = 0, alors
v=0+(—u) =(—u)+0 = —u.
Et on montre aussi la troisiéme : si u + v = u, alors

v=u+ (—u)=0.

Proposition 1.3. Soit E un espace vectoriel sur K.
i) Stue FE et A € K, alors
A =0 (A=0 ouu=0),
) siu€ E et A€ K, alors A(—u) = (=\)u = —(Au),
ili) st u,v € E et A € K, alors A(u —v) = Au — A,
) siu€ E et \,u€ K, alors (A — p)u = \u — pu,
)

stu,v € B et A € K* sont tels que Au = \v, alors u = wv.
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Démonstration. On a
Ou = (0+0)u = 0u+ Ou

et donc Ou = 0. On montre de méme que A0 = 0. Réciproquement, supposons que
Au =0 avec A # 0. Alors,

u=1lu=AN"Nu=A"Au)=1"10=0.

D’ou la premiére assertion.

On a
A+ A—u) = Au+ (—u)) =A0=0
et donc A(—u) = —(Au). De méme, on a
A+ (=Nu= A+ (=A)u=0u=0
et donc (—A\)u = —(Au), ce qui nous donne la seconde assertion.

On poursuit. On a
AMu—v) =AMu+ (—v)) = Au+AN—v) = Au+ (= ) = du— v
et de la méme manieére,

A —p)u =+ (—p)u = Au+ (—pu) = Au — pu.

Enfin, si Au = Ao, alors
AMu—v)=Au—Av=0
et si A # 0, on a nécessairement u — v = 0 et alors u = v. 0

On peut maintenant définir la notion de sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
quelconque.

Définition 1.4. Un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel E est une partie F
de E telle que

i) F£0
i) siu,v€ F, alorsu+v € F
iii) st A € K etu e F, alors Au € F'.

Par exemple, tout espace vectoriel £ est un sous-espace vectoriel de lui méme et la
partie réduite au vecteur nul {0} est un sous-espace vectoriel de E.

On dispose bien stir des sous-espaces vectoriels de K™ décrits dans la section pré-
cédente, et donc en particulier des droites vectorielles du plan et plus généralement
des hyperplans.

Si on regarde nos exemples d’espaces vectoriels, on voit que si I est un intervalle
de R, alors C'(I) est un sous-espace vectoriel de C(I) qui est lui méme un sous-
espace vectoriel de R!. Ou encore, on voit que les suites convergentes forment un
sous-espace vectoriel de RN. Aussi, les polynomes de degré au plus N forment un
sous-espace vectoriel K[X]<n de K[X].

Mais il faut étre prudent car, dans R?, la droite d’équation = + y = 1 n’est pas un
sous-espace vectoriel, le cercle 22 4+ y? = 1 non plus et I’équation zy = 0 ne définit
pas un sous-espace vectoriel, c¢’est 'union de deux droites. Attention cependant, les
solutions de 2% + y? = 0 forment bien un sous-espace vectoriel de R? : c’est tout
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simplement {(0,0)}. Mais on obtient pas un sous-espace vectoriel de C* (vu comme
espace vectoriel sur C) car on a (1,7) et (¢,1) dedans mais pas (1 41,7+ 1)).

Notons enfin que sur Fs, la troisiéme condition est toujours satisfaite si les deux
premiéres le sont.

Proposition 1.5. Soit E un espace vectoriel sur K.

i) Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors Uaddition et la multiplication
par les scalaires font de F un espace vectoriel sur K.

ii) Un sous ensemble F' de E est un sous espace vectoriel si et seulement si
(a) 0e F
(b) lorsque u,v € F et \,p € K, on a AMu+ pv € F.

Démonstration. Pour la premiére assertion, toutes les propriété sont héritées de E a
part les deux qui font intervenir la notion d’existence. Plus précisément, il suffit de
montrer que le vecteur nul est dans F' et que 'opposé d'un élément de F' est toujours
dans F. Or, si uw € F, on a bien —u = (—1)u € F et il suit, comme F est non vide,
que 'on a aussi 0 = u + (—u) € F.

Montrons maintenant la seconde assertion. On vient de voir que si F' est un sous-
espace vectoriel de F, la condition a) est toujours satisfaite et on montre facilement
que la condition b) l'est aussi : si u,v € Fet A,y € K,ona \u € F et pv € F si
bien que A\u+ pv € F. Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites, on voit que
F est non vide et les deux autres propriétés s’obtiennent & partir de la condition b)
en faisant tout d’abord A = p = 1 pour la premiére puis p = 0 pour 'autre. O
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2. APPLICATIONS LINEAIRES

Nous pouvons maintenant considérer des applications linéaires entre différents es-
paces vectoriels (sur un méme corps K) :

Définition 2.1. Une application f : E — F entre deuz espaces vectoriels sur K est
linéaire si elle satisfait :

i) Siu,v€ E, ona flut+v)=f(u)+ f(v).
i) Siu € E et A€ K, alors f(Au) = \f(u)
Leur ensemble se note L(E, F).

Si F'= E, on dit que f est un endomorphisme de E (ou un opérateur sur E) et
on note L(E) leur ensemble. St F' = K, on dit que f est une forme linéaire sur

E et on note E leur ensemble, aussi appelé dual de E. Une application linéaire
bijective est un isomorphisme. Un endomorphisme qui est aussi un isomorphisme
est un automorphisme. Leur ensemble se note GL(FE).

En général, on dispose toujours de I'identité

TH——X

qui est un automorphisme et de I'application nulle
Og,F : E——F
T
qui est I'unique application linéaire constante.

On définit une homothétie comme une application de £ dans lui méme de la forme
u — ku avec k # 0,1. C’est un automorphisme. Aussi, si I’ est un sous-espace
vectoriel de E, I'application d’inclusion F' — FE est linéaire.

Un endomorphisme f de E est une symétrie si f o f = Id et une projection si
f o f = f.Dans le plan, on peut considérer par exemple la symétrie par rapport a
I'origine ou a une droite vectorielle, ou la projection sur une droite vectorielle par
rapport a une autre.

Nous avons vu que les applications linéaires f : K™ — K™ sont les applications de
la forme

(1, ) = (@121 4+ -+ QT+ -+ Q1T F - F Q@) -
En d’autre terme, on a une bijection
LK™ K™) —=> M m(K)
[
Bien siir, cela s’applique en particulier aux formes linéaires.
Comme cas particulier, on peut regarder les rotations
(z,y) — (rcos@ —ysinf, zsinf + ycosb).

de R2. Si on identifie comme d’habitude R? et C, une rotation n’est autre que
I’homothétie z — ez de C vu comme espace vectoriel sur lui méme.
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Mais les applications de R? dans lui méme :
(@)= (z+1Ly—1) et (z,9)~ (%9,
par exemple, ne sont pas linéaires.
Si I est un ensemble et x € I, on peut regarder ’évaluation en x,
KlI—K
P p(z)

C’est une forme linéaire. Par restriction, c¢’est aussi le cas des applications d’évalua-
tion C(I) — R ou C'(I) — R si I est un intervalle (ouvert) de R.

Alternativement, si on voit une application sur I comme une famille indexée par I,
cela revient & envoyer une famille sur sa ¢-éme composante. Par exemple, on peut
considérer la forme linéaire sur KN qui envoie la suite (Zn)nen SUr xg, ou sur un autre
terme... Plus subtilement, on peut considérer la forme linéaire qui envoie une suite
convergente sur sa limite. Ou méme 'application qui envoie une suite de Cauchy
dans Q sur sa limite dans R, application qui est donc Q-linéaire.

Deux exemples fondamentaux viennent de I'analyse, il s’agit de la dérivation
d:CYI)——=C(I)
f—
qui est une application linéaire et de l'intégration
C([a,b]) R
fre——r ], fx)da

qui est une forme linéaire. Si on fixe xg € I, on peut aussi considérer la forme linéaire

d:CYI) R

f = f"(z0)

ou l'application linéaire
C(I) ——CYI)
fr—(z— f;; f(t)dt)

Pour conclure, remarquons que si on voit C comme un espace vectoriel sur R, alors
la conjugaison complexe

(e
C——C
Z—7Z
est un automorphisme (c’est une symétrie). Mais cette application n’est plus linéaire
si on voit C comme espace vectoriel sur lui méme. Enfin, pour qu’une application

linéaire entre espaces vectoriels sur Fy soit linéaire, il suffit qu’elle satisfasse la pre-
miére condition.

Proposition 2.2. Soit f : E — F une application linéaire. On a alors f(0) =0 et,
i€ B, f(u-v) = f(u) - f(v).
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Démonstration. On a
f(0) + f(0) = f(0+0) = f(0)
et donc f(0) = 0.
De méme, si u,v € E/, on a
flu=v)+ f(v) = flu—v+v) = f(u)
et donc f(u —v) = f(u) — f(v). O

Proposition 2.3. Une application f : E — F entre deux espaces vectoriels sur K
est linéaire si et seulement si pour tous u,v € E, A, u € K, on a

FOw+ ) = Af() + puf (o).

Démonstration. Supposons que f : E — F' est linéaire et soient u,v € EF, A\, u € K.
On a alors

fu+ po) = f(hu) + f(pv) = Af(u) + pf(v).
Inversement, si cette condition est satisfaite, on voit que f est linéaire en prenant
d'une part A = pu =1, et d’autre part p = 0. 0J

Proposition 2.4. i)Sif: E — Fetg: F — G sont deur applications
linéaires, alors gof est aussi linéaire.

ii) Si f : E — F est un isomorphisme entre deux espaces vectoriels, alors f=*
est aussi un tsomorphisme.

Démonstration. La premiére assertion se vérifie aisément. On se donne u,v € E, A\, i €
K, et on vérifie que
(g0 f)(Au+ ) = g(f(Au+ ) = g(Af(u) + pf(v))
= Ag(f(uw) + ng(f(v))) = Mg o f)(u) + plg o f)(v).

La seconde n’est pas beaucoup plus difficile. On sait déja que f~! est bijective (par
définition). On se donne u,v € F,\, u € K, et on veut montrer que

FoH O+ ) = Af7Hu) + pf 7 (v).
Comme f est bijective, il suffit de montrer que
Xu A po = fFAfHu) + pf~H(v))

et un rapide calcul du second membre nous donne bien

FOSF7Hw) + pf () = M (7 (w) + wf (f7H(0) = M+ po.

Proposition 2.5. Soit f: E — F une application linéaire. Alors,
i) Si G est un sous-espace vectoriel de E, alors
f(G):={veFJued,f(u)=uv}
est un sous-espace vectoriel de F.
i) Si H est un sous-espace vectoriel de F, alors
) = {u e B, f(u) € H)

est un sous-espace vectoriel de E.
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Démonstration. On se donne tout d’abord un sous-espace G de E ainsi que v,v" €
f(G) et \, N € K. Par définition, on peut trouver u,u’ € G tels que f(u) = v et
f(u") =v'. Comme G est un sous-espace vectoriel de E, on a donc A\u+ Nu' € G et
il suit que

A4+ NV = Af(u) + N (W) = fQu+ M) € f(G).
On remarque aussi que 0 = f(0) € f(G) car 0 € G.

Seconde assertion maintenant : on suppose que H est un sous-espace vectoriel de F’
et on se donne u,u’ € f~'(H) ainsi que \,\' € K. On a donc f(u), f(v') € H et il
suit que
FOu+Nu')y=Af(u)+Nf(u)e H
si bien que Au + Mo € f~!'(H). La encore, comme f(0) = 0 € H, on a bien
0e f~YH). O
Définition 2.6. Si f : E — F est une application linéaire, son image est
Imf:=f(F)={veF,IuekE, flu) =v}

et son noyau est

ker f := f~1({0}) .= {u € E, f(u) = 0}.

Par exemple, le noyau de I'identité (ou méme d’une homothétie) est réduit a {0} et
son image est l'espace tout entier. Par contre, c¢’est le noyau de ’application nulle
Ogr: E — F qui est E tout entier et son image qui est réduite a {0}.

Le noyau de ’application linéaire
(1, ooy @) = (@121 4 -+ Ty -+ o Q1T F - F Q@)
de K™ vers K" est I’ensemble des solutions du systéme homogéne

a1T1 + -+ Gy, = 0

(S):

a1+ F ATy = 0

Le noyau de la dérivation d : C*(I) — C(I) est 'ensemble des applications constantes
et son image est C([) tout entier. Enfin, le noyau de I'application

C(I) C'(I)
fr——s(z [ f(t)dt)

est nul et son image est formé des applications continiiment dérivables qui s’annulent
en . Ce dernier espace n’est d’ailleurs rien d’autre que le noyau de I’évaluation en
Zg-

Proposition 2.7. Soit f : E — F une application linéaire. Alors,

i) ker f est un sous-espace vectoriel de E et imf est un sous-espace vectoriel de

F.

ii) f est injective si et seulement si ker f =0 et f est surjective si et seulement
st Im f=F.
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Démonstration. La premiére assertion est un cas particulier de la proposition pré-
cédente. Par définition, f est surjective si et seulement si Im(f) = F. Si u,v € E
satisfont, f(u) = f(v), alors

Flu—v) = f(u) = f(v) =0

et il suit que u — v € ker f. On en déduit que si ker f = 0, alors u — v = 0 et
donc u = v. Cela montre que f est injective. Réciproquement, si u € ker f, alors
f(u) =0= f(0) et donc, si f est injective, on a bien u = 0. O

Définition 2.8. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.

Nous aurons besoin plus tard du résultat suivant :

Lemme 2.9. Soient f : E — F et g : F' — G deux applications linéaires. On a
ker(f) C ker(go f) avec égalité si g est injective. On a Im(go f) C Im(g) avec égalité
si [ est surjective.

Démonstration. Tout d’abord, si u € ker f, on a

(g0 f)(u) = g(f(u) =g(0) =0

et donc u € ker(go f). Réciproquement, si u € ker(gof),ona0 = (gof)(u) = g(f(u))
et donc f(u) € ker g. On voit donc que si g est injective, f(u) = 0 et donc u € ker f.

Montrons maintenant l’autre assertion. Si w € im(go f), alors il existe u € E tel que
(go f)(u) = w et on a donc g(f(u)) = w si bien que w € im(g). Réciproquement,
si w € im(g) on peut trouver v € F' tel que g(v) = w. Si f est surjective, on peut
aussi trouver u € E tel que f(u) =wv. On adonc (go f)(u) = g(f(u)) = g(v) = w et
w € im(g o f). O
Proposition 2.10. Soit E un espace vectoriel sur K.

i) Si I est un ensemble, 'ensemble E! des applications de I dans E est un
espace vectoriel si on le munit de

(f +9)(x) = f(x) +g(x) et (\f)(z) = Af(x).

ii) Si F' est un autre espace vectoriel, l'ensemble L(E, F) est un sous-espace
vectoriel de F'*.

Démonstration. On vérifie aisément la premiére assertion. En effet, toutes les pro-
priétés se vérifient terme a terme. Par exemple, le zéro est ’application nulle.

Nous allons étre plus sérieux pour la seconde assertion. Tout d’abord, L(E, F') est
non vide car I'application nulle est linéaire.

Il faut montrer ensuite que si f et g sont linéaires, alors f + g aussi. On se donne
donc u,v € F et A\, u € K et on calcule

(f +9)Au+ pv) = f(Au+ pv) + g(Au + po)
= M(u) + pf(v) + Ag(u) + pg(v) = Af(u) + Ag(u) + pf(v) + pg(v)
= A f(u) + g(w) + pu(f(v) + g(v) = Mf + g)(w) + p(f + g)(v)).
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Vérifions finalement que si f est linéaire, alors pour tout A € K, Af est linéaire. Il
vaut mieux procéder en deux étapes pour éviter les confusions. On doit montrer que
I'on a toujours

(Af)(u+v) = (Af)(u) + (Af)(v)
ainsi que
(AS)(pu) = p(Af)(w).
Or par définition, on a
(Af)(u+v) = Af(u+v) = Mf(w) + f(v)) =
Af () + Af(v) = (Af)(u) + (Af)(v).
Et de méme pour 'autre égalité :
(Af) () = Af (pu) = Apf(u) = pAf(u) = p(Af)(u).
O

Proposition 2.11. Soit E un espace vectoriel sur K.

i) L’espace L(E) est une algebre pour l’addition, la multiplication externe et la
composition : cela signifie que c’est un espace vectoriel et que, de plus, on a

(a) Si f,g € L(FE), alors go f € L(E)
(b) Si f,g,h € L(E), alors ho(go f)=(hog)o f
(c) Si f € L(E), alors foldg =Idgo f = f
(d) Sif,g,h € L(E), alors (f+g)oh = foh+goh et fo(g+h) = fog+ foh
(e) Si f,g€ L(E) et A € K, alors N(fog)=(Af)og= fo(A\g).
ii) L’ensemble GL(E) est un groupe pour la composition : cela signifie que
(a) Si f,g € GL(E), alors go f € GL(E)
(b) Szf g,h € GL(E), alors ho(go f) = (hog)o f.

(c) Si f € GL(E), alors foldg =1dgo f = f
(d) Si f € GL(E), alors [~ € GL(E).

Démonstration. On s’attaque a la premiére assertion. On sait déja que L(FE) est
un espace vectoriel. On va passer les autres propriétés dans 'ordre. On a déja vu
la premiére qui dit que la composée de deux applications linéaires est linéaire. La
seconde et la troisiéme propriété sont déja vraies pour des applications quelconques.
Les deux derniéres nécessitent une vérification. On se donne u € F et on vérifie que

[(f +9) 0 hl(u) = (f + g)(h(w) = f(h(u)) + g(h(u))
= (foh)(u)+(goh)(u) =[foh+gohl(u),

puis que

[fo(g+h)](u) = f((g+ h)(

S

) = f(g(u) + h(u)) = fg(u)) + f(h(u))

et enfin que



29

d’une part mais aussi

[A(feg)l(w) = f(Ag(w) = f((Ag)(u)) = [f o (Ag)](w).
La seconde assertion n’apporte rien de nouveau puisque 1’on sait que la composée
de deux bijections est une bijection et que l'on a déja vu que la réciproque d’une
application linéaire bijective est aussi linéaire (et bijective).

O
Corollaire 2.12. i) Sin,m € N, alors M, x,(K) est un espace vectoriel sur
K pour l'addition et la multiplication externe.

i) St m € N, alors M, (K) est une algebre pour ’addition, la multiplication
externe et la multiplication interne. Cela signifie que c’est un espace vectoriel
et que, de plus, on a

(a) Si A,B,C € M,(K), alors A(BC) = (AB)C
(b) Si Ae M,(K), alors Al =1A=A

(¢) Si A,B,C € M,(K), alors (A+ B)C = AC + BC et A(B+C) =
AB + AC

(d) Si A,B € M,(K) et A € K, alors \(AB) = (AMA)B = A(AB).
iii) L’ensemble GL,(K) des matrices carrées inversibles d’ordre n est un groupe
pour la multiplication. Cela signifie que

(a) Si A,B € GL,(K), alors AB € GL,(K)

(b) Si A,B,C € GL,(K), alors A(BC) = (AB)C
(c) Si Ae GL,(K), alors Al =TA=A

(d) Si A€ GL,(K), alors AA™' =T et A7'A=1.

Démonstration. Tout cela s’obtient par transport de structure via les bijections
LK™ K") ~ Muxm(K), L(K")~M,,(K) et GL(K")~GL,(K)

qui sont compatibles avec ’addition, la multiplication externe et la multiplication
interne (appelée composition pour les applications). O

Il suit que I'on peut calculer formellement dans M, (K) mais il faut se méfier car
I'identité remarquable

(A+ B)? = A*> +2AB + B?
n’est pas toujours valide (contre-exemple 7). Mais par contre, on a toujours

(I + A = f: (f)A

i=0
si bien que pour calculer
105]"
0o 10,
0 01
on écrit notre matrice sous la forme I + A avec
0 0 5
A=10 0 0 [,
0 00
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et comme A? = 0, toutes ses puissances seront nulles, et on en déduit que notre
matrice vaut

1 0 35
I+7A:=101 0
0 0 1



31

3. SOMMES DIRECTES

Proposition 3.1. Si E; et Ey sont deux espaces vectoriels, les lois sur Ey X Fs
définies par
(ug,ug) + (v1,v2) := (u1 + v1,ug + Vo)
et
AMug, ug) == (Aug, Aug)

font de FEy x E5 un espace vectoriel et les projections
E1 X E2 E—— E2
(ug, ug) —— U1

et
El X E2 —_— E2
(ug, ug) —— Ua

sont des applications linéaires.

Démonstration. Toutes les propriétés d’un espace vectoriel se vérifient composante
par composante et on voit en particulier que le zéro de £ x F est (0,0) et que
I'opposé d’un vecteur (ug,us) sera le vecteur (—uy, —us).

De méme, on voit facilement que les projections sont des applications linéaires. Pour
la forme, on peut traiter le cas de la premiére que I'on appelera p;. On se donne
donc (uy,ug), (v1,v2) € E' X F ainsi que A\, u € K. On calcule d’une part
Ap1(u1, ug) + ppr(v1, v2) = Auy + poy
et d’autre part
P1(A(u, u2) + p(vr, v2)) = pr(Aur + pvr, Aug + pvg) = Aug + vy,
Il

Définition 3.2. On dit alors que [’espace vectoriel Ey X Ey est le produit des espaces
vectoriels By et Es.

On définit plus généralement le produit
i x By x---x FE,

d’un nombre quelconque d’espaces vectoriels (méme infini d’ailleurs). Comme cas
particulier, on retrouve
K'=Kx---xK.
n

Proposition 3.3. Soient E, et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E. Alors,

i) L’ensemble
E1+E2:{U1—|—U2, u; € By et UQGEQ}
est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant Ey et Es.

ii) L’ensemble EyN Ey est le plus grand sous-espace vectoriel de E contenu dans
E1 et EQ.
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iii) L’application
(O3 E1 X E2 E

(w1, ug) —— Uy + Uz

est linéaire et son image est E1 + Fs.
iv) L’application
EiNEy—— FE x By
ur—— (u, —u)

induit un isomorphisme entre E1 N Ey et ker ®.

Démonstration. On vérifie d’abord la troisiéme assertion. La linéarité de ’applica-
tion ® se vérifie aisément : si (ug, uz), (v1,v2) € By X Ey, et \,p € K, on a

P(A(ur, uz) + p(v1,v2)) = P(Aug + pvr, AMug + pvg) = Aug + py + Aug + ps.
Et d’autre part,
AP (uq, ug) + pu®(v1,v2) = Mug + ug) + p(vr + ve) = Aug + Aug + pvg + pos.

Et 'image de ® est par définition E; + Fs.

En particulier, on voit que que E; + E5 est un sous-espace vectoriel de E. De plus,
il contient bien F; et E,. D’autre part, tout sous-espace vectoriel F' contenant E; et
E5 contient aussi By + Es @ si up € Eq et up € Ey, alors uy et uy sont tous les deux
dans F' et comme F' est un sous-espace vectoriel, on a u; + us € F. La premiére
assertion est ainsi démontrée.

De méme, pour la seconde assertion, on vérifie que E;1NFE5 est un sous-espace vectoriel
de F : Biensir,0 € FyNEsetsiu,ve EyNEy et A\, u € K, alors, A\u+ puv € Fy car
E est un sous-espace vectoriel de F et, de méme, A\u + pv € Es car Fsy si bien que
Au+ pv € EyN Ey. Et cette intersection est, par définition, la plus grande partie de
FE contenue dans E; et Es.

Finalement, ’application
El N Eg — El X E2
ur—— (u, —u)
est linéaire : Siu,v € EyNEy et A\, pu € K, alors, t(Au+ pv) = (Au+ po, —Au— pv) =
Au, —u) + pu(v, —v). Elle est injective car son noyau est nul : si (u,—u) = (0,0),
alors, en particulier, v = 0. De plus, son image est formée des couples (u,v) avec
u € Fy,v e FEyetu+wv=0,clest a dire ker P. O

Par exemple, on peut considérer le plan E; donné par 1 = x4 = 0 et le plan Ey
donné par z1 + 4 = 2o + 23 = 0 dans K*. Leur intersection est la droite donnée
par r; = 3 + x3 = x4 = 0 dirigée par le vecteur (0,1,—1,0) et leur somme est
I’hyperplan d’équation z1 + x4 = 0.

En général, on peut encore, on peut considérer des sommes
E1+E2+...+En

ou des intersections
EinE,nN---NE,
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de plus de deux sous-espaces (et méme d’une infinité!). Nous n’en aurons probable-
ment pas besoin.

Proposition 3.4. Soient E; et Ey deuxr sous-espace vectoriels d’un espace vectoriel
E. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Tout élément de E s’écrit de maniére unique sous la forme u+v avec u € Ey
etv e bs.

ii) On a { E=FE+E
EiNEy,=0
iii) L’application
o : FEixFEy——F
(u,v) ——=u+wv

est un isomorphisme.

Démonstration. On fait une démonstration circulaire.

Il est clair que la premiére condition implique que
E = FE, + Es.
De plus, sous cette condition, si u € E; N Ey, on a
u+ (—u)=040
et I'unicité implique que v = 0.
La seconde condition implique la troisieme grace a la proposition précédente. En
effet, on sait que ® est linéaire, que son noyau est isomorphe a E; N Fy et donc

réduit a 0, et que son image est E; + FEs, c’est a dire E. L’application est donc
linéaire, injective et surjective, c’est & dire un isomorphisme.

Enfin, si la troisieme condition est satisfaite, alors ® est bijective et la premiére
condition en découle immédiatement. O

Définition 3.5. On dit alors que E; et E5 sont supplémentaires ou que E est somme
directe de Ey et E5 et on écrit E = B, © E,.

Par exemple, si D et A sont deux droites (vectorielles) distinctes de K2, on a toujours
K? = D®A. De méme, si H est un plan (vectoriel) de K et D une droite (vectorielle)
non contenue dans H, alors K* = H® D. Enfin, si F est I’ensemble des fonctions de
R dans R, P le sous-espace des fonctions paires et Z celui des fonctions impaires, on
aF =P@Z. On peut aussi considérer les matrices symétriques et antisymétriques.

Proposition 3.6. Soient F, et Ey deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un
espace vectoriel E. Alors, les projections

E~FE xEy—FE; e FE~F XFEy— Fy
sont des applications linéaires surjectives de noyaux respectifs Fo et Ej.
Démonstration. Les applications sont bien linéaires comme composées d’applications
linéaires.

De plus, on peut décrire la premiére projection p; comme suit : si u € F, on peut
écrire de maniére unique u = u; + uy avec u; € Ey et ug € Ey et alors, py(u) = u;.
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En particulier, on voit que si p;(u) = 0, alors u; = 0 et donc u = uy € Fs.
Réciproquement, si u € Fs, on écrit u = 0+ u avec 0 € E; et u € Ey et on a donc
bien p;(u) = 0 si bien que u € kerp;. On montre aussi que p; est surjective car
p1(u) =usiu € Ey.

Les assertions relatives a la seconde projection se montrent de la méme maniére. [

Dans l'example ci-dessus K2 = D @ A, les projections sont respectivement les pro-
jections sur une des droites parallélement a 'autre. Et on a une description analogue
pour exemple K? = H @ D. Enfin, pour F = P @ Z, les projections sont les appli-
cations F — P et F — Z qui associent a une fonction ses parties paire et impaire.
De méme pour les matrices symétriques et antisymétriques.
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4. SYSTEMES GENERATEURS ET LIBRES

Définition 4.1. Soit E un espace vectoriel sur K. Siuy,...,u, € E et A,..., A\, €
K, on dit que

= Mu+ -+ \u,
est une combinaison linéaire de uq,...,u, et que

Ay A

sont les coefficients. On dit que la combinaison linéaire est triviale si tous les coef-
ficients sont nuls.

Par convention, la combinaison linéaire vide vaut 0. Une combinaison linéaire d’'un
vecteur isolé est tout simplement un multiple de ce vecteur. Enfin, si u,v € E, une
combinaison linéaire de u et v est un vecteur de la forme \u + pv avec A\, u € K.

Comme exemple, on voit que le vecteur (2,3,2) € K3 est combinaison linéaire de
(1,0,1) et (0,1,0). Contrairement au vecteur (1,2,3) par exemple.

Les définitions de sous-espaces vectoriels et d’applications linéaires se généralisent a
des combinaisons linéaires générales.

Proposition 4.2. i) Une partie F' d’un espace vectoriel E est un sous-espace
vectoriel si et seulement si elle est stable par combinaison linéaire : Pour tout
Uy, ..., U, € F et tout \,...,\, € K, on a

)\1u1—|—~~+)\nun€F.
i) Une application ¢ : E — F est linéaire si et seulement si elle préserve les

combinaisons linéaires : Pout tout uy,...,u, € E et tout \,..., \, € K, on
a

Jur + -4 Aug) = A f(ur) + -+ A f(ug).

Démonstration. Les conditions sont clairement suffisantes car il suffit de considérer
le cas n = 2 (et aussi le cas n = 0 pour s’assurer que 0 € F dans la premiére
assertion).

Et on démontre aisément par récurrence sur n que celles-ci sont nécessaires. On
sait que 0 € F dans le premier cas et que f(0) = 0 dans le second. On suppose la
condition satisfaite a I’ordre n. Dans le premier cas, on aura bien

Aur + o+ At = (Mg + -+ Auy) + Apptngr € F.
Et dans le second cas
FOqur 4+ - 4+ Mgatng) = fF(Aug + - 4 M) + Mg 1tingr)

= f<)\1u1 + -+ )\nun) + )‘nJrlf(unJrl) = Alf(ul) +oeee )‘nf(un) + )‘nJrlf(unJrl)'
0

Notation : Soient S est une partie d’un espace vectoriel E, on note Vect(S) ’ensemble
de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de E.

Proposition 4.3. i) Si S et T deuz parties d’un espace vectoriel E. SiS C T,
alors Vect(S) C Vect(T).
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ii) Soit f : E — F une application linéaire et S une partie de E, alors f(Vect(S))
Vect(f(S)).

Démonstration. Exercice O

Proposition 4.4. Soit £ un espace vectoriel.

i) Toute intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel
de E.

ii) Si S est une partie de E, il existe un plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant S (c’est Uintersection des sous-espace vectoriels contenant S) :

c’est Vect(S).

Démonstration. La premiére assertion se vérifie aisément : si (£;);c; est une famille
de sous-espaces vectoriels de E, on a bien sir, 0 € N/ F; et si u,v € NierE; et
A€ K, on apour tout 7 € I, \u+ pv € E; si bien que Au + pv € Nier B

L’existence et la premiére caractérisation d’un plus petit sous-espace vectoriel conte-
nant une partie S donnée en résultent formellement : en effet, il suffit de prendre
I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels qui contiennent S.

Il reste & montrer la derniére assertion. On montre tout d’abord que I’ensemble F
des combinaisons linéaires d’éléments de S est un sous-espace vectoriel : ¢’est assez
pénible a écrire mais il est clair que la somme de deux combinaisons linéaires est
encore une combinaison linéaire et qu’il en va de méme pour le produit par un
scalaire.

Enfin, le sous-espace vectoriel F' contient S et il résulte de la proposition précédente
que c’est le plus petit. O

Définition 4.5. On dit alors que F' est le sous espace engendré par S ou que S
est un systéme générateur de F'. Si F' = E, on dit tout simplement que G est un
systéme générateur.

On voit donc qu'une partie G d’un espace vectoriel E est un systéme générateur si
et seulement si E' = Vect(G).

Dans K, toute partie contenant au moins un vecteur non nul est un systéme géné-
rateur. En d’autres termes, seuls () et {0} ne sont pas générateurs.

Dans K2, un systéme générateur contient au moins deux éléments non nuls. Mais ce
n’est pas suffisant, par exemple {(2, —4), (—3,6)} n’est pas générateur dans R?. Par
contre, {(1,0), (0,1)} est bien un systéme générateur de R? et plus généralement, la
base canonique de K™ est un systéme générateur.

Les projections sur les axes forment un systéme générateur de K".

Un systéme générateur G de K[X] est toujours une partie infinie. Il suffit qu’il y ait
au moins un polynéme de chaque degré dans G pour que le systéme soit générateur.

Pour finir, notons que dans I’espace vectoriel {0}, tout systéme est générateur (il
n'y en a que deux : () et {0}) et que tout espace vectoriel E posséde au moins un
systéme générateur : £ lui méme.

Proposition 4.6. Soit G un systéeme générateur d’un espace vectoriel E et S une
partie de E contenant G. Alors, S est aussi un systéme générateur de E.
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Démonstration. On a E = Vect(G) C Vect(S) C E et donc Vect(S) C E. O

Proposition 4.7. Soit G un systéme générateur d’un espace vectoriel E et f :
E — F linéaire. Alors f(G) est un systéme générateur de Imf. En particulier, f est
surjective si et seulement si f(G) est un systéme générateur de F.

Démonstration. On a Imf = f(E) = f(Vect(G)) = Vect(f(G)). O

Définition 4.8. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel EE. Une para-
métrisation linéaire de I’ est une application linéaire ¢ : K™ — FE telle que F' := im¢.

Par exemple, si H est hyperplan d’équation = +y+ 2z = 0 dans R?, on peut prendre
la paramétrisation

¢ RR? R3
(A p) == (A + 1, = A, —p).
Notons qu’on peut définir plus généralement, une paramétrisation pas nécessaire-
ment linéaire d’une partie F' d’'un ensemble E' comme une application de K" vers F
dont 'image est F' : par exemple
R R?

t — (cost, sint)

Y

est une paramétrisation du cercle S*.

Proposition 4.9. Si E est un espace vectoriel sur K et uy,...,u, € E, alors
l'application
¢ K" E
()\1a'--7>\n)}—>)\1u1 ++>\nun

est une paramétrisation (linéaire) du sous-espace F engendré par uq, ..., uy,.

Démonstration. Par définition, 'image de ¢ est exactement le sous-espace engendré
par ug, ..., u,. Il faut juste s’assurer que ¢ est bien linéaire. En d’autres termes, il
faut vérifier que si on se donne Ay, ..., Ay, ft1, ..., ln, A, 0 € K, on a bien

)\()\1“1 + -+ )\nun) + u(ulul + - unun)
= (A + ppn)un 4 -+ (Mg + gt ).
O

Définition 4.10. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit que uq,...,u, € E
sont linéairement dépendants si il existe une combinaison linéaire non triviale qui
s’annule :

)\1U1++)\nun:0

(c’est une relation de dépendance linéaire). Sinon, on dit que uy, ..., u, sont linéai-
rement indépendants.
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Par exemple, dans K, deux vecteurs quelconques sont toujours dépendants. En gé-
néral, un vecteur tout seul est indépendant si et seulement il est non nul. De toutes
maniéres, si I'un des vecteurs uq, . .., u, est nul, ils sont obligatoirement dépendants.

Dans K2, deux vecteurs u et v sont dépendants si et seulement si I'un est multiple
de 'autre, par exemple (2, —4) et (—3, 6) sont dépendants dans R?. Par contre, (1,0)
et (0,1) sont linéairement indépendants et plus généralement, les vecteurs de la base
canonique de K™ sont linéairement indépendants.

Notons aussi que les projections sur les axes sont des formes linéaires linéairement
indépendantes. Enfin, des polynémes non nuls de degrés distincts sont linéairement
indépendants.

Proposition 4.11. Des vecteurs uq,...,u, dun espace vectoriel E sont linéaire-
ment dépendants si et seulement si 'un d’entre eux est combinaison linéaire des
autres.

Démonstration. En effet, s’ils sont linéairement dépendants, on peut écrire
)\1u1++/\nun:0
avec au moins un des coefficients non nuls. Quitte a les réordonner, on peut supposer
que A, # 0 et on aura alors
/\1 >\n—1
Up = —7—Up —+— ———Up—1 =0

An An

Réciproquement, si on suppose que 'un des vecteurs est combinaison linéaire des
autres, quitte a les renommer, on peut supposer que c’est u,, et que I'on peut donc
écrire u,, = AMuq + - - - A\p_1u,_1. Il suit que

AMug + -+ Nty + (—1)u, =0

avec, bien str, —1 # 0.

On a besoin de généraliser cette notion & des familles éventuellement infinies.

Définition 4.12. Une famille (u;)icr d’éléments d’un espace vectoriel E est un
systéme lié si il existe iq,...,1, distincts dans I tels que les vecteurs w;,,...,u;
sotent linéairement dépendants. Sinon, on dit que la famille (u;);e; est libre.

n

Par exemple, la famille (1, X, X? X3 ...) de K[X] est un systéme libre : en effet,
supposons qu’une combinaison linéaire \; X1 +- - - \, X avec des exposants distincts
s’annule. Et soit 45 le plus grand exposant. Alors, le polynéome P := A\ X + --- +
A X est le polyndme nul mais son degré est i,. Contradiction.

En fait, il suffit qu’il y ait au plus un polynéme de chaque degré dans £ pour que
ce soit un systéme libre dans K[X].

De meéme, les fonctions z +— 2% pour a € R forment une famille libre de C(R~).
On le montre ainsi : supposons que la fonction A\jz®! 4 --- A\, 2% soit identiquement
nulle. On dérive et on multiplie par x pour obtenir que Ajajx® + -+ - A\, z“" est
aussi identiquement nulle. On multiplie la premiére par «,, et on retranche la seconde
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pour trouver que Aj(ay, — aq)z® + -+ + Ay_1(ay, — 1)z est identiquement
nulle. On peut ainsi procéder par récurrence sur n.

La plupart des autres exemples importants résultent en fait de la prochaine propo-
sition.

Avant de poursuivre, je souhaite cependant faire la remarque suivante : un systéme
générateur est un ensemble mais un systéme libre (ou lié¢) est une famille. Dans un
ensemble, les éléments ne sont pas ordonnés mais on ne peut pas les répéter. Dans
une famille, c’est le contraire. Etant donné une famille (u;);c;, on peut considérer
son support {u;,7 € I} qui est un ensemble. De méme, tout ensemble S définit une
famille (u),es indexée par lui méme. Par exemple, le support de la famille (infinie)
(u; = (=1)");en est I'ensemble

S={-1,1} ={r eR,2* =1}

auquel on associe la famille (finie) (u; := 1,u_; := —1) indexée par l’ensemble
{—1,1}. En pratique, on mélangera allégrement les deux notions mais il faudra faire
attention...

Proposition 4.13. Des vecteurs uq, ..., u, d’un espace vectoriel E sont dépendants
(resp. indépendants) si et seulement si le systéme (uy, ..., u,) est lié (resp. libre).

Démonstration. En effet, dire que le systéme est lié signifie qu’on peut trouver une
combinaison linéaire non triviale d’'une partie des vecteurs qui s’annule. Il suffit
de compléter avec des coefficients nuls pour obtenir une combinaison linéaire non
triviale de tous les vecteurs qui s’annule. O

Proposition 4.14. Soit £ un systeme libre d’un espace vectoriel E et S une partie
de E contenue dans L. Alors, S est aussi un systéme libre de E.

Démonstration. Clair : toute combinaison linéaire d’éléments de S est en particulier
combinaison linéaire d’éléments de L. 0
Proposition 4.15. Soit L un systeme libre d’un espace vectoriel E et f : E — F

une application linéaire et injective. Alors, f(L) est un systéme libre de F.

Démonstration. On écrit £ =: (u;);e; et on remarque que si f(L) est lié, on peut
trouver une combinaison linéaire non-triviale nulle

Aif(ui) + -+ N, f(ug,) =0
Comme f est linéaire, on a
fiyui + -+ Aijug,) = 0.
Et comme f est injective, on a nécessairement
AigUy, + 0+ A ug, = 0.
OJ

Remarquons que si S est un systéme lié de E et f : E — F une application linéaire,
alors f(S) est aussi lié.
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Proposition 4.16. Des vecteurs uq,...,u, dun espace vectoriel E sont linéaire-
ment indépendants si et seulement st ’application
é
K" E

(Al,...,)\n)|—>/\1u1—{—---—i—/\nun

est injective.

Démonstration. Dire que ¢ est injective signifie que son noyau est nul, c’est a dire
que lorsque

)\1U1+"'+)\nun:0,
on a nécessairement
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5. BASES
Définition 5.1. Une base d’un espace vectoriel est un systeme libre et générateur.

Il faut étre prudent car, comme on I’a déja fait remarquer, un systéme libre est une
famille et un systéme générateur est un ensemble. En général, on voit plutot une
base comme une famille libre dont le support est un ensemble générateur.

La seule base de I’espace nul est ’ensemble vide. Tout vecteur non nul de K est une
base de K. Les vecteurs (1,0) et (0,1), forment une base de R? mais il en va de
méme de (2,3) et (3,2).

En général, la base canonique (e, ..., e,) est une base de K™ (on rappelle que e; est
le vecteur dont toutes les composantes sont nulles sauf la i-éme qui vaut 1).

Les projections sur les axes forment une base de K. Le systéme (1, X, X% X3 ...)
est une base de K[X]. On peut aussi considérer la base (e; ;) de M, (K) ou e;;
est la matrice qui vaut zéro partout sauf a 'intersection de la i-éme ligne et de la
j-eéme colonne ou elle vaut 1. Dans ces trois cas, on parle aussi de base canonique.

Remarquons qu’une base B de K[X] est toujours infinie. D’autre part, il suffit qu’il
y ait exactement un polynome de chaque degré dans B pour que ce soit une base.

Proposition 5.2. Le systéme S est une base de E si et seulement si tout élément
de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire d’éléments de S.

Démonstration. Si S est une base, c¢’est un systéme générateur et donc tout élément
de F s’écrit comme combinaison linéaire d’éléments de S. De plus, si on peut écrire
U= AUy + -+ A\up

et
U= Uy + -0 U
avec uy,...,u, € S distincts, alors
(A1 — p)ug + -+ (A — pin)u,, = 0.
Le fait que S est libre entraine que
/\l_ﬂlzz)\n_ﬂnzo
et on a donc

)\1:,u1,...,)\n:,un.

Réciproquement, notre condition implique trivialement que S est générateur et il
faut s’assurer qu’il est libre. Or, si uq,...,u, € S sont tels que

)\1U1++>\n’un:0
alors, comme on peut aussi écrire
Oui + - -+ + Ou,, =0,

on a nécessairement
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Définition 5.3. Si (uq,...,u,) est une base de E et
u:)\lu1+"'+)\nun7

on dit que Ay, ..., A\, sont les composantes de u.

Par exemple, les composantes du vecteur (1,4) dans la base canonique ((1,0), (0,1))
de R? sont 1 et 4. Mais dans la base ((2,3), (3,2)), ce sont 2 et —1. En général, les
composantes du vecteur (z1,...,x,) € K™ dans la base canonique sont x1,. .., Z,.
Et les composantes de la forme linéaire

(T1,. .. Tp) > a1y + -+ - ATy

dans la base canonique de K™ sont ay, . .., a,. Attention a l'ordre : les composantes
du polynéme a, X" +a, 1 X" '+ -+a; X +ag dans la base canonique (1, X, X2, ...)
sont ag, a,as, .. ..

Proposition 5.4. Soit f : E — F une application linéaire et B une base de E.
Alors, [ est un isomorphisme (resp. surjective, resp. injective) si et seulement si
f(B) est une base (resp. un systéme générateur, resp. un systéme libre) de F'.

Démonstration. C’est une conséquence des résultats analogues sur les systémes gé-
nérateurs et libres a part le fait que si f(B) est libre, alors f est injective. Mais ce
n’est pas difficile : en effet, supposons que u € F satisfasse f(u) = 0 et écrivons
u = Aug + -+ + Ayu, comme combinaison linéaire d’éléments (distincts) de B. On
aura alors

et comme f(uy), ..., f(u,) sont linéairement indépendants, on aura bien A\; = --- =
A, = 0 et donc u = 0. OJ

Il est important dans cette derniére démonstration de regarder 'image de la famille
B et non pas I'image de I’ensemble. Par exemple, avec ’application

f

R? R2 )
I'image de la base canonique est réduite a {e; } qui est libre mais f n’est pas injective!

Proposition 5.5. Les vecteurs uy, ..., u, forment une base de E si et seulement si
l'application
K" 2 E
ALy ey An) == Aug + -+ + Ay

est un isomorphisme.

Démonstration. Résulte des résultats analogues sur les systémes générateurs et libres.

O

Proposition 5.6. Soient (uq,...,u,) une base de E et vy,...,v, € F. Alors, il
existe une unique application linéaire f : E — F telle que

f(ul) =VU1y..., f(un) = Up-
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De plus, vy, ..., v, sont linéairement indépendants (resp. générateurs, resp. forment
une base de F') si et seulement si [ est injective, (resp. surjective, resp. bijective).

Démonstration. On se donne donc une base (uy,...,u,) de E et
Viy..., Uy € F.
Soit f : E — F une application linéaire telle que

f(ul) =V1,... ,f(un) = Up.
Tout u € E s’écrit de maniére unique
u=: \us + -+ \u,
et on a donc
fu) = Moy + -+ Aoy,
D’ou I'unicité. Réciproquement, on peut toujours définir f comme ceci et vérifier
qu’elle est bien linéaire : En effet, si on a aussi
u' = Ny + 4 Ay
et u, ' € K, on doit vérifier que

flpu+ p'u') = pf (u) + o' f(u').
Or, on a
pru+ pu' = (pAy 4 A Dun + 4 (A )
et donc
flpu+ p'u") =: (phy + @/ ADvr 4+ -+ (udn + @'X)vy,.
Et c’est bien la méme chose que

puf () + ' f () = pAgvr + - 4 Avn) + 1 (Vo + -+ + Xyo,).
Les autres assertions sont simplement un rappel.
O

Théoréme 5.7. (Théoréme de la base incompléte) Si L est un systéme libre contenu
dans un systéme générateur G, il exviste une base B de E contenue dans G et conte-
nant L.

Démonstration. On considére ’ensemble des systémes libres contenus dans G qui
contiennent £. Et on lui applique le lemme de Zorn : comme, trivialement, toute
union croissante de systémes libre est libre, il existe un systéme libre maximal B
contenu dans G et contenant £. Montrons que B est une base. Comme G est géné-
rateur, il suffit de montrer que tout u© € G est combinaison linéaire d’éléments de B.
La maximalité de B implique que, soit u € B auquel cas on a gagné, soit BU{u} est
lié. Dans ce dernier cas, on peut trouver une combinaison linéaire non triviale nulle

AU+ Ay + -+ u, =0

avec uq, ..., u, € B distincts. Comme B est libre, on ne peut pas avoir A = 0. On

voit donc que
A1 An

U= ——U — - — ——Up.

A A
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Corollaire 5.8. i) Tout espace vectoriel posséde une base.
ii) Tout systéme générateur contient une base.

ili) Tout systéme libre est contenu dans une base.
Démonstration. C’est immeédiat car () est libre et E est générateur. O

Considérons par exemple les vecteurs u := (1,—1,0) et v := (1,0,—1) de R3. Ils
sont indépendants et on peut donc considérer le systéme libre £ := (u,v). D’autre
part, on sait que (ey, €9, e3) est une base de R? et est donc générateur. Il suit que
le systéme G := (u,v, €1, €9, €3) est générateur et on a £ C G. Le théoréme nous dit
donc qu’il existe une base B de R? avec £ C B C G. Ca fait donc un nombre fini de
possibilités que I'on peut tester. En fait, on peut prendre B := (u, v, e;).

Proposition 5.9. Tout sous-espace vectoriel de E posséde un supplémentaire dans

E.

Démonstration. On se donne donc un sous-espace vectoriel F' de E, on choisit une
base C de F' et on la compléte en une base B de E. On note D := B\ C et G le
sous-espace engendré par D. Il faut montrer que £ = F & G. Or tout u € E s’écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire d’éléments de B, c¢’est & dire comme
somme d’une combinaison linéaire d’éléments de C et d’une combinaison linéaire
d’éléments de D. Donc tout élément de E s’écrit bien de maniére unique comme
somme d’un élément de F' et d’un élément de G. 0
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6. DIMENSION

Lemme 6.1 (Lemme de Steinitz). Soit n > 1. Soit (e1,--- ,e,) une famille de n
éléments de E. Soit (uq, -+ ,uy.1)une famille d’éléments de Vect(e, -+ ,e,). Alors
la famille (uy, -+ ,u,y1) est lice.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, la vérification
est facile. Soit n > 1 supposons que la propriété est vraie au rang n. Soit alors une
famille (u;);j=1,... n+2 contenue dans Vect(ey, - - - , e,+1). Nous voulons montrer qu’elle
est liée. On peut écrire :

Uy = ar1e1+ -+ a1 pr1lni,

Uy = 2161 + -+ + G2 pr1€nii,
Upt2 = Ap+2,1€1 + ** + Api2n+1€n41-

Deux cas se présentent. Si, pour tout j, on a : a;; = 0, on constate que la famille
(uj) est contenue dans l'espace engendré par es,--- ,e,41 qui est de dimension n.
On en déduit aisément par récurrence que (u;) est liée. Sinon, il existe jo tel que
a1 # 0 et on utilise I'algorithme du pivot de Gauss. Il est clair que la famille

_ 4

. ~ 9 2 ~
J T ap s Wio appartient a l’espace engendré par es, - - - ,e,,1. Par ré-

)j=1,--- 2350
currence, on en déduit que cette famille est liée et la conclusion s’ensuit aisément. [

On en déduit le lemme suivant.

Lemme 6.2. Soit (uq,...,u,) un systéme générateur d’un espace vectoriel E et
(v1,...,v,) un systéme libre de E. Alors (vy,...,v,) est une base.

Théoréme 6.3. Deux bases d’un méme espace vectoriel ont méme nombre d’élé-
ments (fini ou infini).

Démonstration. C’est une conséquence du lemme précédent ! O]

En fait, dans un espace vectoriel engendré par une famille finie d’éléments, on peut
montrer qu’il y a toujours une base sans utiliser le lemme de Zorn.

Proposition 6.4. Soit E un espace vectoriel engendré par une famille finie. Alors
E posséde une base.

Définition 6.5. Le nombre d’éléments n d’une base d’un espace vectoriel E est la
dimension de E. On écrit dim E' = n. Un espace de dimension 1 (resp. 2) est une
droite (resp. un plan).

L’espace nul {0} est de dimension nulle car sa base est ’ensemble vide () qui n’a
aucun ¢élément. Plus généralement, K™ est de dimension n car sa base canonique
posséde n éléments et il en va de méme de K. Et K[X] est de dimension infinie
alors que dim K[X]<, = n + 1. Enfin, C(I) est de dimension infinie (en général).

Un hyperplan de K2 n’est autre qu’une droite, en effet, c¢’est un ensemble de la forme
{(z,y) € K*, ax+by =0},
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avec a,b non tous les deux nuls, dont une base est (b, —a). Et réciproquement, la
droite engendrée par un vecteur non nul (a, b) est ’hyperplan d’équation bz —ay = 0.

Proposition 6.6. Si E est un espace vectoriel de dimension n, alors toute base a
n éléments, tout systéme générateur a au moins n éléments et tout systéme libre a
au plus n éléments.

Les vecteurs
(3,5,7,11),(5,7,11,13),(7,11,13,17), (11, 13,17, 19), (13,17, 19, 23)

de R* sont ils linéairement indépendants? Non car, dans un espace de dimension
4, 5 vecteurs sont toujours dépendants! Inutile de calculer & moins d’avoir besoin
d’une relation de dépendance linéaire.

Proposition 6.7. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et S une partie a
n éléments de E. Alors S est libre si et seulement si S est une base si et seulement
si S est générateur.

Démonstration. Si S est libre, elle est contenue dans une base (qui contient n élé-
ments!). De méme, si S est générateur, il contient une base & n éléments : il est donc
égal a cette base. 0

En pratique, pour montrer que 3 vecteurs de R? forment une base, il suffit de montrer
qu’ils sont linéairement indépendants ou générateurs!

Proposition 6.8. Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E, alors
dim F < dim F.
Si de plus, on a dim F' = dim F < oo, alors E = F.

Démonstration. On compléte une base de F' qui est un systéme libre de F en une
base de E. Bien siir, si E' et F' ont méme dimension finie, ils vont avoir méme base
et donc étre engendrés par les mémes éléments. Ils seront donc égaux. O

Par exemple, on voit que les seuls sous-espaces vectoriels de K sont {0} et K car
dim K = 1. De méme, outre {0} et K?, les seuls sous-espaces vectoriels de K? sont
les droites vectorielles. Ot encore, outre {0} et K3, les seuls sous-espaces vectoriels
de K3 sont les droites et les plans vectoriels.

Montrons par exemple que I'hyperplan H d’équation z + y + z = 0 dans R? a pour
base u := (1,—1,0) et v := (1,0,—1). Tout d’abord, u et v ne sont pas multiples
I'un de I'autre. Il sont donc indépendants. Donc 'espace F' engendré par u et v est
de dimension 2. L’hyperplan H ne contient pas (1,0,0) et donc H # R3. Donc, H
est de dimension strictement inférieure & 3. D’autre part, comme u et v sont dans
H,on a F C H. On a donc nécessairement F' = H. Sinon, F' aurait une dimension
strictement inférieure & H, c’est a dire au plus 1.

Cet argument s’étend pour montrer qu'un hyperplan de R? n’est autre quun plan.

Proposition 6.9. Soit f : E — I une application linéaire. Alors, si f est injective
(resp. surjective, resp. bijective), on a

dim F < dim F
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(resp. dim F' < dim F,

resp. dim E = dim F).
Démonstration. Si f est injective, 'image d’une base de E est un systéme libre de
F qui a méme nombre d’éléments et qui est contenu dans une base de F. Et si f

est surjective, 'image d’une base de E est un systéme générateur de F' qui contient
une base de F'. U

L’application linéaire

R* R3
(x,y,z,t) — (3x + By, Ty + 112,132 + 17¢)

est elle injective ? Non, parce que 4 > 3! Et 'application linéaire

R4 R? .
(x,y,z,t) — (3x + 5y, Ty + 112,132 + 17¢, 19t + 23z, 27x + 31y)

Est elle surjective ? Non, parce que 4 < 5!

Proposition 6.10. Deuz espaces vectoriels de méme dimension finie sont isomorphes.
En particulier, tout espace vectoriel sur K de dimension finie n est isomorphe a K™.

Démonstration. En effet, si on se donne une base de chaque, il existe une unique
application linéaire qui envoie la premiére sur la seconde. Et ¢’est un isomorphisme.

O

Définition 6.11. Des vecteurs sont colinéaires s’ils appartiennent a une méme
droite et coplanaires s’ils appartiennent a un méme plan.

Par exemple, les vecteurs (2, —4) et (—3,6) sont colinéaires.

Proposition 6.12. Deuz vecteurs sont linéairement dépendants si et seulement si
ils sont colinéaires. De méme, trois vecteurs sont linéairement dépendants si et seule-
ment st ils sont coplanaires.

Démonstration. Plus généralement, n vecteurs sont dépendants si et seulement si
I’espace engendré est de dimension strictement inférieure a n et cette derniére condi-
tion est équivalente au fait d’appartenir tous a un sous-espace de dimension stricte-
ment inférieure a n. On applique ¢ca & n =2 et n = 3. O

Mais attention, trois vecteurs non colinéaires deux a deux peuvent cependant étre
coplanaires. Prendre par exemple (1,0,0),(0,1,0),(1,1,0) dans R3.

Proposition 6.13. Un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel E est un hy-
perplan si et seulement si il existe une droite D de E telle que

E=HoD.

Et ceci est alors vrai pour toute droite D non contenue dans H.
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Démonstration. Si H est un hyperplan, on peut écrire H = ker f avec f : E — K
linéaire non nulle. Il existe donc v € FE tel que f(u) # 0 et on notera D la droite
dirigée par u. Notons que, réciproquement, si D est une droite non contenue dans
H et dirigée par un vecteur u, alors f(u) # 0.

On a bien stir H N D = {0} parce-que c’est un sous-espace vectoriel de D (qui a
dimension 1) distinct de D (car u n’est pas dedans). Et on peut facilement voir que
tout v € E s’écrit comme somme d’un élément de H et d’un élément de D :

fw),
f(u)
Réciproquement, si £ = H & D, alors H est le noyau de I'application composée de

la projection sur D et d’un isomorphisme quelconque entre D et K. C’est donc bien
un hyperplan. 0

——u) +
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7. RANG

Proposition 7.1 (Dimension d’une somme directe). Soit E un espace vectoriel et
Ey et By deux sous-espaces vectoriels tels que E = Fy @ Ey. Alors, on a :

dim £ = dim F; + dim FEj.

Démonstration. Soient By et By des bases de E; et E5 respectivement. Il est aisé de
voir que By U By est une base de F. O

Nous en déduisons facilement que :

Proposition 7.2. Soient E; et Ey deux espaces vectoriels. Alors, on a :

d1m(E1 X EQ) = dim El + dim EQ.

Cela permet de redémontrer par récurrence sur n que dim K" = n.

Théoréme 7.3 (Théoréme du rang). Si f : E — F est une application linéaire,
alors

dim £ = dimker f + dim Im f.

Démonstration. Notons E; = ker f et considérons un supplémentaire £y de F; dans
E
E=F, & Es.

On constate que la restriction de f a Fs et a valeurs dans Im f. Cette restriction est
un isomorphisme de sorte que dim Fy = dim Im f. La conclusion s’ensuit aisément.

O

La définition ci-dessous justifie la terminologie « Théoréme du rang » :

Définition 7.4. i) Le rang d’une partie S d’un espace vectoriel E est la di-
mension de l’espace engendré par ce systeme. On la note rg(S).

ii) Le rang d’une application linéaire f est la dimension de ITmf. On le note
rg(f)-

iii) Si A est la matrice d’une application linéaire f : K™ — K™ (dans la base
canonique), le rang de A est le rang de f. On le note rg(A).

iv) Le rang d’un systéme linéaire

a11T1 + -+ Gy, = bl
(5) : z L

An1T1 + -+ + ATy, = bn
est le rang de la matrice associée. On le note rg(S).
Par exemple, le rang de S := {(1,—1,0),(0,1,—1),(—1,0,1)} C R? est 2 car I'espace
engendré est le plan d’équation z +y + z = 0.

Les deux premiéres définitions ne sont pas indépendantes : si B est une base de F,
alors le rang de f est égal au rang de f(B) puisque ce dernier est générateur de
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Im(f). Par exemple, I'application
R3 R3

(x,y,2) — (x — z,y —x,2 — )

est de rang 2 car l'image de la base canonique de R?® est justement I’ensemble S
ci-dessus.

On voit ainsi que le rang d’une matrice est le rang du systéme formé par ses vecteurs
colonnes. Dans notre exemple, on a

A

I

|
—_
—_
e}

Enfin, dans le cas d’un systéme linéaire homogéne de rang r, le théoréme du rang
nous dit que ’espace des solutions est de dimension n — r.

Par exemple,

r—z = 0
(S): S y—z = 0,
z—x = 0

est de rang 2 et 'ensemble des solutions est donc une droite (3 —2 = 1). C’est bien
str la droite de direction (1,1, 1).

Proposition 7.5. Soient f : E — F et g: F — G deux applications linéaires. St f
est surjective, on arg(go f) =rg(g) et si g est injective, on a rg(go f) =rg(f).

Démonstration. On sait que si f est surjective, on a Im(go f) = Im(g) et la premiére
assertion en découle. De méme, si g est injective, on utilise le théoréme du rang et
le fait que ker(g o f) = ker(f). O

On utilisera ce résultat essentiellement pour des applications linéaires bijectives.

Corollaire 7.6. Soit A € M, xm(K). Si P € GL,(K), alors rg(PA) = rg(A). De
méme, si Q) € GL,,(K), alors rg(AQ) = rg(A).

Démonstration. On écrit A comme la matrice d'une application f et P comme la
matrice d’une application ¢ (dans la base canonique). Comme P est inversible, on
sait que @ est bijective et donc en particulier injective. Il suit que rg(¢ o f) = rgf
et comme la matrice de la composée ¢ o f n’est autre que le produit PA, on a bien
rg(PA) =rg(A). Et de méme pour l'autre égalité. O]

Corollaire 7.7. Les opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes d’une
matrice ne changent pas son rang.

Démonstration. En effet, on sait qu'une faire une opération élémentaire revient a
multiplier par une matrice élémentaire, qui est inversible. O

En fait, le rang de la matrice est le nombre de lignes non nulles aprés avoir appliqué
la méthode du pivot de Gauss.
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Proposition 7.8 (Relation de Grassmann). Si Ey et Ey sont deuzx sous-espaces
vectoriels de E, alors

Démonstration. On sait que I'application
] - El X E2 E

(w1, ug) —— 1 + Uy

est linéaire, que son image est E; + F5 et que son noyau est isomorphe a E; N Ej.
On a donc, grace au théoréme du rang,

dlm(E1 X EQ) = dlm(El + EQ) + dim El N Eg.
0J

On peut en déduire par exemple que deux plans de R? ont une droite en commun :
en effet, si H et H' désignent ces plans, on a

dm(HNH)=2+2—dim(H+H)>4-3=1

Corollaire 7.9. Soient E; et Ey deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel
E de dimension finie. Alors

dim £ = dim F; + dim Es

Démonstration. On connait déja ce résultat avec la premiére condition remplacée
par £ = E; + E,. 1l suffit donc de montrer que si £y N Ey = {0}, on a

Grace a la relation de Grassmann, on a dim F; +dim £y = dim(FE; + E»). Et comme
E| 4+ F5 est un sous-espace vectoriel de E qui est de dimension finie, on a bien

0J

Par exemple, on voit que le supplémentaire d’une droite dans un plan est une autre
droite. Et dans I’espace, c’est un plan ne contenant pas cette droite.

Proposition 7.10. Un sous-espace vectoriel H d’un espace vectoriel £ de dimension
finie n est un hyperplan si et seulement si dim H = n — 1.

Démonstration. On sait que H est un hyperplan si et seulement si il existe une droite
D avec E = H & D. En général, on sait qu’il existe toujours un supplémentaire D
pour H et on a alors dim D + dim H = dim E. Comme dim £ = n, on voit que
dim D =1 si et seulement si dim H =n — 1. 0

Une autre application du théoréme du rang est la suivante.

Proposition 7.11. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et f un en-
domorphisme de E. Alors [ est injective si et seulement si f est surjective si et
seulement si f est bijective si et seulement si rg(f) = n.
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Démonstration. Par définition, f est surjective si et seulement si Im(f) = E et
comme dim E = n est finie, cela signifie que rg(f) = dimIm(f) = dimE = n.
Maintenant, grace au théoréme du rang, on a rg(f) = n — dimker f et on voit que
rg(f) = n si et seulement si dimker f = 0, c’est a dire ker f = {0}, ce qui signifie
bien que f est injective.

O

Corollaire 7.12. i) Une matrice carrée A d’ordre n est inversible si et seule-
ment si rg(A) = n.
ii) Si A et B sont deuzx matrices carrées d’ordre n telles que AB = I, alors A
et B sont inversibles et inverses ['une de [’autre.

Démonstration. Pour la premiére assertion, on écrit A comme matrice d’une appli-
cation f dans la base canonique et on traduit le résultat précédent.

Pour la seconde assertion, on écrit A et B comme matrices d’applications f et g
respectivement si bien que AB est la matrice de f o g. Notre hypothése nous dit que
fog=1Idg et implique en particulier que f est surjective. Celle-ci est donc bijective
si bien que A est inversible. On en déduit que

B=A'"AB=A1T=A4"

comme annoncé. Il suit formellement que B aussi est inversible et que B~ = A. [
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8. MATRICES D’APPLICATIONS LINEAIRES

Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont supposés de dimension finie. On
commence par les vecteurs colonnes.

Définition 8.1. Soit E un espace vectoriel muni d’une base

B = (uy,...,up).
Siu € E a pour coordonnées (ay, . ..,a,) dans cette base, le vecteur colonne associé
au est
ai
[ulg ==
G,

Par exemple, le vecteur colonne associé a (X —3)? dans la base canonique de K[X] <y
est
9
—6
1

Et le vecteur colonne associé¢ a (2,0) dans la base {(1,1), (1, —1)} de R? est

]

On rappelle qu’il revient au méme de se donner une base B d’un espace vectoriel
FE ou une paramétrisation (bijective) ® : K™ — E :si (ey,...,e,) désigne la base
canonique de K" et B := (uy,...,u,), on a tout simplement ®(e;) = u;.

Lemme 8.2. Si: & : K™ — FE est la paramétrisation d’un espace vectoriel E corres-
pondant & une base B de E, alors pour tout u € E, on a [ulg = [®7(u)].

Démonstration. Par définition, si (eq,...,e,) désigne la base canonique de K" et
B = (uy,...,u,) alors, ®(e;) = u; pour tout i. Donc, si v := aju; + - - - + apu,, on
a bien ®~H(u) = aje; + - - - apen,. O

On passe maintenant aux applications linéaires.
Définition 8.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels munis de bases
B = (u1,...,Up)
et C respectivement. Alors, la matrice d’'une application linéaire f : F — F est

[f]zcs = [[f(ul)]c T [f(um)](f}
Lorsque E = F et B=C, on écrit tout simplement [f]zs.

Par exemple, dans la base canonique, la matrice de ’application linéaire
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est

A=

o O O
O O =
o NN O

Le lemme suivant permet de ramener toutes les questions sur les matrices d’appli-
cations linéaires a des espaces de la forme K™.

Lemme 8.4. Soit f : E — F une application linéaire, ® : K™ — E la paramétri-
sation associée a une base B de E et ¥ : K™ — F' la paramétrisation associée a une
base C de F'. On a alors

[flg=[T""ofod]

Démonstration. Si(eq,...,e,) désigne la base canonique de K™ et B := (uy, ..., Up),
il s’agit de montrer que pour tout i, on a

(T o fo®)(e;)] = [f(us)]e,
ce qui résulte immédiatement du lemme précédent. O

Proposition 8.5. Soient E et F' deuxr espaces vectoriels de dimension m et n,
respectivement, munis de bases B et C, respectivement. Alors, 'application

L(EvF) - Mnxm(K)
fr——1f5

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Si® : K™ — FE est la paramétrisation associée a Bet U : K™ — F'la
paramétrisation associée a C, notre application se décompose en deux isomorphismes

L(E,F) —== L(K™, K") —=> M, m(K).
f——=U0lofod

g1

En fait, on sait déja que la seconde application est un isomorphisme. Comme la
premiére est clairement bijective, d'inverse g — W o g o ®~! il faut juste s’assurer
qu’elle est linéaire, c’est a dire 'identité

U lto(Af+pg)o® =AU " ofod)+u(Ptogod).

Corollaire 8.6. St E et F' sont deux espaces vectoriels, on a

dim L(E, F) = dim F x dim F.
Démonstration. O

En particulier, dim £ = dim E et dim L(E) = (dim F)?.
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Proposition 8.7. 5i B et C sont des bases d’espaces vectoriels E et F' respective-
ment, stu € E et si f: E — F est linéaire, on a

[f(w)]e = [f15[uls-

Si B, C et D sont des bases de FE, F et G respectivement, et si f : E — F et
g: F — G sont linéaires, on a

[0 f1z = [9IC /15

Démonstration. A nouveau, on se raméne au cas de la base canonique en utilisant des
paramétrisations. Avec nos notations habituelles, la premiére assertion se raménera
donc a vérifier que

[T (f(w)] = [T7" o fo @][@7 (u)],
et comme nous connaissons déja le résultat pour la base canonique, on est réduit a
UH(f(w) = (I o fo @) (27 (u)).

La seconde assertion se démontre de la méme maniére en faisant intervenir trois
paramétrisations. O

Corollaire 8.8. Soit & un espace vectoriel de dimension n muni d’une base B.
Alors,

i) L’application
L(E) — M,(K)
f——=1/ls

est un isomorphisme d’algebres : C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels
et on a en plus, pour f,g € L(E),

[90 fls = [9]5]f]8-
ii) L’application
GL(E) — GL,(K)
fr——"=1fl5

est un isomorphisme de groupes : C’est une bijection et on a en plus, pour
f.9 € L(E),

lgo flz = [9]s[f]5

Démonstration. Cela résulte des résultats analogues pour les bases canoniques en
passant par les paramétrisations. ]

Définition 8.9. Soit E un espace vectoriel muni de deux bases B et B'. La matrice
de passage de B a B’ est [Idg|5,.

Attention & I'ordre : on munit I'espace de départ de la « nouvelle » base B’ et I'espace
d’arrivée de I’ « ancienne » base B. En pratique, on écrit les vecteurs de la nouvelle
base dans I’ancienne.
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Pour donner un exemple, il faut deux bases du méme espace vectoriel. Par exemple,
on peut prendre pour B la base canonique de R? et B := {(1,1), (1, —1)}. La matrice
de passage de B a4 BB est alors
1 1
Pt 1]

Mais la matrice de passage dans l'autre sens, de B’ a B est

1 1
Pl 5]
2 2

Ceci est général et on a le résultat suivant :

Proposition 8.10. i) Une matrice de passage est inversible. Plus précisément,
Uinverse de la matrice de passage d’une base B a une base B’ est la matrice
de passage de B' a B.

ii) Soit E un espace vectoriel muni de deuz bases B et B' et F' un espace vectoriel
muni de deux bases C et C'. On note P la matrice de passage de B a B’ et )
la matrice de passage de C a C'. Soit f : E — F une application linéaire, A
sa matrice dans les bases B et C et A’ sa matrice dans les bases B’ et C'. On
a alors,

A =Q AP

Démonstration. La premiére assertion est immédiate (vérifier). Pour la seconde, on
remarque que

f:=Idpo foldg
et donc que
[/l = [1drl¢ [FI31dg]E-
OJ

Définition 8.11. Si A et A’ sont deux matrices n xm telles qu’il existe des matrices
inversibles P et Q avec A" = Q YAP, on dit que A et A’ sont équivalentes.

Si A et A' sont deux matrices carrées d’ordre n telles qu’il existe une matrice inver-
sible P avec A' = P~YAP, on dit qu’elles sont semblables.

On peut montrer que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme rang (dans un sens c’est clair, non). Par contre le fait d’étre semblable est une
propriété trés forte.

Regardons par exemple I'application linéaire

R? R?

Sa matrice dans la base canonique est
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Il suit que sa matrice dans la base B’ := {(1,1),(1,—1)} est
11 121 1] 3 0
! —1 _ 2 _
A=r AP_{%—%][Zl L =1 [0 —=1]"
C’est pratique pour calculer les puissances de A :
11 3m 0 |[3 4
weee AT S
1 -1 0 (=)" ] |35 —3
(=) Zr—(—1)"
- |: 3n7<271)n 3n+871)n :| .
2 2
Application : la double suite récurrente
Up+1 = Uy + 20,
Un+1 = 2u, + vy,
avec ug = 3 et vg = 27 On écrit
Upy1 | |1 2 U,
U1 | | 2 1 Up,
ou encore
Uy | 3
X1 =AX, avec X, ::{v et Xg:= {2]
On a donc
(=D 3"=(=D)" 1T 3 5374 (~1)"
X = A"Xy = { sr-Cyr sl { 2 ] - [ 5.3"(—1)" }
2 2 . 2
si bien que
53"+ (—1)" B —(=1)"
PRl Gt VLR el Gl
2 2
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9. DUALITE

Proposition 9.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension m d’un espace vecto-

riel E de dimension finie n et r := n—m. Alors, il existe fi, ..., f, € E linéairement
indépendantes telles que
F={uekE, fi(u)=--=fr(u)=0}

Démonstration. Soit G un supplémentaire de F' dans E et p : F — G la projection.
Soit ¢ : K" ~ (G une paramétrisation bijective (donné par une base de G). On
regarde la composée f := ¢! o p qui est donnée par r formes linéaires f1,..., f,.
Comme F' est le noyau de f, on a bien 1’égalité annoncée. Le fait que fi,..., f, sont
linéairement indépendantes résulte du fait que ¢ est surjectif grace au corollaire 9.13
que nous démontrerons plus bas. Il

En particulier, on voit qu’'un sous-espace vectoriel de K" est toujours I’ensemble des
solutions d’un systéeme homogéne.
Proposition 9.2. Si B := (uy,...,u,) est une base d’un espace vectoriel E, alors

B = (iy,...,10,),
ot u; est 'unique forme linéaire telle que
{Li(uj):éij:{(l) sioi=j ’
est une base de E. De plus, on a toujours
f=flu)in + -+ f(un)in
et

w = U (u)uy + - + Uy (0) Uy,

Démonstration. On montre d’abord que si f € E, alors

= flu)tg + -+ f(un)y.

Pour cela, il suffit d’appliquer chaque membre & u; pour ¢ = 1,...,n. On en déduit
que (1, . .., Uy,) est générateur et donc une base car dim ¥ = dim E. Pour démontrer
la seconde formule, on écrit

U= AUy + - AUy

et on calcule ;(u) = \;. O

On voit donc que les composantes de u sont les ;(u).

Définition 9.3. Avec les notations de la proposition, on dit que B* est la base duale
de B.

Par exemple, la base duale de la base canonique (ey,...,e,) de K™ est la base
canonique (p1,...,p,) de K™ (formée des projections sur les axes). Aussi, la base
P(0)

e

duale de la base canonique de R[X]<,, est formée des formes P >
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Proposition 9.4. Soit E un espace vectoriel sur K. Siu € E, l'application
E—~K
fr—=1(u)
est une forme linéaire sur E. L’application induite
E—F
U —- (pu
est linéaire. Si de plus, dim E < 0o, c’est un isomorphisme.

Démonstration. Les deux premiére assertions se vérifient aisément : la premiére ré-
sulte de l'identité

(Af + pg)(u) = Af(u) + pg(u)
et la seconde de l'identité
fQOu A+ pv) = A (u) + pf(v).

Si de plus, dim E < oo, on peut choisir une base (uy,...,u,) de E. Comme nos
espaces ont méme dimension finie, il suffit pour conclure de montrer que notre ap-
plication est injective. Si u est dans le noyau, alors pour tout ¢ = 1,...n, on a
Gi(u) = pu(a;) = 0. Il suit que

u = (u)uy + - + Uy (u)u, = 0.
O
Définition 9.5. Si f : E — F est une application linéaire, [’application duale est
jF——F
g——go f

Proposition 9.6. Si f : E — F est une application linéaire alors f aussi.

Démonstration. On a toujours
fOAg+uh) = (Ag+ph)o f=Ago f+pho f=Af(g)+ uf(h)
si bien que f est bien linéaire. 0

Définition 9.7. La transposée de la matrice

aip - Qim
A=
L An1 Anpm
est la matrice
aiy 0 Gpl
tA —
| Q1m c Opm
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Par exemple, la transposée de

est la matrice

1 0
tA=10 —1
2 1

Proposition 9.8. Si E et F' sont de dimension finie, avec bases B et C respective-
ment, et si A= [f]g, alors [f]5 ="A.

Démonstration. Si on écrit B = (uq,...,u,) et C = (v1,...,vy), on a

F@)(uy) = (3 0 f)(uy) = 0i( f(u;))
et lassertion en résulte : la j-éme composante de f (0;) est identique a la i-éme
composante de f(u;). O

Proposition 9.9. Si E et F' sont deux espaces vectoriels, l’application

L(E,F)—— L(F,E)
f——7
est linéaire. C’est un isomorphisme st E et F' sont de dimension finie.

Démonstration. On vérifie facilement que 'on a toujours

(Afi + Aafa) = (ALfi + Aafo).

Pour la seconde assertion, on peut fixer des bases et on voit immédiatement que si
A =0, alors A = 0. Il suit que le noyau de I’application est nul, donc que celle ci
est injective et elle est donc bijective car les deux espaces ont méme dimension. [

Proposition 9.10. Si f : E — F est une application linéaire, alors rg(f) = rg(f).

Démonstration. On note r le rang de f et on se donne une base u,1,...u, de ker f
que 'on compléte en une base uy, ..., u, de E. Il suit du théoreme du rang que les
vecteurs vy := f(uq),...,v, := f(u,) sont linéairement indépendants et on compléte

en une base vy,...,v, de F. Nous savons que Im(f) est engendré par les formes
linéaires f(o;) pour tout j = 1,...m. Nous allons les calculer.

Pour tout i = 1,...,n, on a f(9;)(u;) = 9;(f(u;)) qui est nul si i > r car alors
f(u;)) =0et égal & v;(v;) sit <r, c’est adire 0sii # j et 1 sinon. Pour résumer, on
a f(0;) = @; si j <r et 0sinon. On voit donc que Im(f) est engendré par @y, . .., @,
et a donc méme dimension 7 que Im(f). O

Corollaire 9.11. Si A € M,«n(K), on a Rg(*A) = Rg(A).

En particulier, on voit que le rang d’une matrice est égal au rang du systéme des ses
vecteurs lignes.

Corollaire 9.12. Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de
dimension finie. Alors, f est injective (resp. surjective, resp. bijective) si et seulement
si f est surjective (resp. injective, resp. bijective).
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Démonstration. En effet, on sait que f est injective si et seulement si dim F = Rg(f),
ce qui est équivalent a dim £ = Rg(f) qui veut dire que f est surjective car E est
I'espace d’arrivée de f. On démontre de méme la seconde assertion et la troisiéme
en découle. 0J

Nous obtenons maintenant le résultat dont nous avions besoin pour conclure la
démonstration de la proposition 9.1.

Corollaire 9.13. Soient E un espace vectoriel et fi,...,f, € E. Alors, fi,..., [

sont linéairement indépendants si et seulement si l'application

E d K

est surjective. Ils sont générateurs si et seulement si lapplication est injective. Enfin,
c’est une base de E si et seulement si [’application est bijective.

Démonstration. Par définition, si p; désigne la projection sur le i-éme facteur, alors
f(pi) = fi. Comme les projections forment une base de K", on voit que fi,..., f.
sont linéairement indépendants (resp. générateurs, resp. une base) si et seulement si
f est injective (resp. surjective, resp. bijective) et on vient de voir que c¢’est équivalent
a f surjective (resp. injective, resp. bijective). O
Proposition 9.14. Soit E un espace vectoriel, S un ensemble de formes linéaires
et
F:={uekE, VfeS, f(u) =0}

Alors, dim F' + Rg(S) = dim E.

Démonstration. On remarque tout d’abord que cet énoncé ne dépend que du sous-
espace Vect(S) C E. On peut supposer qu'il est de dimension finie car sinon, E sera
de dimension infinie. On peut donc supposer que S = (f1,..., f.) avec fi,..., f;
linéairement indépendantes. Et on applique le théoréeme du rang a ’application f :
E — K" correspondante, qui est surjective par le corollaire 9.13. 0

Proposition 9.15. \)Sif: E — Fetg:F — G sont deux applications

linéaires, alors, (go f) = fog.
i) Si A€ Myym(K) et B € My (K) alors '(AB) ='B*A.

Démonstration. La seconde assertion résulte immédiatement de la premiére et celle
ci se vérifie aisément : si h € G, on a

(gofy(h)=hogof
et
(fog)(h) = f(g(h)) =g(h)o f=hogo f.

On finit avec une définition.

Définition 9.16. Une matrice A € M, (K) est symétrique (resp. antisymétrique)
si elle satisfait TA = A (resp. 'A=—A).
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On peut montrer que les matrices symétriques (resp. antisymétriques) forment un
sous-espace vectoriel SM,,(K) (resp. AM,(K)) de M, (K) et que

M,(R) = SM,(R) & AM,(R).

La décomposition est donnée par

A+'A A-'A

A—
2 + 2

Application : chercher les carrés magiques

a b ¢
A=1|d e f
g h Jj

c’est a dire, tels que la sommes des termes des 3 lignes, des 3 colonnes et des 2
diagonales soient toutes égales & une méme quantité m. On doit donc résoudre un
systéme de 8 équations & 9 inconnues et un parameétre. On remarque d’abord que si
on a 2 carrés magiques de sommes m et m’, la différence est un carré magique de
somme m — m/. Il suffit donc d’ajouter un carré magique particulier de somme m
comme

3 3 3
A=|m o o Ty g

m m m 3

mom o 111

a un carré magique général de somme 0 pour les trouver tous. On est donc ramené
au cas m = 0. On remarque ensuite que le transposé d’un carré magique est un
carré magique. Il suffit donc de chercher les carrés magiques symétriques, les carrés
magiques antisymétriques et de les ajouter les uns aux autres. Un carré magique
symétrique est de la forme

a b c
A=1b e f
c fJ

Ca fait un systéme homogeéne de 5 équations a 6 inconnues. Il faut le résoudre. Si on
ajoute toutes les entrées de la matrice, on trouve que a +2b+2c+e+ j+2f =0,
et puisque a + e + 7 =0, on en déduit que b+ c+ f = 0. Comme a + b+ ¢ =0, on
trouve f = a et on peut réécrire la matrice

a b ¢
A=1|b e a
c a jJ

Sur chaque ligne, la somme des termes doit étre la méme si bien que c =e et b = j.
On a donc

a j e

A=1|7 e a

e a j

avec les conditions que les diagonales sont nulles.

On a donc e = 0 et j = —a si bien que
a —a 0 1 -1 0
A=| —-a 0 a | =al|l -1 0 1

0 a —a 0 1 -1
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On a ainsi tous les carrés magiques symétriques de somme nulle. C’est plus facile
pour les carrés antisymétriques puisqu’on aura

0 b ¢
A=| -b 0 f
—c —f 0
avec les conditions f = b = —c si bien que
0O b —b 0o 1 -1
A= -b 0 b |=b| -1 0 1
b —-b 0 1 -1 0

On voit donc que les carrés magiques de somme m forment un espace affine de
dimension 2 : tout carré magique s’écrit de maniére unique sous a forme

1 -1 0 0 1 -1] [111
A=a| -1 0 1 |+0| =1 0 1 [+2]111
0 1 -1 1 -1 0 31111
e+ —a+b+T —b4m
= | —a—b+m m at+b+m
b+ % a—b+% —a+% |

Par exemple, on prend m =12 et a =1 et b = 2 et on trouve

5 5 2
A=|1 4 7
6 3 3

Bien siir, si on veut des solutions en entiers naturels, il faut que m = 3n et que
|a] +[b] < n.
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10. DETERMINANTS

On rappelle que le groupe symétrique S,, est 'ensemble de toutes les permutations
o de l'ensemble {1,...,n} (bijections de I'ensemble sur lui méme). On note une
permutation sous forme d’une matrice a deux lignes

ol) ... o@i) --- o(n)
Une permutation qui échange simplement deux entiers distincts ¢ est 7 est une trans-
position et on la note (i j). Plus généralement, une permutation circulaire (ou
cycle) de longueur k envoie i1 sur ip puis i sur iz et ainsi de suite jusqu’a i qui est
envoyé sur 7;. On la note (i1 --- ). Toute permutation peut s’obtenir en com-
posant des transpositions. Toute permutation est composée d’un certains nombre de
cycles disjoints.

La signature (o) d’une transposition (i j) est —1 par définition. Plus généralement,
la signature d’un cycle de longueur k est (—1)*"1. En fait, on définit la signature
d’une permutation quelconque o comme (—1)% ou i est le nombre d’inversions de
la permutation (chaque fois que o(j) < o (i) alors que ¢ < j). En fait € est I'unique
application de &,, sur {+1} qui satisfait ¢(o7) = €(o)e(7) (pour n > 1).

Nous aurons aussi besoin de considérer le groupe alterné 2, de toutes les permuta-
tions paires, c’est a dire, dont la signature est 1. Remarquons que toutes les permu-
tations impaires, dont la signature est —1, s’obtiennent en multipliant une transposi-
tion fixée 7 par une permutation paire. On résume ¢a avec la formule S,, = 2(,, [[ 72L,,.

Dans tout ce chapitre, K sera égal & R ou C et £ un K-ev de dimension n.

10.1. Formes p-linéaires et alternées sur FE.

Définition 10.1 (Formes p-linéaires sur E). Soient p et n deuz entiers tels que :
1 <p<n. Onditque

é: Ex---xE — K
' (U'l)"' 7up) = ¢(u17"' 7up)
est une forme p-linéaire sur E lorsque pour tout (ui,--- ,u,) € EP et pour tout

i€ {l,---,p}, Uapplication partielle :

E — K
ity 4 o ¢(U1,-~-,ﬂg7---,up)
est une forme linéaire.

Il ne faut pas confondre forme bilinéaire et forme linéaire.

En effet, soit ¢ une forme bilinéaire sur E et soit uq, ug, vy, vy € E.

Si ¢ est bilinéaire, alors

p (u1 + ug, v1 4 v2) = @ (ur, v1 + v2)+ (uz, v1 + v2) = @ (ur, v1)+@ (U1, V2)+@ (U2, V1) + (U2, v2)

Si @ est linéaire, alors ¢ (u; + ug, v1 + v9) = @(u1,v1) + @ (U2, ve).

Donnons quelques exemples.
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Exemples
Prenons n = p =2, E = K? et en notant u = (uy,us) et v = (vy,vy) :

[} ¢1 (u, U) = U1V — UQV1
[} gbg(u, U) = UV] + UgVy

hd ¢3(u’ U) = ¢ (u’ U) + ¢2(’LL, U)

Proposition 10.2. L’ensemble des formes p-linéaires sur E est un K-espace vec-
toriel.

Définition 10.3 (Formes p-linéaires alternées). On dit qu’une forme p-linéaire ¢
est alternée lorsque : ¢p(uy,--- ,u,) =0 dés qu’il existe iy # iy tels que u;, = u;,.
On note A,(E) l'ensemble des formes p-linéaires et alternées.

Proposition 10.4. A,(E) est un K-espace vectoriel.
Exemples
Reprendre les exemples précédents et reconnaitre les formes alternées.

Proposition 10.5. Soit ¢ une forme p-linéaire sur E.
o ¢ est alternée si et seulement si, pour tout (uy,--- ,u,) € EP et pour tous i,j €

{1,--- ,p} tels que i # j, on a

¢(u1’... ’uij.“ 7uj7"'up):_¢(u17"' 7uj’--- 7/LL"i)‘..up)‘
A i % J

o pc A(FE) = Y(ui, - ,up) € E? Yo €6, o(Usq),  sUo(p) = (0)P(ur, -+ ,up).

Proposition 10.6 (Familles liées et formes alternées). Soit ¢ € A,(E) et (uq, - - uyp)
une famille liée. Alors ¢(uy,--- ,u,) = 0.

En particulier, une famille qui contient 0 vérifie cela.

10.2. Formes n-linéaires et alternées sur E. A partir de maintenant, nous ne
nous intéressons plus qu'a A, (E).

10.2.1. Développement suivant une base. Notons B = (e;)1<i<, une base de E et
considérons ¢ € A, (FE). On cherche & "calculer" ¢(uy, - - - , u,) al’aide de B. Ecrivons

pour chaque j :
n
Uj = E umei.
i=1

On écrit donc :

n n n
Pur, -+ up) = ¢ E Wiy 1€ E Wiy, 2€ig; " " E Uiy ,nCiy, | -
i1=1 in=1 in=1
En utilisant la n-linéarité de ¢, on a :

n n n
Pur, -+ up) = Z Z T Z Uiy 1Uip2 " Wiy n (i Cays v o+ 5 €4y ).

i1=11492=1 in=1
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Comme ¢ est alternée, cette somme ne comporte en fait que les termes pour lesquels
les (7;)1<j<n sont deux a deux distincts. Pour un tel (i;)1<j<y, il existe une unique
permutation o € G,, définie par o(j) = ¢;. Ainsi, on peut écrire :

Pur, -+ up) = Z Ug(1),1Ue(2),2 " * Uo(n)n®P(€a(1) €a(2)s " » Co(n))-
ceS,
Or, ¢ est alternée, donc :
Vo € 671 ¢(60(1)7 60'(2)7 e 760(71)) = 6(0-)¢(61a €2, ", en)'

Proposition 10.7. Soit B = (€;)1<i<n une base de E et ¢ € A,(F). Alors, pour
tout (uy,---u,) € E™ et en posant :

n
up = uiges,
=1

on a la formule suivante :

¢(U1, o aun) = ( Z €<0>u0(1),1ua(2),2 T uo(n),n) ¢(ela €2, 7€n)-

0'€6n

10.2.2. Introduction du déterminant. La derniére proposition méne a la définition
suivante :

Définition 10.8 (Déterminant). Soit B = (e;)1<i<n une base de E. Pour tout
(uy,---uy,) € E™ et en posant :

n
wy =Y e,
i=1

on définit :

dgt(ub C L Uy) = Z £(0)Uo(1),1U0(2),2 " * * Uo(n)n-
UEGn

Proposition 10.9. Avec les notations précédentes, on a : dgt € A,(E). De plus,

cette forme est non nulle et A, (E) est une droite vectorielle. On [’appelle détermi-
nant dans la base B.

Démonstration. 11 y a plusieurs choses a vérifier.
Montrons déja que dgt est une forme n-linéaire.

Fixons (ug, - --u,) € E™ ! et montrons par exemple que Papplication ¢; : E — K
définie par :

Uy — Z 5(U)U0(1),1ua(2),2 © o Us(n),n

est une forme linéaire. Considérons donc ¢y (uy + Au}) avec uy, uj dans E et A dans
K. Il vient :

b1 (ur + Auy) = Z (o) (Ug(1y1 + MGy 1) Uo(2)2 Yo (n) -

0'€6n
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Il ne reste alors plus qu’a développer !
Montrons que dgt est alternée.

Fixons 7 € G, ;on a:

dgt(uru), C L Ur(n)) = Z £(0)Uro(1)1Uro(2),2 " * Uro(n)n
0’6671

= Z 5(7_17)%(1),1%(2)3 Uy = 5(T)dgt(u1, Ce L Up).
ve€G,

Vérifions enfin que cette forme est non triviale.

On a:

dBet(ela s en) = Z 5(0)60(1),160(2),2 “ Co(n)n-
ceG,

Le seul terme non nul de la somme est obtenu pour ¢ = Id et vaut 1! On a donc
montré que :

e — 1.
dgt(el, ,€n)
Le fait que A,,(E) est une droite vectorielle suit alors de la propostion 10.7. 0

Proposition 10.10. Soit B une base de E et ¢ € A,(E). Alors, on dispose de
[identité :

¢ = qb(B)dgt.

10.3. Propriétés du déterminant, applications.

10.3.1. Propriétés élémentaires du déterminant. Soit B une base de E. Soient (uy, - --u,) €
E™ v e FE et A€ K. Alors, nous avons montré :
i) detB =1,
B

i) Vi € E,, dgt(ul,--~ UV, - Uy) = dg,t(ul,--- Uy e ,un)—l—)\dgt(ul,--- LUy Uy,

iii) Pour tout 7 € G, dgt(uf(l), C L Ur(y) = 5(T)d§t(u1, Cee L Up).

10.4. Déterminant et liberté. La proposition suivante explique comment on passe
du déterminant dans une base au déterminant dans une autre base.

Proposition 10.11. Soient B et B' deux bases de E. On dispose de la formule
susvante :

det = det(B)det.
B B 5

Corollaire 10.12. Soit B une base de E.

Une famille (uy,--- ,u,) est une base de E si et seulement si dgt(ul, s uy) # 0.

10.4.1. Déterminant d’un endomorphisme et d’une matrice carrée.



68

Déterminant d’un endomorphisme. Soit v € L(E). Nous allons donner un sens a
det v indépendamment d’une quelconque base. Considérons ’application :

I .{An(E) — Au(E)
v o = oy

ou ¢, est la forme n-linéaire et alternée définie par :
gbu(vly o avn) = ¢(U(U1), o ,U('Un)).
Lemme 10.13. Awvec les notations précédentes, [, est une application linéaire.

Proposition 10.14. Pour tout uw € L(E), il existe un unique élément de K noté
detu tel que pour tout (vi,--- ,v,) € E™ et pour tout ¢ € A,(F) :

¢(U(U1), T ,u(vn)) = detu¢(vla T >vn>'

Démonstration. Comme [, est un endomorphisme de A, (F) qui est de dimension 1,
on en déduit que [, est une homothétie. det u est alors ce rapport d’homothétie. [

Définition 10.15 (Déterminant d'un endomorphisme). Soit u € L(E).

det u est appelé déterminant de u.

Proposition 10.16. Soit u € L(FE) et A € K. On dispose des propriétés suivantes :
ii) det(Au) = A" det u.

Proposition 10.17 (Multiplicativité du déterminant). Soient u et v dans L(FE).
Alors :

detu o v = detudetv.

Proposition 10.18 (Déterminant d'un endomorphisme et base). Soient B et B’
deuz bases de E et u € L(E). Alors,

dgt u(B) = dBelt u(B') = det u.

Cette proposition signifie que pour calculer le déterminant d’un endomorphisme, il
suffit de prendre n’importe quelle base et de calculer le déterminant des images par
u des vecteurs de cette base dans cette base.

Corollaire 10.19. Soit u € L(F).

Alors u € GL(E) si et seulement si detu # 0, auquel cas detu™" = deltu.

Définition 10.20 (Groupe spécial linéaire). On pose
SL(E) ={u € GL(FE) : detu = 1}.

Proposition 10.21. (SL(E),0) est un sous-groupe de (GL(E),0) et il est appelé
groupe spécial linéaire de E.

Déterminant d’une matrice carrée, méthodes de calcul.
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Définitions et propriétés.

Définition 10.22 (Déterminant d’une matrice). Etant donnée une matrice U =
(u;;) € M,(K) et considérant la base canonique B = (e;) de E = K™, on introduit
les vecteurs de K™ définis pour chaque 1 < j < n :

Cj = Zumei.
i=1
Les (C;) sont les "colonnes” de la matrice U. Le déterminant de la matrice U, noté

det U, est le déterminant de (Cy,---C,,) dans la base canonique de K™.

Proposition 10.23. Soit B une base de E. Soit (xq,--x,) € E". Alors :
det MBat(xl, e Xy) = dgt(xl, Cee X))

Proposition 10.24. Soit B une base de E et uw € L(E). On pose U = MBat u. Alors :

det U = det u.

On en déduit :
Corollaire 10.25. Soit U € M, (K) et A € K. On dispose des propriétés suivantes :
i) det I, =1,
ii) det(AU) = A" det U.
Corollaire 10.26. Si U et V sont deux matrices de M, (K), alors
det(UV) = det U det V.
Corollaire 10.27. Soit U € M, (K).

Alors U € GL(n, K) si et seulement si det U # 0, auquel cas det U™! = .

Cela permet de montrer que si U € M,,(K) et P € GL,(K), alors
det(PUP™') = det U.
Comment en donner une autre preuve ?

Proposition 10.28. Soit U = (u; ;) € M, (K). Considérons 'U sa transposée, i.c la
matrice de terme général v; ; = u;,;. Alors

det U = det 'U.
Exercice 1. Soit B une base de E et u € L(FE). On note M = MBat u. Notant B* la

base duale de B, montrer que :
M = l\/llgiattu.
En déduire que detu = det 'u.
Définition 10.29. On pose :
SL,(K)={M € GL,(K) : det M = 1}.

SL,(K) est appelé groupe spécial linéaire d’ordre n sur K.
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Introduisons une notation commode. Le déterminant d’une matrice U = (u; ;) sera
noté :

Uy U2 -+ Uip

U1 U2 -+ Up
detU = i

Un,1 Up2 - Unn

Calcul pratique : la méthode de Gauss.
Nous allons voir que ’algorithme de Gauss permet de se ramener & des calculs de
déterminants plus simples.

Lemme 10.30. Soit U € M,(K) = (u;;). On pose u;; = a et on suppose que
w1 = 0 pour tout i = 2. Alors,

e soita=0 etdetU =0,

o soit a # 0 et detU = adetV ou V € M,_1(K) = (v;;) est définie par :
Vij = U141 pour tout 1 <i<netl<g<n.

Démonstration. Si a = 0, il s’agit de se souvenir que le déterminant d’un systéme
lié est nul, en particulier un systéme qui contient 0.

Supposons donc que a n’est pas nul. La linéarité par rapport au premier vecteur
colonne donne :

I w0 upy

0 ugo -+ Uy
detU =a

0 Up2 *° Unn

Nous voulons calculer le déterminant de la matrice :

1 U2 -+ Uln

0 ugo -+ Uy
W =

0 Up2 *++ Upn

Nous revenons maintenant a la définition du déterminant :
det W = Z E(U)wa(1)71wa(2)72 o -wa(n)m.
O’EGn

Examinons chaque terme de la somme.

Si o(1) # 1, alors we(1),1 = 0.

Sinon, o(1) =1 et wy; = 1.

On est donc amené a réécrire la somme sous la forme :

det W = Z 5<0)wa(2),2 © o Wo(n),n-

7€Gia(1)=1
Notons
Fix(1) ={c € &, : 0(1) =1}.
Il est clair que I'application de Fix(1) vers &({2,--- ,n}) définie par :

Ot O|{2,-n} = 1
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est bijective. La somme peut donc étre réécrite :

det W = Z 8(5)w5(2),2 ©Wa(n),n;
ce6({2,+,n})
car (o) = &(&). Ainsi, on reconnait det V. O

Lemme 10.31. Donnons nous une matrice U = (u; ;) triangulaire supérieure, i.e
telle que u; j = 0 pour j > i. Alors

det U = ﬁ Uj -
=1

Exemples
Calculer les déterminants suivants par la méthode de Gauss :

1 0 —1 2
0 3 0 1
A=\ 51 1 ol
0 1 1 1
1 111
2 2 92 9
M=| 9 11 ¢
0 113
3 0 1 3
1 -1 01
A3:—2—100
1 1 21

Qu’en conclut-on sur l'inversibilité des matrices correspondantes ?

Développement par rapport a une ligne et une colonne.

Ce qui suit va exploiter la propriété de n-linéarité du déterminant. Tout ce que nous
allons dire sur les colonnes est valable aussi pour les lignes, c¢’est pourquoi, nous ne
nous occupons que de développement par rapport aux colonnes.

Lemme 10.32 (Développement par rapport a la j-éme colonne). Soit A = (a; ;) €
M, (K). On écrit A= (Cy,---,Cy) ou les C; sont les colonnes de A. On fize j un
indice de colonne. Alors

det A = Zai,j det(C’l, cee ,6@, cee ,Cn)
i=1

J

On note A;; = det(Cy,--- e+ ,Cy) ; ce nombre est appelé cofacteur de a; ;.

j
Définition 10.33 (Mineurs). Soit A = (a;;) € M,(K). On note toujours A, ; le
cofacteur de a; j. On considere de plus la sous-matrice de A obtenue en supprimant
la i-éme ligne et la j-éme colonne notée M;; € M,_(K). Son déterminant, noté
m; ; est appelé mineur associé a a; ;.
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Exemples
Pour une matrice d’ordre 3, un développement suivant la premiére colonne méne a

a b c
d e fl=a
g h i

e f
hoi

c
1

b
h

_d‘

b ¢
+g'e f"

Il faut toujours développer selon la colonne ou la ligne qui comporte le
plus de zéros!

2 4 5 0 0 -7
1 7 —g|fclat2ls) 7 3 :—7‘
1 -2 —6 1 -2 —6

17

I ' = —7(—2+T7) = —35.

Lemme 10.34 (Relations entre mineurs et cofacteurs). Avec les notations précé-
dentes, on a :

Aij = (=1)"my.
Exemples
a b
M = Jcr ;Z s il vient All = d, Alg = —¢C, Agl = —bet AQQ = a.
- +

+

+

+
Pour une matrice d’ordre 3, on a le schéma : M = | —

I+ |

_|_

Définition 10.35 (Comatrice). Soit A = (a;;) € M,(K). On appelle comatrice
de A la matrice des cofacteurs (A; ;). Elle est notée com(A).

Proposition 10.36 (Formule de la comatrice). Soit A = (a; ;) € M, (K). Avec les
notations introduites, on a :

AA = AA = (det A)1,,
0 ‘u A="tcom(A).

Corollaire 10.37. En particulier, quand A est inversible, son inverse est donnée
par
1 _ 1
det A

fcom(A).

On s’intéresse enfin & la résolution de AX = b avec A une matrice inversible.

Proposition 10.38 (Formules de Cramer). Soient A = (a; ;) € GL,(K) etb e K".
Alors, I’équation

AX =0
a une unique solution X = (Xy,---,X,,) qui est donnée par :
1
Xz:—d t Ca >b7"' 7Cn )
dot 4 0UCL )

pour tout 1 <1 < n.
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Ces formules sont utilisables en dimension 2, voire 3, mais deviennent largement
fastidieuses en dimension supérieure! La méthode la plus fiable et la plus rapide

reste le pivot de Gauss!

Exemples
e Le systéme ar +by = e est de Cramer si et seulement si
cx+dy = f
auquel cas la solution est donnée par les formules
e b ’ a e
fod c f
T = et y = .
a b a b
c d ‘ c d '
r+y+z=1
e Résolution du systéme ¢ 20 +y —2=0 .
x4+ 3y =3
11 1 1 11
Le déterminant du systéme vaut | 2 1 -1 | =1{3 2 0| = '
13 0 1 30
11 1 11 1
01 —1 2 0 —1
9_ o 7 On obti 3 3 0 3 1 3 0
= 7. On obtient = = - = 7,y— 7

1
2
1

g w = -
w o -
IR

b
V| 7o
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11. DIAGONALISATION

On suppose que les espaces vectoriels sont de dimension finie dans ce qui suit.

Définition 11.1. Une matrice A := [a;j| est diagonale si a;; = 0 pour j # i.

Définition 11.2. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Si
flu)=Au avec A€ K et € FE\{0}

on dit que X est une valeur propre pour f et que u est un vecteur propre pour f.

Exemples :
i) L’application nulle n’a qu’'une valeur propre : 0.
ii) L’identité n’a qu’une valeur propre : 1.

iii) Une projection a (au plus) deux valeurs propre : 0 et 1.

)
iv) Une symétrie a (au plus) deux valeur propres : 1 et —1.
v) L’homothétie de rapport A a une seule valeur propre : A.
)

vi) La rotation d’angle 6 n’a pas de valeur propre réelle sauf si  est 'angle plat
(mais une valeur propre complexe ).

vii) Papplication linéaire

R? R?
(@,y) — (z + 2y, 2z + y)
satisfait f(1,1) = (3,3) = 3(1,1) et f(1,—1) = (—1,1) = —(1,—1) si bien
que 3 et —1 sont des valeurs propres.

Proposition 11.3. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel EI et B une base
de E. Alors, [f|p est diagonale si et seulement si B est formée de vecteurs propres.

Définition 11.4. On dit alors que f est diagonalisable.

Proposition 11.5. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E, X € K et
E, :=ker(Aldg — f).

Alors, Ey # {0} si et seulement si A est une valeur propre de f et alors, les vecteurs
propres associés a A sont les vecteurs non nuls de E)y.

Démonstration. En effet, dire que u € E) signifie que (Aldg — f)(u) = 0 ou encore
que Au = f(u). O

Définition 11.6. Si \ est une valeur propre pour f, on dit que E) est un sous-espace
propre pour f.

Par exemple, si p est la projection sur F' de direction G, le sous-espace propre
associé a 0 est G et celui associé a 1 est F'. Les sous-espaces propres de I’application
(z,y) — (x + 2y,2x + y) sont les droites d’équations z —y =0et z +y = 0.

Proposition 11.7. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Alors f est
bijectif si et seulement si O n’est pas valeur propre pour f. Dans, ce cas, si \ est
une valeur propre pour f, alors \=' est une valeur propre pour f=' avec méme
sous-espace propre.
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Démonstration. Dire que 0 est valeur propre pour f signifie qu’il existe u # 0 tel
que f(u) = 0 c’est a dire que ker f = 0, ce qui signifie que f n’est pas bijective
puisque dim £ < oo.

Si f est bijective et u est un vecteur propre de f pour une valeur propre A, on a
f(u) = Au si bien que u = f~!(\u) et comme f~! est linéaire, u = Af~!(u) et donc
finalement \'u = f~!(u). O

Proposition 11.8. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie E et \ une valeur propre de f. Si k € N, alors \¥ est valeur propre de f*. Cela
est toujours valide pour k < 0 si f est bijective.

Démonstration. On sait déja que 1 = \° est valeur propre pour Idg = f°. On montre
ensuite I’assertion par récurrence sur k£ > 0. On suppose donc que A est valeur propre
de f et que f*(u) = \*u. On en déduit que

P ) = fE(F () = 2 Ow) = A (u) = AN = X,

Enfin, si f est bijective, on sait que A~! est valeur propre pour f~—! avec méme

sous-espace propre que \. D’autre part, on a A% = (A\")* et f7F = (f~Hk

O

C’est comme ¢a qu’on détermine les valeurs propres d’une symétrie (s> = Id) ou
d’une projection (p* = p) par exemple.

Définition 11.9. S f est un endomorphisme d’un espace vectoriel E, alors
P :=det(XIdg — f) € K[X]

est le polynome caractéristique de f.

Pour I'endomorphisme (z,y) — (z + 2y, 2z + y), par exemple, on trouve
X-1 =2
‘ 9y _1 ‘:(X—1)2—4:(X—3)(X+1).
Le célébre théoreme de Cayley-Hamilton dit que 'on a toujours P(f) = 0. Dans
notre exemple, on aura donc f? — 2f + 3Id = 0. Nous n’aurons pas le temps de
discuter ce théoreme.

Proposition 11.10. Soient f un endomorphisme d’un espace vectoriel E et P son
polynome caractéristique. Alors, X € K est valeur propre de f si et seulement si A
est racine de P.

Démonstration. En effet, dire que A est racine de P signifie que det(Adg — f) =0,
ce qui signifie que AIdg — f n’est pas bijective ou encore que son noyau E) n’est pas
nul. O

Théoréme 11.11. Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension
finie E, M1, ..., A\ ses valeurs propres et Ey, ..., E les sous-espaces propres. Alors,
dim £} + - -- +dim E, < dim E avec égalité si et seulement si f est diagonalisable.
C’est le cas en particulier si dim E =n et qu’il y a n valeurs propres distinctes.

Lemme 11.12. Si F, .= E1 +---+ FE;, alors F;.1 = F; ® E; 1. De plus, F; posséde
une base formée de vecteurs propres.
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Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit bien str de montrer que F; N
Eiy1 = 0 et on va en fait montrer que F; N ;11 = 0 pour j < ¢. On procéde par
récurrence sur i+ j. Si u € E;1q, on a par définition f(u) = \;11u mais si on a aussi
u < Fj, on peut écrire u = uq + - “-Fu; avec uy € El,...,uj S Ej et on a donc aussi

f('LL) = )\1U1 +---+ )\ju]'.
On en déduit que
(i1 = Aur + -+ (N — Ajmn)ug—1) + (Nigr — Aj)uy = 0,

Par récurrence, on voit que les deux termes sont nuls et en particulier que (A4 —
Aj)u; = 0, ce qui montre que u; = 0 et donc que v € F;_; et on a fini (par
récurrence).

La seconde assertion se démontre grace a la premiére par récurrence sur ¢ puisqu’une
base de Fj;, est composé d'une base de F; et d'une base de E;,;. ]

Démonstration. 11 résulte du lemme que dim F; + - -+ + dim £y, = dim F}, < dim F
avec égalité si et seulement si F, = FE. Et dans ce dernier cas, E aura une base
formée de vecteurs propres. Réciproquement, si B est une base de E formée de
vecteurs propres, alors B C UE; C F} et c’est donc aussi une base de F), qui est donc
nécessairement égal a F.

Bien siir, si on a n valeurs propres distinctes, alors k = n et comme chaque F; # 0,
on a dim F,, > n et donc £ = F,,. O

Remarquons que la derniére condition n’est pas nécessaire car 'identité a une seule
valeur propre, quelle que soit la dimension de E mais est pourtant diagonalisable,
et méme diagonale! Le phénoméne analogue se produit plus généralement avec les
projections ou les symétries par exemple.

Corollaire 11.13. Si le polynéme caractéristique de f a toutes ses racines dans K
et que celles-ci sont distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration. On a vu que ce sont justement les valeurs propres de f. O

Remarquons que la premiére condition est toujours satisfaite si K = C.

Définition 11.14. Soit A € M,(K) et f est l'endomorphisme de K" qui lui est
associé. Alors, le polyndme carcactéristique de A, les valeurs propres de A, les
sous-espaces propres de A ainsi que les vecteurs propres de A sont ceuxr de f. On
dit que A est diagonalisable si f [’est.

Le polynome caractéristique de A est P = det(X1, — A) € K[X]. Les valeurs
propres de A sont les racines A de P dans K. Les vecteurs propres u associés a
A correspondent aux vecteurs colonnes U tels que AU = AU. La matrice A est

diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale (A = PDP~! avec
P e GL,(K) et D diagonale).

Proposition 11.15. Soit A la matrice d’un endomorphisme f d’un espace vectoriel
E dans une base B. Alors, le polynome caractéristique de A est identique au polynéme
caractéristique de f, les valeurs propres de A sont identiques aux valeurs propres de
F et enfin, A est diagonalisable si et seulement si f est diagonalisable.
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Démonstration. La premiére assertion résulte du fait que le déterminant d’un en-
domorphisme ne dépend pas du choix de la base. La seconde en découle. Enfin,
dire que f est diagonalisable signifie qu’il existe une base dans laquelle sa matrice
est diagonale, c’est & dire, une matrice de passage P telle que D := P~1AP soit
diagonale. O

Proposition 11.16. Si P est le polynome caractéristique de A € M, (K), alors
P=X"—tX""1 4.4 (=1)"

oud =det A ett =trA est la somme des éléments diagonauz.

Démonstration. Clairement, on a P(0) = det(—A) = (—1)"det A. Pour la trace,
c’est un peu plus compliqué et il faut regarder ce qui apparait dans le coefficient de
X" quand on calcule le déterminant. O

Notons en particulier que si toutes les valeurs propres de A sont distinctes et dans
K, alors det A est égal au produit de ces valeurs propres et que trA est égal a la
somme. C’est vrai plus généralement si on les prend avec leur multiplicité et dans
un corps suffisamment grand.

Quelques exemples pour clore ce chapitre : on considére les matrices suivantes de

M2 (R) :

1 2 0 1 11 -1 0
a=ly e ] el e e b= 0]

i) La matrice A a pour polynéme caractéristique X? — 2X — 3 et donc deux
valeurs propres distinctes 3 et —1. Elle est diagonalisable.

ii) La matrice B a pour polynoéme caractéristique X2 + 1 et n’a donc aucune
valeur propre. Elle n’est pas diagonalisable.

iii) La matrice C a pour polynéme caractéristique X? —2X + 1 et a donc 1 pour
unique valeur propre. Et le sous espace propre est ’axe des x ! Elle n’est donc
pas diagonalisable.

iv) La matrice D a pour polynome caractéristique X2 + 2X + 1 et a donc —1
pour unique valeur propre. Mais cette fois ci, elles est diagonalisable (et méme
diagonale).



12. PRODUIT SCALAIRE

Définition 12.1. La matrice d’une forme bilinéaire ¢ : E x E — K dans une base
B = (uy,...,u,) de l'espace vectoriel E est

[o]s = [p(ui, uy)].
Par exemple, I'application

R? x R? R
((CL, b)7 (Ca d)) —ac+ bd

a pour matrice [ := [ (1) (1) 1 dans la base canonique. Et le déterminant
R? x R? R

((CL, b)> (Cv d)) —ad — bc

tri 0 1
a pour matrice |, |

Proposition 12.2. Si ¢ est une forme bilinéaire sur E et B une base E, on a pour
tout u,v € F,

o(u,v) = "[u]sle]sv]s.

Démonstration. Pour alléger les notations, on omet le nom de la base dans les indices.
On peut écrire

At M1
[u = | : et [o] = :
An Hn
Par bilinéarité, il suit que dans la base B = (uq,...,u,), on a

o(u,v) = @(Aug + -+ + Nty g + -+ -+ )

n’est autre que la somme de tous les \;p;¢(u;, u;) pour ¢,j = 1,...,n. D’autre part,
si on pose by = @(u;,u ), on voit que *[u][p] est le vecteur ligne dont la j-éme
composante est A\1by; + - - - + A\, by;. Pour obtenir’[u][]t[v], on multiplie par u; et on
somme sur j. On trouve bien la somme de tous les A;b;;;. O

Définition 12.3. Soit E un espace vectoriel sur R. Une forme bilinéaire
(u, v) — (u,v)
sur E est symétrique si pour tout u,v € E, on a

(v,u) = (u,v).

Et bien str, linéaire par rapport a la seconde variable signifie que 'on a toujours
(U, Ayor + Agv2) = A1 (u, v1) + Ag(u, va).

Par symeétrie, elle sera alors automatiquement linéaire aussi par rapport a la premiére
variable.
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On voit que le premier exemple ci-dessus est symétrique mais pas le second. En fait,
une application bilinéaire est symétrique si et seulement si sa matrice dans une base
quelconque est symétrique.

Définition 12.4. Une forme bilinéaire symétrique (—, —) sur un espace vectoriel E
est définie positive ou encore, un produit scalaire, si on a la propriété

(u,u) >0< u #0.
L’exemple ci-dessus est bien un produit scalaire car on a bien a? + b*> > 0 si et
seulement si (a, b) # (0,0).
On admettra le théoréme suivant qui est bien pratique :

Théoréme 12.5. Une forme bilinéaire symétrique est un produit scalaire si et seule-
ment si les valeurs propres de sa matrice dans une base quelconque sont strictement
positives.

Démonstration. Admis. O

12.1. Produit scalaire et inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 12.6. Soit E un espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une ap-
plication || — || : E — R telle que

i) Siue E, alors ||ul| >0 u#0
i) Siu,v € E alors ||u+v|| < |ul| + vl
iii) si A € R et u € E, alors ||Au|| = |A|||ul]
Sur R? on a par exemple les normes ||(z, )| = |z| + |y| ou ||(z,y)]l2 = /2% + y?
ou encore [|(z,y)|lcc = max(|z|, |y|) comme on peut aisément le vérifier.

Proposition 12.7. Soit (—, —) un produit scalaire. Alors,

|=1:E—=Rur— v/ {u,u)
est une norme sur E et on a toujours
vy = et ol = Nl = o
2
ii) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) On a toujours
(u, v) < flulf{lvf]

i) La fonction

Démonstration. On montre d’abord l'inégalité de Cauchy-Schwartz. On peut sup-
poser u # 0. On regarde le polyndéme

1w+ wl* = [Jul*[A]* + 2A(u, v) + [|v]]*.
Celui-ci est toujours positif (ou nul). Son discriminant est donc négatif (ou nul) et
on a donc
(u,v)* = ul?|lv]|* < 0.
Il suit que
(u, v) < ulflJv]]
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On vérifie ensuite que 1'on a bien une norme. La premiére et la derniére condition
résultent directement des définitions. La seconde est conséquence de 'inégalité de
Cauchy-Schwarz : on a d’une part

lu+oll* = Jlull® + 2{u, v) + [Jv]|?,
et d’autre part
(el + N[l = Hlull® + 2lful*[l]]* + [lv]*.
Enfin, pour la formule, il suffit de développer le membre de droite. 0

L’inégalité de Cauchy-Schwarz est trés importante car elle permet de définir 1’angle
entre deux vecteurs non nuls u et v comme "unique 6 € [0, 7] tel que

Définition 12.8. Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel de dimension
finie sur R muni d’un produit scalaire (—,—).
Sur R", le produit scalaire standard est

<(~r17-.-7xn>7(y1,...,yn>> = xlyl + .- _i_xnyn

et la norme associée est
(21, ..., 2| = /22 + - + 22.

12.2. Orthogonalité.

Définition 12.9. Soit E un espace vectoriel euclidien. Deux vecteurs u et v sont
orthogonaux si (u,v) = 0 et on écrit alors ulv.

Par exemple, dans R? avec le produit scalaire habituel, on a donc (1,0)L(0,1).

Définition 12.10. Soit E un espace vectoriel euclidien.

i) Deuz parties S et T de E sont orthogonales si pour tout u € S et v € T, on
aulv. On écrira alors SLT

ii) La partie orthogonale & une partie S de E est
St ={ucE, ulS}.

On voit donc que S_LT si et seulement si 7 C S*.
Par exemple, dans R?, I'axe des  est I'orthogonal a I'axe des v.

Proposition 12.11. Soit E un espace vectoriel euclidien. Alors,

i) Si S est une partie de E, on a S C St
ii) SiSCT CE, alors T-C S+ CE.

Démonstration. Si u € S et v € S*, alors ulv et par symétrie v_Lu. Il suit que
u € S+ et on a donc bien S € S+ Supposons maintenant que S C 7 et donnons
nous u € 7+ et v € S. On a bien évidemment v € T et donc u_Lv, ce qui montre
que u € S*+. O
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Définition 12.12. Un systéme S d’éléments non-nuls de E est orthogonal si pour
tout u # v dans S, on a ulv. Il est orthonormal si de plus, pour tout u € S, on a
Jull = 1.

Par exemple, le systeme ((1,0),(0,1)) est orthonormal dans R?* muni du produit
scalaire standard contrairemen ta ((1,1),(1,—1)) qui est cependant orthogonal.

Proposition 12.13 (Base duale et produit scalaire). Une base B := (uq,...,u,)
est orthonormale si et seulement si pour touti =1,...,n, on a u; = (u;, —).

Démonstration. Pour que deux applications linéaires coincident, il suffit qu’elles
prennent les mémes valeurs sur tous les vecteurs d’une base. Ici, cela se traduit
par i;(u;) = (u;, u;) pour tout 4,5 = 1,...,n, c’est a dire (u;,u;) = 0 pour i # j et
(ui, w;) = 1 pour tout i. Ou encore, u; Lu; pour i # j et ||u;]| =1 pour tout i. O

Proposition 12.14 (Formes linéaires et produit scalaire). Soit E un espace vectoriel
euclidien. Siu € E, Uapplication

E—"2 g

v (u,v)

est une forme linéaire. De plus, ’application

E E
ur— (u, —)

est un 1somorphisme d’espace vectoriel.

Démonstration. La premiére assertion exprime simplement la linéarité par rapport
a la premiére variable. Et le fait que la seconde application est linéaire exprime la
linéarité par rapport a I'autre variable. Enfin, comme les espaces ont méme dimen-
sion, pour montrer qu’on a un isomorphisme, il suffit de vérifier que le noyau est
trivial. Or si application (u, —) est nulle, on a en particulier |[ul|* = (u,u) = 0 et
donc u = 0. 0

Par exemple, dans R" avec le produit scalaire standard, on voit que (e;, u) = p;(u)
et donc que I'isomorphisme envoie la base canonique de R" sur le base canonique de
R"™. En d’autres termes, elle transforme un vecteur colonne en vecteur ligne.

Proposition 12.15 (Procédé de Schmidt). Soit une base (uy,...,uy,) de E et on
pose

_ (ug, v1) - (uz,v1) (us,v2)
Ur:=u1, U2 =1U2— 5 U1, U3 =1U3 5 U1 5 U2,
[[oa] [[o1]] [ o2

et

U1 Vo

Wy =, Wy =

v [l

La famille (w;)1<j<n est une base de E et, pour tout k € {1,--- ,n}, on a aussi

vect(ug, - -+, ug) = vect(wy, -+, wy).
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Par exemple, si on veut une base orthonormale du plan d’équation z + y + z = 0,
on part de la base formée de (1,—1,0) et (1,0, —1) et on remplace le second vecteur
par

<(17_170)a(1707_1>> 1 11
Lo =" Lop b0 =00~ =510 = (5,571
pour obtenir une base orthogonale puis on normalise en divisant respectivement par
3
loall =v2 et fonll = /5

pour trouver
V2 V2 V6 V6 V6
TR 66 3
Proposition 12.16. Soit (ui,...,u,) une base orthogonale d’un espace affine eu-
clidien. Alors,

,0) et (

i) Les coordonnées de v € E sont

(v, u1) (v, tn)
laal>” T fual?
i) Si
V= AU+ AUy,
et
W= piuy + A U,
alors

(w, 2) = Mgl |* + -+ A |

Démonstration. Un rapide calcul nous donne la seconde formule et on en déduit la
premiére, car alors

(v us) = AilJug||>.

O
Proposition 12.17. Soit E un espace vectoriel euclidien. Alors,
i) Si F' est un sous-espace vectoriel de E, on a
E=F@®F- et F* =F
et si (uy,...,uy) une base orthonormale de F, alors, la projection orthogo-

nale sur F' est donnée par
w = (u,ug)uy A (U Uy ) Uy,
De plus, la distance entre x et F' est ||xpi].
ii) Si F et G sont deux sous-espace vectoriel de E, alors
(F+G)r=F-nGt

et
(FNG)t = F+ 4+ G*.
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Démonstration. Si F est un sous-espace vectoriel de E, il est clair que F N F+ = 0.
De plus, comme on vient de le voir,

dim £ = dim F* + dim F.
On a donc bien
E=FoF.
On voit aussi que dim F Lt = dim F et comme F C F LL, on a nécessairement
Ft=F.

Montrons maintenant la seconde assertion. On a F,G C F + G et donc (F +G)* C
F*.G* par renversement d’inclusion. Si H est un sous-espace vectoriel de E tel que
H C F+ G+, alors F,G C H* et donc F+G C H* sibien que H C (F+G)*. O

12.3. Endomorphismes symétriques et diagonalisation. Dans cette section,
E est un espace euclidien.

Définition 12.18. On dit que f € L(FE) est un endomorphisme symétrique si et

seulement si :
(f(x),y) = (x, f(y)), V(x,y) € E”.

Proposition 12.19. Soit f € L(E). [ est symétrique si et seulement si, pour toute
base orthonormée, la matrice de f est symétrique.

Proposition 12.20. Soit f € L(E) symétrique. Soit F' un sous-espace vectoriel de
E stable par f, c’est a dire tel que f(F) C F. Alors f(F*) C F*.

Théoréme 12.21. Soit f € L(E) symétrique. Alors f est diagonalisable (sur R)
dans une base orthonormée.

Démonstration. On remarque d’abord un fait général. Soit A la matrice de f dans
une base orthonormée de E. A peut étre considérée comme une matrice a coefficients
dans C. Elle admet donc une valeur propre A € C associée & un vecteur propre

X() S Cm . AXQ = )\X()
A présent, montrons que \ est réel. On observe que :
'YAX ='XAY, VXY eC"

On trouve alors ‘XyAXy = A|| X;|?. Comme A est symétrique, le membre de droite
est réel et \ est donc réel. Quitte alors a prendre la partie réelle de X, ou sa partie
imaginaire, on trouve un vecteur propre réel. Il existe donc zy € E'\ {0} et A € R
tels que :
f(.’lfo) = )\SCQ.

On pose F' = vectzy. F est stable par f et il en est de méme pour son orthogonal
F*. Ainsi, on peut considérer 'endomorphisme de F* induit par f et noté Jipv et
qui est encore symétrique. Le résultat s’ensuit par récurence.

O
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13. QUELQUES EXERCICES

Exercice 2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
Montrer que si F'UG est un sous-espace vectoriel de E, alors FF C G ou G C F.

Exercice 3. Soient F,G et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E
avec ' C G. Montrer que

F+(HNG)=(F+H)NG.
Exercice 4. Soient F,G et H trois sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
A-t-on
(F+H)NG=(FNG)+ (HNG)?
Exercice 5. Soit f : E — F une application linéaire. Montrer que ’application G —

f(G) est une bijection de l’ensemble des sous-espaces vectoriels de E qui contiennent
ker f sur I’ensemble des sous-espaces vectoriels de Imf.

Exercice 6. On rappelle qu'un endomorphisme p de E est une projection si p? :=
pop=p. Montrer que p est un projecteur si et seulement si q :==Idg — p en est un.
Montrer qu’alors, ker p = Imgq, Imp = kerq et £ = ker p & Imp.

Exercice 7. Soient p et q deux projecteurs de E. Montrer que Imp C Imq si et
seulement st qop = p.

Exercice 8. (141 # 0) On rappelle qu’un endomorphisme s de E est une symétrie
si 82 = Idp. Montre que s est une symétrie si et seulement si p = # est un
projecteur. En déduire qu’alors

E =ker(s — Idg) @ ker(s + Idg).

Exercice 9. Montrer qu’une homothétie est une application linéaire distincte de
[identité qui laisse les droites invaritantes.

Exercice 10. Montrer que les sous-espaces vectoriels de R* engendrés par u :=
(2,3,—1,0) etv :=(—3,1,0,2), d’une part et v’ := (=5,9,—2,6) et v’ := (5,2, —1,—2),
d’autre part, sont identiques

Exercice 11. Soit E l’espace vectoriel des applications [0, 7] — R. Montrer que
S = (1,sinz,sin 2z, sin 3z, . . .)
est un systeme libre de E.

Exercice 12. Montrer que ['application
M,(R) — M,(R), A+ 'A
est une symétrie vectorielle.
Exercice 13. On rappelle qu’une matrice symétrique (resp. antisymétrique) est une
matrice A telle que
A=A (resp. '"A = —A).

Leur ensemble se note SM,(R) (resp. AM,(R)). Montrer que SM,(R) et AM,(R)
sont des sous-espaces vectoriels de M, (R) et que

M, (R) = SM,(R) @& AM,(R).
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Exercice 14. On note C' (resp. Cy) l'ensemble des carrés magiques 3-3 (resp. de
trace k), c’est a dire, les A € M3(R) telles que les sommes des éléments des lignes,
des colonnes et des diagonales soient toutes égales (resp. égales a k).

i) Montrer que Cy est non-vide et que st M, N € Cy, alors M — N € C.

ii) Montrer que
Co = SCy @ ACy
avec
SCy = CyN SM3(R) et ACy = Cy N AM;5(R).

iii) Déterminer une base de SCy puis une base de ACy. En déduire une base de
Co puis une base de C.

iv) Trouver un carré magique de trace 27 dont toutes les entrées sont distinctes.

Exercice 15. Soit E [’espace des polynomes de degré au plus 3 sur R. Soient
f1, f2, f3 et fy les formes linéaires qui envoient P sur P(0), P(1), P'(0) et P'(1)
respectivement. Montrer que c’est une base de E. Déterminer la base de E dont
c’est la base duale.

Exercice 16. Soit A € M, (R) telle que A>+A~+1 = 0. Montrer que A est inversible.

Exercice 17. Soit N € M,(R) telle que N" = 0. Montrer que A := I + N est
inversible.

Exercice 18. Calculer A™ pour

1 -1
S
(On pourra chercher une relation linéaire entre les premiéres puissances de A, puis
chercher le reste dans la division de X™ par le polyndme correspondant)

Exercice 19. Méme question avec

—15 10 8
A= -8 6 4
—24 15 13
Exercice 20. Résoudre le systéme
Up+1 = Up — Up
Upt1 = Up+ 3vp

avec conditions initiales ug = 1 et vg = 2.

Exercice 21. Soit A € M,(R) telle que A> + A+ I = 0. Calculer det A. Méme
question avec A2 — A+ 1 = 0.

Exercice 22. Montrer que si n est impair, il n’existe pas de A € M,(R) telle que
A%+ 1 =0. Méme question avec A2 — \/2A+1 = 0.

Exercice 23. Montrer que si A € M,(C), alors det A = det A. En déduire que si
A, B € M, (R) satisfont AB = BA, alors det(A% + B?) > 0.
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Exercice 24. Montrer que si n est impair et A € M,(R) antisymétrique, alors
det A = 0.

Exercice 25. Calculer pour tout n > 2

0 0 a,
x R
A, =
0
0 0 = m
puLs
r 0 0 a,
0 0 = o
Ay, o o aq x
Exercice 26. Calculer
1+22 —x 0 0
- :
A, = 0 el el e 0
: .
0 o 00—z 1422
Exercice 27. Montrer que si P € R[X] est tel que deg P < n, et
P(x) - Pz +n)
A= : : )
P(x+n) --- Plx+n+m)
alors det A = 0. Calculer det B avec
0o .- n?
B=1]: :
n? - (n4+m)?

Exercice 28. Soient A\i,..., A\, et a # b firés. Calculer

A b b
A=| "

: b

a a A,

On pourra montrer que
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M+HX b+HX - b+ X
a+ X a+X N, +X

est un polynome de degré au plus 1, calculer A(—a) et A(—=b) et en déduire A = A(0).
Exercice 29. On considére, pour a € R, lapplication linéaire
fa : R[X]Sg, — R[X]Sg,P — P(X + a)

ainst que sa matrice M, dans la base canonique. Montrer que M, est inversible et
calculer M} pour n € §. On pourra d’abord remarquer que pour a,b € R, on a

fa+b = fa o fb-
Exercice 30. Montrer que f est un projecteur si et seulement si f est diagonalisable
et ses valeurs propres € {0,1}.

Exercice 31. Calculer le polynéme caractéristique de

1 -2 =2
0 2 1
1 1 0

Cette matrice est-elle diagonalisable ?



