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INTRODUCTION

L’objet de ce cours est d’introduire la notion de dérivée en toute généralité et d’analyser ses
différentes applications. A cette fin, nous allons d’abord rappeler et définir les structures et théorémes
fondamentaux qui permettent de faire de 1’analyse (applications linéaires, complétude, compacité,
espaces de Hilbert). Ensuite, nous nous consacrerons au calcul différentiel a proprement parler
(différentielle, formules de Taylor, extrema, inversion locale et applications a la géométrie).

Quelques références :

(1) Cours de Topologie de L3,

(2) Analyse fonctionnelle. H. Brézis,

(3) Eléments d’analyse fonctionnelle. F. Hirsch et G. Lacombe,
(4) Petit guide de calcul différentiel. F. Rouviere,

(5) Eléments d ‘analyse 1. J. Dieudonné.



1. ESPACES VECTORIELS NORMES : RAPPELS

Dans ce chapitre, nous allons étudier les espaces vectoriels normés sur K = R ou C. On verra
qu’il y a une différence fondamentale entre les espaces vectoriels normés de dimension finie et ceux
de dimension infinie, ces derniers intervenant la plupart du temps comme espaces de fonctions. Les
résultats de ce chapitre portant sur la dimension infinie peuvent étre considérés comme les premiers
rudiments d’analyse fonctionnelle. Dans tout ce chapitre, on travaillera sur des espaces vectoriels
réels ou complexes, i.e. ayant pour corps de base le corps K = R ou C.

1.1. Généralités.
1.1.1. Définitions. Dans un premier temps, rappelons les définitions de norme et d’espace vecto-
riel normé sur K.

Définition 1.1. Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une application de £ dans
R habituellement notée || || vérifiant pour tout z,y € F et tout A € K

i):
ii): (||z|| =0) = (z =0),
|z +yll < [lz] + vl

|Az|| = |\l ]|z]| (homogénéité),

iii):

(inégalité triangulaire).

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé est un couple (F, || ||) ou E est un espace vectoriel sur
K =R ouCet|| || est une norme sur F.

Proposition 1.3. Si (E, || ||) est un espace vectoriel normé alors d(x,y) = ||y — x|| définit une dis-
tance sur E. De plus, la topologie ainsi définie est compatible avec la structure d’espace vectoriel,
i.e. les applications

ExFEF—FE et KxFE—F
(x,y) >z +y (AN z) = A\

sont continues.

Démonstration. La continuité des deux applications ci-dessus vient des inégalités :

1" +¢) = (z+y)ll < 2" =zl + Iy — vl
et [INa' = Azl < [N = All2]| + [Al |2 — =[]

0
En remarquant ||z|| = d(0, x), on a aussi immédiatement la proposition suivante :
Proposition 1.4. La norme || || est une application 1-Lipschitzienne de (E, || ||) dans R :
Vo,y € B, (llyll = llzlll < lly —=|-
On rappelle également 1’équivalence (métrique) pour les normes.
Définition 1.5. Deux normes || || et || ||" sur un K-espace vectoriel £ sont équivalentes s’il existe

une constante C' > 0 telle que

Vo e B, C7H |zl < |zl < C'fl=].
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1.1.2. Exemples.

a): Sur K" les normes

n
Hpr=<Zlmp) <p<oo et ol = max o

i=1

B =

sont toutes équivalentes.

b): De méme si (£;, | |;)icq1,....n} est une famille finie de K-espaces vectoriels normés alors
les quantités définies par

1
n b
], = (Z I$i|f> , L<p<oo, ]l =max{lzli, i €{1,...,n}}
i=1

sont des normes sur [[I_, E; = &}, E;, toutes équivalentes.

¢): La quantité || f|| , = sup,cjoqy |f(t)| définit une norme sur les espaces F; ([0, 1]; K) et
C° ([0,1]; K) (de plus, la borne supérieure est un maximum pour les fonctions continues).
C’est la norme de la convergence uniforme sur [0, 1].

Plus généralement si (X, 7) est un espace topologique compact et si (E, || || ;) est un
espace vectoriel normé alors la quantité définie sur C°(X; E) par

1l = sup [|f(2) ]|z = max | f ()]
zeX z€

est la norme de la convergence uniforme sur X pour les fonctions a valeurs dans F.

-

d): Les quantités max;e(1,._x) ||f(i)Hoo et <Zf:1 Hf(i)Hio> 1< p < o0, sont des normes
équivalentes sur C* ([0, 1]; K).

e): La quantité || ]|, = fol |f(t)| dt est une norme sur C° ([0, 1]; K) et n’est pas équivalente
a la norme de la convergence uniforme || || . En effet, considérons la suite de fonctions
(fn)nen définie par f,(x) =1 — (n + 1)z pour z < m et f(z) = 0 pour z > —-.

Il

Il Moo

On a ||f,||,, = 1 tandis que || f,,||, = HLH de telle sorte que le rapport
uniformément minoré.

n’est pas

f): Pour 1 < p < oo on considere I’espace de suites

P(N;K) = {x = (Tn)nen, P |aal” < oo}

neN

et pour p = oo on prend [*°(N; K) = F(N; K). La quantité ||z||, = (X en \xn\p)% est
une norme sur [P(N;K) pour p < oo et pour p = oo on prend la norme de la conver-
gence uniforme || || _. Pour p < ¢ les espaces {?(N; K) et [(N; K) sont distincts mais on a
P(N; K) C 19(N; K) et les normes || [|,, et || ||, sur 7(N; K) ne sont pas équivalentes.
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1.2. Applications linéaires continues.

Proposition 1.6. Soit (E, || || ;) et (F, || || ) deux K-espaces vectoriels normés. Une application
linéaire f : E — F est continue si et seulement s’il existe une constante M > 0 telle que

Vo € B||f(@)lp < M|zl

Démonstration. Si f est une application linéaire continue de £ dans F/, il existe p > 0 tel que
la boule fermée de F, By (0, p), soit incluse dans f~* (B r(0,1)). Pour z € E \ {0}, le vecteur
IIwII x appartient a B g(0, p) d’ou

I = |7 ()|
[lll 5 HE 1]l
I1 suffit de prendre M = =~

Si on a la constante M alors on a

Yo,y € B, ([f(y) = F@)llp = 1y —2)llp < My —2lg
et I’application linéaire f est lipschitzienne. O

Corollaire 1.7. Toute application linéaire continue f : E — F' est lipschitzienne.

Une autre conséquence est qu’il n’y a pas de distinction entre équivalence topologique et métrique
pour les normes.

Corollaire 1.8. Deux normes sur un K-espace vectoriel E sont topologiquement équivalentes si
et seulement si elles sont métriquement équivalentes.

Démonstration. Deux normes sont topologiquement équivalentes si 1I’application Id est bicontinue.
Mais comme Id est linéaire cela entraine qu’elle est bilipschitzienne et donc que les normes sont
métriquement équivalentes. U

e Exemple. Exemple d’application linéaire non continue : Si on munit C° ([0, 1]; R) de la norme
I fll; = fol |f(t)| dt alors la forme linéaire f — f(0) n’est pas continue. En effet, en prenant la

méme suite de fonctions ( f,,)nen que dans I’exemple e), on a f,,(0) = 1 tandis que || f,,||, = n+1

Définition 1.9. Les normes || ||; et || || » étant fixées, on note L(E; F') I’espace des applications
linéaires continues de £ dans F. On appelle dual topologique de E et on note £’ = L(F;K)
I’espace des formes linéaires continues sur F.

[PACIIFS

=/l

Proposition 1.10. La quantité || f|| = sup, .
L(E;F).

= sup, =1 |/ (2)|| est une norme sur

Démonstration. L’égalité || f|| = 0 entraine f(z) = 0 pour = # 0 (et de plus f(0) = 0 car f est
linéaire). L’homogénéité et I’inégalité triangulaire s’obtiennent facilement :

Ml = sup [[Af(@)llp = [A] sup [If ()]l = [A[]If]

Jall =1 lall p=1
et [If+gll= suwp [[f(z)+g@)lp< suw [[f(@)lp+ sup [lg(x)]s
Jall p=1 lall =1 Jall p=1

< LA+ Tlgll-



On a des propriétés similaires pour les applications bilinéaires et méme multilinéaires (laissé en
exercice).

Proposition 1.11. Si (E1, || || z1), (E2, || || go) €t (F, || || z) sont trois K-espaces vectoriels normés,
une application bilinéaire © : Iy x E2 — F est continue si et seulement s’il existe une constante
M > 0 telle que

Vo,y € By X Ea, ||@(2,y)|lp < M |25 [yl g -

Démonstration. La démonstration est la méme que pour le cas linéaire. U

On termine avec une estimation de la norme de la composée de deux applications linéaires
continues.

Proposition 1.12. Si (E, || || z), (F, || [|z) et (G, || ||5) sont trois K-espaces vectoriels normés alors
pour f € L(E;F) et g € L(F;G) la composée g o [ appartient a L(E;G) etona ||go f|| <
gl LAl

Démonstration. 11 est clair que la composée g o f est linéaire et continue. De plus, pour z € F on
a:
lg o f(@)lle = llglf @)lle < Nglllf @)l e < gl A l2le

d’ou la majoration de la norme de g o f. 0

Remarque 1.13. Ce résultat dit en particulier que I’application :(f, g) — g o f est bilinéaire conti-
nue de L(FE; F) x L(F;G) dans L(E; G).

Définition 1.14. Si (A, +, .\, o) est une algebre sur K, on appelle norme d’algebre toute norme
|| || sur le K-espace vectoriel (A, +,.\) qui vérifie
VA, B e A, ||[AoB| <[ A]l|B]l-

On dit alors que (A, || ||) est une algébre normée.

De la Proposition 1.12, on déduit immédiatement

Proposition 1.15. Si (E, || || ;) est un K-espace vectoriel normé alorsC(E) = L(E; E) muni de
la norme || f|| = supyy -1 [|f ()| 5 est une K-algebre normée.

e Exemple. Dans M,,(K) toutes les normes ne sont pas des normes d’algebre. En effet ||(a;;)|| =
Max; je(1,..n} |ai;| est une norme sur M, (K) mais ne vérifie pas I’inégalité des normes d’algebre
pour n > 1: La matrice A qui a des 1 partout a pour norme ||A[| = 1letona

42|, = InAll o =n > 1= Al | All o -

En revanche les quantités
n n
max a;;| et max Qij
olagl et max 3oy

ie{l,...,n -
{ } 7j=1 =1

définissent des normes d’algebre sur M, (KK).



1.3. Compacité et conséquences dans les espaces vectoriels normés.

1.3.1. Rappels.

Définition 1.16. (Borel-Lebesgue) On dit qu’un espace topologique (X, 7) est compact s’il est
séparé et si de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un sous-recouvrement fini :

(X = UiEIOi) = (HJ C [, Jﬁni, X = Uie]Oi) .
Théoreme 1.17. Pour une partie A d’un espace métrique (X, d), les trois assertions sont équivalentes :

i): A est compacte.

ii): Propriété de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie de A admet un point d’accumula-
tion dans A.

iii): De toute suite (x,,)nen d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergeant dans

A.

1.3.2. Dimension finie, dim £ = n < co. On commence par un petit lemme.

Lemme 1.18. Si (ey, ..., e,) est une base de E et si on lui associe la norme
n
x| . = rie;||l = max |z
lzlle = || wies nax |l
=1 00

alors la boule unité fermée By (0, 1) est compacte.

Démonstration. L’isomorphisme d’espaces vectoriels : (z1,...,x,) € K" — Z?:I x;e; € I est
un homéomorphisme (et méme une isométrie bijective) de (K", || ||) sur (E, || ||..). On a sait que
la boule unité fermée de K" est compacte (un produit de compacts est compact et les segments de
K sont compacts), il en est de méme de son image B;(0,1) C E. O
Théoreme 1.19. Dans un espace vectoriel de dimension finie E, dim E =n < oo :

a): Toutes les normes sont équivalentes.

b): Pour toute norme, les compacts sont les fermés bornés

©): Si (F,|| || ) est un autre K-espace vectoriel normé (dimension quelconque), toute appli-
cation linéaire de E dans F' est continue.

Démonstration. 1) On prend (eq, ..., e,) une base de E et on lui associe la norme || ||, comme
dans le Lemme 1.18. Si || || désigne une autre norme sur F, on a pour x = z1e1 + - -+ + zp€, € E

n n
lzll < lzallledll < D lleall | llzlle = Cllll -
=1 =1

De plus, cette derniére inégalité dit également que Id est continue de (E, || ||.) dans (E, || ||).
Par conséquent, la norme || || : (E,| ||,,) — R4 est continue. Comme la sphere de rayon 1,
Sx(0,1) ={z € E, ||z||,, = 1} estuncompactde (£, || || ) (partie fermée du compact B (0, 1))
et comme la fonction continue || || y est strictement positive, il existe § > 0 tel que

Vo € Seo(0,1), ||z]| > 0.
8



Pour x € Enonnul on a HWH > ¢ et on en déduit

Ve e E, d|zll, <zl < Ozl -

2) Comme toutes les normes sont (métriquement) équivalentes, les propriétés de compacité et de
fermé borné ne dépendent pas de la norme. Or, les compacts de (E, || ||_) sont les fermés bornés
de (B, |-

¢) Si f est une application linéaire de E dans F', on a

@)= | Dome ||| < Do) Izl
i=1 F i=1

et on conclut avec I’équivalence des normes. U

Remarque 1.20. La premiere assertion a la conséquence pratique suivante. Quand on veut faire un
raisonnement topologique, utiliser la continuité, passer a la limite, . ..dans un K-espace vectoriel
de dimension finie, il n’est pas nécessaire de préciser la norme. On le fait quand vraiment on veut
calculer ou majorer tres précisément une certaine quantité.

Corollaire 1.21. Si E est un K-espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les formes
linéaires sont continues.

Remarque 1.22. L’exemple 1.2 montre que cela n’est plus vrai en dimension quelconque.

Corollaire 1.23. En dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé.

1.3.3. Dimension infinie. Soit (E;|| || ;) un K-espace vectoriel normé de dimension quelconque.
Nous commencgons par donner une généralisation du Corollaire 1.23 qui repose sur la compacité
en dimension finie.

Proposition 1.24. Tous sous-espace vectoriel de dimension finie F est un fermé de (E. || || z).

Démonstration. L espace vectoriel normé (F, || || ;) est de dimension finie. Ses fermés bornés sont
donc compacts. Si (z,)nen est une suite de F' qui converge dans F, lim,, ,., z, = lp € E, elle
est bornée dans (£, || || ;) et donc dans (£, || || ;). On peut donc extraire une sous-suite (Z,, )xen
qui converge dans F', limy_, z,, = lp € F. Comme E est séparé, on a lp = lim, .oz, =
limy_,o x,, = lp € F et ce pour tout suite de I ayant une limite [; dans E. F' est fermé. L]

Le résultat suivant dit que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé n’est jamais com-
pacte en dimension infinie.

Théoreme 1.25. (Riesz) Si (£, || || ;) est un K-espace vectoriel normé, on a équivalence entre :
a): By (0, 1) est compacte.

b): E est de dimension finie.

Démonstration. a)<=b) : Déja fait.

a)=b) : On note B = By(0,1). La famille (B(z, %))me » donne un recouvrement fini d’ouverts

de B. Si B est compacte, il existe n € N, zy,...,2, € B tels que B C U ,B(x;, %) On
9



note /' = Vect (x;, 1 <i < n) I’espace vectoriel engendré par ces z;. C’est un sous-espace de
dimension finie donc un fermé de E. De plus, I'inclusion précédente donne

1 1 1 1
BCF+-BCF+-|(F+-B|=F+-B
CF+5BC +2( +2) +7

et par récurrence B C F' + Z%B pour tout n € N. Autrement dit, si x € B on peut trouver z,, € F’
tel que d(z, z,) = ||z — z,|| < 57. Onadonc d(z, F) = 0 ce qui entraine = € F et, puisque F est
fermé, x € F'. Dans ce cas FE tout entier est inclus dans F' qui est de dimension finie. 0

10



1.4. Exercices.
Exercice 1. Soit L 1’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] a valeurs dans R.
(1) Montrer que I’application
N f o N =170+ sup LT
o<e<y<t |2 =y

est bien définie sur L et qu’elle y définit une norme.

(2) Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € L :
[ flloc < eN(f).
(3) Existe-t-il une constante ¢’ > 0 telle que pour tout f € L :
N(f) <l flls 7

Conclure.

Exercice 2. Soit £ I’ensemble des fonctions lipschitziennes de R dans R. On définit, pour f € L,
flx) = fly
£ ]lLip = sup M
T#yY |£L’ - y|
(1) Soit f € L, positive (et non nulle). Montrer que, pour tout z > 0, on a :
f(x)

T+ T rr—
F@) < 20 f i / T f )y,

(2) Montrer que, si f € LN L'(R), alors f € L>=(R) et f tend vers 0 a I’infini.
(3) Montrer que, sur £ = £ N L'(R), 'application || - ||, définit une norme.
(4) Montrer que, pour tout f € F,ona:

[ flloe < 1f 121 + 1 lLip-

(5) Les normes || - || et || - [[z1r) + || - ||Lip sont-elles équivalentes sur £ ?
(6) Les normes || - ||Lip et || - [[z1r) + || - ||Lip sont-elles équivalentes sur £ ?
(7) Les normes || - || 1wy et || - |[z1®) + || - ||Lip sont-elles équivalentes sur £ ?

Exercice 3. Démontrer que dans tout espace normé on a, pour z # O ety # 0 :

x oy HSQI
- llyl

Exercice 4. Soit £/ un evn et H le noyau d’une forme linéaire non nulle «. Montrer que pour tout
acb:

d(a, H) = |7““|§LCLH)|
11



Exercice 5. Sur I’espace de Banach E = C°([0, 1]), on considere la forme linéaire T : f ~ f(0).
Montrer que 7" est continue vis-a-vis de la norme || - ||, mais non continue pour la norme || - ||;.

Exercice 6. Soit G un evn et F' un sous-espace strict. Montrer qu’il existe u € G tel que : ||ul| = 1
etd(u, F) > 1.

Exercice 7. Opérateurs compacts. Soient £ et I deux evn sur K. On dit que T' € L(FE, F') est
compact si T'(Bf(0, 1)) est relativement compact dans F.

(1) Montrer que tout opérateur de rang fini est compact.

(2) Montrer que I’ensemble IC( £, F') des opérateurs compacts est un sous-espace vectoriel de
L(E,F).

(3) Montrer que la composée (a droite et a gauche) d’un opérateur compact et d’un opérateur
continu est un opérateur compact.

(4) Soit T" un opérateur compact de F dans E. Montrer que ker(ld — 7") est de dimension finie
et que (I — T') est fermée.

(5) Soit T" un opérateur compact de £ dans F injectif. Montrer que (I —7") = E. On raison-
nera par I’absurde en introduisant F,, = &(ld — 7). On montrera que £, est fermé, que
la suite (F),) est décroissante et que F,, # F, 1. On conclura avec I’exercice précédent.

Exercice 8. Dual de [?(N). Pour p € [1, +00[, on note :

I’(N) = {(mn)neN : Z |z, P < +oo} )

n=0

On définit ¢ par :

Pour y € {9(N), on pose, pour z € [P(N) :

+o0
() = anyn.

n=0

(1) Montrer que pour tout y € [9(N),ona: ¢, € (I"(N)) .

(2) Montrer que ¢ : y — ¢, est linéaire et isométrique de [?(N) a valeurs dans ({”(N ))/

Soit L € [P(N)'. On pose y,, = L(ey,).
(3) Pour p = 1, montrer que (Y, )nen € (*°(N).
(4) Pour p €]1,+o0], on pose : z,, = |y,|? " sgn(y,). Montrer que pour tout N > 0 :

N N
> 1yl < I gy | D wn
" n=0

(5) En conclure que :

N 1-1/p
(Z |yn|q> < ||L||lP(N)"
n=0

12



(6) En déduire que y € [9(N).

(7) Conclure que ¢ est surjective.

13



2. THEOREMES DE HAHN-BANACH : COMPLEMENTS

2.1. Théoreme de Hahn-Banach analytique.

2.1.1. Rappel du lemme de Zorn. On rappelle si (P, <) est un ensemble ordonné et si ) C P,
alors ¢ € P est un majorant de () si pour tout a € (), on a a < c. On dit que m € P est maximal
si pour tout z € P, m < z implique m = z. Un ensemble est dit inductif si tout sous-ensemble
totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme 2.1. Tout ensemble ordonné inductif et non vide admet un élément maximal.

2.1.2. Enoncé et preuve du théoréme.

Théoreme 2.2. Soit p : E — R une application vérifiant :

(2.1) p(Az) = Ap(z), Vz e E V>0,

2.2) plz+y) <plx) +ply), Vryeck.

Soit G C E un sous-espace vectoriel et soit g : G — R une application linéaire telle que :
g(x) <p(z), Vred.

Alors, il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g et telle que :
f(z) <p(x), VrekE.

Démonstration. La preuve utilise fondamentalement le lemme de Zorn. Soit P ’ensemble des
prolongements linéaires & de g tels que h(z) < p(z) pour tout z € D(h). P est muni de la relation
d’ordre notée < :

hy < hy < hy prolonge h;.
P est non vide puisque g € P. Vérifions que P est inductif. Soit ) = (h;);c; un sous-ensemble de
P totalement ordonné. Montrons qu’il est majoré. On définit I’application linéaire A par :

D(h) = UierD(h;) et h(z) = h;(z), pour z € D(h;).
h est bien définie. En effet, si ¢ # j, on a par exemple h; < h; et donc h;(z) = h;(z) pour
x € D(h;) C D(h;). Par définition on a aussi h(z) < p(x) pour tout z € D(h).

Le lemme de Zorn assure donc I’existence d’un élément maximal pour P. Notons f un tel
¢lément et montrons que D(f) = E. On raisonne par I’absurde en supposant que D(f) ¢ E. Soit
xo ¢ E.Posons D(h) = D(f) @ Rz et introduisons :

h(x + tzg) == f(x) + ta,

ou o € R est une constante a choisir convenablement. Ona: f < h.Iln’y a plus qu’a vérifier que :
f(z) +ta < p(x + txy).

Par hypothese, on est réduit a le montrer pour ¢ = £1, c’est a dire :

sup (f(y) —ply —x0)) <a < inf (p(z+x0) — f(2)).
yeD(f) 2€D(f)

Un tel choix est possible puisque, par hypothese, pour tous x,y € D(f),ona:
f(y) = ply — x0) < p(x + x0) — f(2).

On a donc construit un prolongement strict de f majoré par p. C’est contradictoire. U
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Corollaire 2.3. Soit G un sous-espace vectoriel de E et g une application linéaire continue. Alors,
il existe f € L(E,R) telle que f prolonge g et vérifiant :

Iflleem = ll9llcem:
Démonstration. 11 s’agit d’appliquer le théoréeme de Hahn-Banach avec p(z) = |||l o r)l|z|l. O
Corollaire 2.4. Pour tout xy € FE, il existe fy € L(E,R) telle que :
1 foll e,y = llwoll et f (o) = [|zoll*.
Démonstration. 11 suffit d’appliquer le corollaire précédent a g(txg) = t||zo]|* avec G = Rzy. [

Corollaire 2.5. Pour toutx € E,ona:

I = su I)|l = max x)|.
ol = sup 1) = max |7(z)
lflI<1 <1

Démonstration. Pour x = 0, c’est clair. Pour x # 0,ona: sup |f(z)| < | z|. De plus, il existe
FEL(ER)
I7l<1

fo € L(E,R) telle que || fo| = ||z]|| et fo(x) = ||z]|*>. On pose fi = |||~ fo et le résultat en
découle. O

2.2. Théoreme de Hahn-Banach géométrique.

Définition 2.6. Un hyperplan affine de E est un ensemble de la forme :
H={xze€E: f(x)=a},

ou f € L(F,R) est non identiquement nulle et o € R.

Proposition 2.7. Un hyperplan d’équation f(x) = « est fermé si et seulement si f est continue.

Démonstration. Si f est continue, alors I’hyperplan f(z) = « est clairement fermé.

La réciproque demande un peu plus de travail. Supposons que I’hyperplan f(x) = « est fermé.
Le complémentaire de H est donc un ouvert non vide de E. Soit xqg € F \ H. On peut supposer
que f(zg) < a. Soitr > 0 tel que B(xp,7) C X \ H;onaalors: f(z) < a.

Sionavaitz; € B(xg,r) tel que f(z1) > «, on considérerait le segment z; = (1—t)xo+tx,t €
[0, 1]. On aurait f(x;) # «a pour t € [0, 1]; c’est absurde puisque f(z;) = « pour t = %

On en déduit que f(zo + rz) < a pour z € B(0, 1).

U
Définition 2.8. On dit que I’hyperplan f(z) = « sépare A et B C F au sens large si f(z) < «
pour tout z € Aet f(x) > « pour tout x € B. On dit que ’hyperplan f(z) = « sépare A et
B C F au sens strict s’il existe ¢ > 0 tel que f(z) < a — e pourtout x € Aet f(x) > o+ ¢ pour
tout v € B.

Lemme 2.9. Soit C' un convexe ouvert de E avec 0 € C'. Pour tout x € FE, on pose :
p(z) =inf{a >0:a 'z € C}.
Alors, p vérifie (2.1) et (2.2) et il existe M tel que 0 < p(z) < M ||x| pour tout x € F et :

C={zxe€FE px) <1}
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Démonstration. p vérifie (2.1) trivialement. Il existe 7 > 0 tel que B(0,7) C C de sorte que
p(a) <r el

Siz € C, alors (C est ouvert), pour un certain e > 0, (1+¢)x € C'etdonc p(z) < (1+¢)~! < 1.
Inversement, si p(x) < 1, on déduit I’existence de ag € (0, 1) tel que ay 'z € C. On écrit alors
z=ag(ag'z) + (1 — )0 € C.

Il reste a vérifier (2.2). Soient z,y € Fete > 0.On a: p(%)ﬁ
caractérisation de C' et (2.1). Par convexité, on en tire, pour ¢ € [0,1] :

eCet]mECparla

x y
tm‘f‘(l—t)méc

On prend alors :
p(z) +¢

@ e 1 2

et on trouve :
r+y

O e

U

Lemme 2.10. Soit C' un convexe ouvert non vide et xo € E \ C. Alors il existe f € L(E,R) telle
que f(z) < f(xo) pour tout x € C. Ainsi, I’hyperplan f(x) = f(xq) sépare C et {xo} au sens
large.

Démonstration. On peut toujours supposer que 0 € C'. Soit p la jauge de C'. On introduit G = Rx,
avec xo ¢ C et on pose :

g(txg) =t.
Pour ¢ > 0, on remarque que :
t = g(tzo) < p(tzo) = tp(wo).

Sit <0, on a trivialement : ¢ < p(tx,). Ainsi,on a:

g(x) <p(x), Vzred.
Il existe ainsi f € L(E,R) qui prolonge g (donc f(zg) = 1) et telle que :

flz) <p(x), Veelk.
Ona: f(z) < 1pourz € C. O

Théoreme 2.11. Soient A, B C E deux convexes non vides et disjoints. On suppose que A est
ouvert. Alors, il existe un hyperplan fermé H qui sépare A et B au sens large.

Démonstration. On pose C' = A — B. C est encore convexe et 0 ¢ C. C est ouvert. Il existe donc
f € L(E,R) telle que f(z) < 0 pour z € C. Cela signifie que :

flx) < fly), VreAyeB.
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Lemme 2.12. Soient A, B C E non vides, convexes et disjoints. On suppose que A est fermé et
que B est compact. Pour € > 0, on pose :

A. = A+ B(0,e), B.= B+ B(0,¢).
Alors, A, et B, sont ouverts et non vides et Alors, pour ¢ > 0 assez petit, on a :
A.NB. = 0.
Démonstration. Le fait que A, et B, soient ouverts est un fait élémentaire. Supposons qu’il existe
e, — 0 telle que A., N B., # 0. 1l existerait alors deux suites a,, € A et b, € B telles que
ap + 1y = b, + 7, avec ||r,]| < &, et ||F,]| < e,. Comme B est compact, quitte a extraire une

sous-suite de b,, on peut supposer que b,, tend vers b € B. Alors, a,, tend vers b et comme A est
fermé, on en déduit que b € A. C’est une contradiction. U

Théoreme 2.13. Soient A, B C E non vides, convexes et disjoints. On suppose que A est fermé et

que B est compact. Alors, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Démonstration. Pour € > ( assez petit, on peut trouver un hyperplan fermé qui sépare A, et B. :
flat+ez)<a< f(b+ez),Vae AVbe B,Vz € B(0,1).

Il vient :
fla) +ell fll < o < £(b) —<ll Il
L’hyperplan f(z) = « convient. O
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2.3. Exercices.

Exercice 1. Soit £ un evn de dimension finie et V' un sous-espace vectoriel. Soit f une forme

linéaire sur V.

(1) Si E est muni de la norme euclidienne, montrer qu’on peut prolonger f a £ en une forme
linéaire de méme norme.

(2) On suppose que || f|| = 1. Soit u € E. Montrer qu’il existe un réel a tel que :
fl@)=lle—ul| <a< fly)+lly—ul, VryeV
(3) Soitu ¢ V. On pose :
g(x +tu) = f(x) + ta.
Montrer que g prolonge f a V' @ Ru et que ||g|| = || |-
(4) Conclure.

Exercice 2. Soit £ un evn. Soit x € E, non nul. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue
ftelle que || f]| = 1et f(z) = [l].

Exercice 3. Soit £ un evn. Soit ey, - - - , ¢,, une famille libre de vecteurs de norme 1. Montrer qu’il
existe n formes linéaires continues f, - - - , f,, telles que f;(e;) = d;;. Si E est de dimension infinie,
que dire de L(F,R) ? Réciproque ?

Exercice 4. Soient £/ un evn et x, y € E distincts. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue

f telle que f(x) # f(y).

Exercice 5. Soit F' C E un sous-espace vectoriel tel que ' # E. Montrer qu’il existe f € £(E,R)
non nulle telle que f(x) = 0 sur F'. Reformuler ce résultat en un critére pour établir la densité d’un
sous-espace.

Exercice 6. Soit F un espace de Banach. Soit (u,,) une suite telle que (f(u,)) converge pour toute
f € L(E,R). La suite (u,,) converge-t-elle ?

Exercice 7. Soient E un espace vectoriel normé et £ son dual topologique. Etant donné un sous-
ensemble A de F, on définit son orthogonal dual par

At ={pc E';Vrc A ¢(x)=0}.
(1) Montrer que si A C B C E, alors B+ C A*. Que vaut £+ ?
(2) Montrer que AL = (Vect(A))" et que A+ est un sous-espace vectoriel fermé de E.
Pour une partie C' de E’, on introduit
L0={2cEVpecC ¢(x)=0}.
3) Ecrire et démontrer les propriétés duales des questions (1) et (2).

(4) Soit F un sous-espace vectoriel de . Montrer que F' C +(F*). En utilisant le théoréme
de Hahn-Banach, montrer I’inclusion réciproque.
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3. ESPACES COMPLETS : RAPPELS

3.1. Suites de Cauchy, espaces métriques complets, exemple fondamental.

3.1.1. Suites de Cauchy.

Définition 3.1. On dit qu’une suite (z,),eny d’un espace métrique (X, d) est de Cauchy si elle
vérifie
Ve >0, AN, € N, Vm,n > N, d(x,,,x,) < €.

Proposition 3.2. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Démonstration. 1l existe Ny tel que : Vm,n > Ny, d(z,, x,) < 1. En particulier, on a pour n >
Ny, d(xy,zN,) < 1eten posant M = maxg<y, d(zx, Tn,)

Vn € N,d(zp, zn,) < max{M,1}.

L’argument suivant est trés commode.

Proposition 3.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente converge.

Démonstration. Soit (z,,),en une suite de Cauchy de (X, d) telle que limy,_, o ,, = € X. Pour
e > Oilexiste N. € Netk. € N tels que

(vm,n > N, d(zpm, 20) < %) et <Vk > ke, d(wn, 1) < g) .
On prend N! = max{N.,ny_} et on a pour n > N!
d(xn, 1) < d(zy, T, ) + d(zn, 1) <.

Ainsi,on a : lim,, oo z,, = [. O

3.1.2. Espace métrique complet. On commence par un résultat assez simple

Proposition 3.4. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (z,),en une suite de (X, d) telle que lim,, o, x, = [ € X. Pour e > 0, il
existe N, € N tel que d(zy,[) < § pourn > N.. On a alors :

VYm,n > N, d(xpm,x,) < d(xp,, ) +d(l,z,) <e

et la suite est de Cauchy. U

Un espace métrique complet est un espace métrique ou la réciproque est vraie.

Définition 3.5. On dit que 1’espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.
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3.1.3. Exemple fondamental.

Théoreme 3.6. R est complet.

Démonstration. Soit (x,,),en une suite de Cauchy de R. Elle est bornée : Vn € N, |z,,| < M. On
peut donc extraire une sous-suite qui converge dans R (puisque [— M, M| est compact). Mais alors
la Proposition 3.3 donne la convergence de toute la suite.

O

Remarque 3.7. On peut faire une démonstration sans utiliser 1I’argument de compacité et en re-
venant a la propriété de la borne supérieure de R. Il suffit pour cela de montrer que les suites
Yn = infp>, 1, et 2z, = sup,-,, T, sont des suites adjacentes.

e FExemple. QQ n’est pas complet. On peut approcher un irrationnel » € R \ Q par une suite de

rationnels x,, = ’qﬁ. La suite (x,,)nen est de Cauchy dans R et donc dans Q. Elle ne converge pas

dans Q puisque € Q.

3.1.4. Un autre exemple.

Théoreme 3.8. Si X est un ensemble et (X', d') est un espace métrique complet, alors F,( X; X')
muni de la distance d, de la convergence uniforme est complet.

Démonstration. Soit ( f,,)nen une suite de Cauchy de (F(X; X'), dy) :
Ve >0, AN. € N, Vm,n > N_, supd'(fn(2), fm(x)) < e.

zeX

En particulier, pour z € X, la suite (f,(z))nen est de Cauchy dans (X', d’) qui est complet et
admet donc une limite dans X’ que I’on note f(z).

On a ainsi défini une fonction f : X — X'. Vérifions qu’elle est bornée sur X. Il existe N; € N
tel que doo(fny, fn) < 1 pour tout entier n > N;. On a alors pour 3o € X' (on note également ¥,
la fonction constante X — X’ associée) :

Vo € X, Vn > Ny, d'(yo, fu(z)) < d'(yo, fv, () + 1 < doo(yo, foy) + 1
et en prenant la limite n — oo (pour z € X fixé) on obtient :
vz € X, d'(yo, f(2)) < doo(yo, fr,) + 1
et f € Fp(X; X').

Vérifions enfin que la suite (f,),en converge vers f dans JFp(X; X') pour la distance de la
convergence uniforme d... Pour ¢ > 0 et x € X, on a 'inégalité d'(f,(z), fm(x)) < € pour
m,n > N.. On prend la limite m — co a x € X fixé et on obtient

Ve e X, Vn> N, d(fu(x), f(x)) <e,
ce qui s’écrit aussi, puisque N. ne dépend pas de x, do (fn, f) < €. Ainsi,ona:
lim dy (fn, f) =0
n—oo

et la suite (f,,)nen converge dans (Fp(X; X'), dy). O
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Remarque 3.9. La démonstration ci-dessus procede d’une méthode assez générale pour établir la
complétude d’un espace métrique : 1) Identifier une limite possible pour la suite de Cauchy (sou-
vent en utilisant un résultat de complétude connu et en faisant intervenir une topologie mieux
connue) ; 2) Vérifier que 1’éventuelle limite est bien dans ’ensemble 3) Vérifier que la suite
converge bien vers cette limite pour la distance de départ. Pour 2) et 3) il faut bien faire atten-
tion aux dépendances par rapport a € (et z € X pour des espaces de fonctions) et travailler avec
des inégalités larges (plus facile pour passer a la limite).

3.2. Propriétés des espaces complets.

3.2.1. Fermés de complets.

Proposition 3.10. Dans un espace métrique complet (X, d), les sous-espaces complets sont les
fermés.

Démonstration. Soit F' une partie d’un espace métrique complet (X, d).

Supposons F' fermé. Si (,)nen est une suite de Cauchy de (F, d), c’est une suite de Cauchy
de (X, d). Elle admet donc une limite dans X. Mais comme F' est fermé cette limite appartient a
F.

Supposons (F, d) complet. Si une suite (z,),en de F' admet une limite [ € X, alors elle est
de Cauchy dans (X, d) et donc dans (F,d). Comme (F,d) est complet elle converge dans F' et
comme (X, d) est séparé cela entraine [ € F'. F' est fermé.

O

Corollaire 3.11. Si (X, T) est un espace topologique et (X', d’) est un espace métrique complet,
Pespace C)(X; X') des fonctions continues bornées de X dans X' muni de la distance d., de la
convergence uniforme est complet.

Démonstration. C’est une partie fermée de I’espace métrique complet (F,(X; X'), dw, ). Il est donc
complet. U

Corollaire 3.12. Soit (X, d) un espace métrique. Une intersection quelconque de sous-espaces
complets est complete.

Démonstration. L'intersection N, F; est une intersection de fermés donc un fermé de 1’espace
complet (F;,, d). C’est un complet. O
3.2.2. Union de complets et complétude des compacts. Pour ces deux cas, la complétude s’ obtient
en montrant la convergence d’une sous-suite d’une suite de Cauchy.

Proposition 3.13. Soit (X, d) un espace métrique. Une union finie de sous-espaces complets de
(X, d) est complete.

Démonstration. Soit (A;);cq1,. vy une famille finie de parties completes de (X, d). Si (2 )nen
est une suite de Cauchy de (X, d), il existe ip € {1,..., N} et une sous-suite (x,, )ren telle que
Tn, € A;, pour tout k € N. Dans ce cas la sous-suite (x,, )xen est une suite de Cauchy de (A;,, d)
qui est complet. On a trouvé une sous-suite convergente et on conclut avec la Proposition 3.3. [

Proposition 3.14. Tout espace métrique compact est complet.
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Démonstration. Soit (x,,)nen une suite de Cauchy d’un espace métrique compact (X, d). On peut
en extraire une sous-suite qui converge dans (X, d) et on conclut avec la Proposition 3.3. U

3.3. Produit d’espaces complets.

Proposition 3.15. Un produit fini ou dénombrable d’espaces métriques complets est complet.

Démonstration. Le cas fini a déja été traité dans le Théoreme 3.8 puisque pour les produits finis
convergence simple (topologie produit) et convergence uniforme coincident. Il reste a traiter le cas
dénombrable. Soit (X,,, d,,)nen une suite d’espaces métriques complets. On note d la distance sur
[1,,en X donnée par

(o g) = Yo olina o)

pour laquelle la topologie associée est la topologie produit. Soit (z*),cy une suite de Cauchy de
(IT,cxy Xn.d). Pour n € N fixé et k,! € N assez grands, on a d,,(zF, z!) < 2dtal) - Ajnsi

nyn 1-2nd(xk zt)
la suite (2%),cn est de Cauchy dans (X,,, d,,) et donc converge dans X,,. Ainsi la suite (z¥)gen
converge pour la topologie de la convergence simple dans [], X, mais cette topologie n’est
rien d’autre que la topologie associée a d. U

e Exemple. Ainsi R", C", M, (R), M,,(C), tous les espaces vectoriels normés de dimension finie
et leurs parties fermées sont des espaces métriques complets. Si on met la distance d sur RN comme
ci-dessus, c’est un espace métrique complet mais cette distance n’est pas associée a une norme.

3.4. Espaces de Banach. On travaille avec le corps K = R ou C.

Définition 3.16. On appelle espace de Banach un K-espace vectoriel normé complet.

On a vu au paragraphe précédent la
Proposition 3.17. Les K-espaces vectoriels de dimension finie sont des espaces de Banach.

Proposition 3.18. Si (X, T) est un espace topologique et (E., || || ;) est un espace de Banach alors
Fo (X5 X') et C)(X; X') munis de la norme de la convergence uniforme || f|| ., = sup,ex || f ()|l
sont des espaces de Banach.

Démonstration. Déja fait avec le Corollaire 3.11). II suffit de prendre (X', d') = (E, || ||z)- O

o Exemple. L'espace C° ([—1,1]; R) munide || || estun espace de Banach. Enrevanche C° ([—1,1]; R)
muni de la norme || ||; n’est pas complet. On prend la suite (f,,)nen donnée par f,(x) = 1 pour
x <0, fu(x) =1—(n+ 1)z pourd <z < - et f(z) = 0pour = <z < 1.
On a alors
A T A
n — Jmll1 = n\T) — Jm\X U <€
! . 2(n+1) 2(m+1)

pour m,n > !, La suite (f,)nen est de Cauchy mais ne peut pas converger dans C° ([—1, 1]; R)
pour la norme || ||,. Une fonction qui vaut 1 sur [—1,0[ et O sur |0, 1] n’est pas continue.

La complétude d’un espace vectoriel normé est tres utile pour étudier la convergence des séries.
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Définition 3.19. Dans un K-espace vectoriel normé (E, || || ;) on dit qu'une série ) _ @, est
absolument convergente (ou normalement convergente) si >, |||z < +o0.

Dans la définition ci-dessus on ne dit pas que la série converge mais que la série des normes
converge. La convergence de la série est éventuellement une conséquence du

Théoreme 3.20. Un K-espace vectoriel normé (E, || || ;) est un espace de Banach si et seulement
si toute série absolument convergente converge dans E,

Y lzallp <o) = (D z.€E

neN neN

Démonstration.

Supposons (E, || || ;) complet. Soit (z,,),cn une suite de E telle que >, ||y ||z < co. Alors
les sommes Sy = an ~ Tn, Vérifient pour M > N

M

M
1Sy = Svllp =1 D> | < D lzally.

n=N+1 E n=N+1
Ainsi, la suite (Sy) yoy de Cauchy dans (£, || ||) et donc converge.
Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit (,,),cn une suite de Cau-
chy de (E, || ||5). On peut extraire une sous-suite (2, )yen telle que : Vk € N, ||zy,,, — 2, || <

27% (il suffit de prendre n;, = N,-+). On pose alors uy = Ty, — T, pour k € Net la
série D, Ui est absolument convergente donc converge dans (£, || || ;) par hypothése. Or on

ATn,,, — Tny = Z?:o u; et on en déduit que la sous-suite (z,, )reny converge dans (E, || || ). Avec
la Proposition 3.3 on obtient lim,, o z, = Ty, + > peN Uk O

3.5. Applications.

3.5.1. Un exemple avec les séries. On munit M,,(K), K = R ou C, d’'une norme d’algébre (par
exemple || Al = max)x)_—1 [|AX]| ).

Proposition 3.21. Si f(z) = >
alors la série f(A) =

nen Cn2" est une série entiere de rayon de convergence R > 0,
nen CnA™ converge dés que ||Al| < R.

Démonstration. Puisque || || est une norme d’algébre, on a pour n € N, ||¢, A™|| = |c.| [|[A™]| <
o] |A[]". Pour [JA]] < R, ona el [|All" < +oo et lasérie f(A) = > ycnA” est
absolument convergente donc convergente. U

e Exemple. Pour A € M, (K) on peut définir ', ¢4, cos(tA),...et pour ||A]| < 1 (|| || norme
d’algebre), (Id + A) "' et In(ld + A).

3.5.2. Prolongement.

Théoreme 3.22. (Théoréme de prolongement) Soit (X, d), (X', d") deux espaces métriques, avec
(X', d') complet et soit Y C X. Siune application f 1Y — X' est uniformément continue et si’Y
est dense dans X, alors f admet un unique prolongement par continuité f : X — X'
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que pour tout x € X la limite lim, ,, f(y) existe dans
yey

X'. Comme (X,d) est un espace métrique on peut utiliser les suites (y,)n,en de Y telles que
lim, 0 ¥ = € X. Une telle suite est nécessairement de Cauchy dans (X, d) et donc dans(Y’, d).
Comme f est uniformément continue, la suite image (f(y,))nen est de Cauchy dans (X', d’) qui
est complet. Par conséquent cette suite image (f(yy))nen converge dans (X', d’) et ce pour toute
suite (¥, )nen de Y convergeant vers z. On vérifie enfin I'indépendance de la limite par rapport au
choix de la suite.

0

Comme on sait que les applications linéaires continues sont nécessairement lipschitziennes et
donc uniformément continues, la version du théoréme ci-dessus dans les espaces vectoriels normés
est

Corollaire 3.23. Si (£, || || ;) est un espace vectoriel normé, (F, || || ) est un espace de Banach
et si D est un sous-espace vectoriel dense de E, toute application linéaire continue (D, || || ;) —
(F, || || z) se prolonge en une application linéaire continue de (E, || || ;) dans (F, || || ).

e Exemple. Lintégrale définie de C°([0,1];R) dans R, fol f(t) dt est continue quand on munit
C°([0,1]; R) de la norme || ||,. Comme C°([0,1];R) est dense dans (L*([0,1];R), ] ||,) qui est
complet (cf. Cours d’Intégration). Elle se prolonge de maniere unique en une application linéaire
continue 2 L' ([0, 1]; R).

3.5.3. Point fixe des applications contractantes.

Théoreme 3.24. (Picard) Soit (X, d) un espace métrique complet. Si 'application f : X — X
est une application contractante

Ve,y € X, d(f(y), f(z) < adly,z), a<l,

alors elle admet un unique point fixe v € X, f(x) = x. De plus toute suite récurrente donnée par
Tnr1 = f(x,) et 1y € X converge géométriquement vers x

Vn € Nyd(z,, z) < d(zg, z)a".

Démonstration. 1) Unicité : Supposons que x1, x5 € x soient deux points fixes de f. On a alors

d(w1,29) = d(f(22), f(21)) < ad(wz, 11).

L'inégalité (1 — a)d(z1, x2) < 0 avec o < 1 entraine xo = 7.
2) Existence : On va construire 2 par une méthode d’approximation successive. On considere une
suite récurrente donnée par x,,.1 = f(x,) avec xg € X. Pour m,n € N on a en supposant n > m

Aapzn) € 3 d(zerm) = 3 d [F(@). FH(an)]

La propriété de contraction avec o < 1 donne
d [fk(xl)v fk(ﬁo)} <ad [fk_l (z1), f*! (fo)} < oa¥d(z1, 7o)

puis

n—1 m

a
d(zy, 2m) < Z aFd(xy, 1) < md(:pl,xo).

k=m
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Pour ¢ > 0, on prend N, > ln((lfo‘lf(g(xo’“)) et on a pour m,n > ¢, d(x,,r,) < . La suite

(n)nen est de Cauchy dans (X, d). Elle admet une limite x € X qui doit vérifier puisque f est
continue f(x) = .
3) Convergence géométrique : Pour une suite récurrente donnée par =, = f(x,)etzo € X ona

Vn € N, d(z,,x) = d[f"(x0), ["(z)] < a"d(z0, )

et la convergence vers x est géométrique de raison a. U

3.5.4. Théoreme d’Ascoli.

Lemme 3.25. Tout espace métrique précompact et complet (E, d) est compact.

Démonstration. Soit (x,,) une suite de (£, d). Montrons que (z,) converge. Puisque (F,d) est
précompact, il existe ay € E et une sous-suite (2, (,)) tels que :

1
m@o(n) € B (Clo, 5) .

Or, B (ao, %) est encore précompact de sorte qu’on peut extraire de nouveau une sous-suite telle

que :
1 1
Tppopr(n) € B (ao, 5) NB <a1, Z) .

k
1
Lipgoproopk(n) € ﬂ B (aj7 F) .

=0

Par récurrence, on trouve

On pose (n) = g 0 @1 0 -+ 0 Y, (n). La suite (2y,)) est extraite de (x,) etona:

~ 1
Tyn) € ﬂ B (aj, ﬁ) .
=0

Soient n > m. On a

p
AT y(n), Tyom) < 5oy

si bien que (xy(,)) est de Cauchy. L’espace (£, d) “tant complet, cette sous-suite converge. O

Théoreme 3.26. Soir (X, T) un espace topologique compact et (E,d) un espace complet. Pour
qu’une partie A C C(X, E) soit relativement compacte il faut et il suffit que A soit équicontinue,
ie.:

Ve >0,V e X,30, e T,Vfe A VYyeO,=d(f(z),fly) <e

et que pour tout x € X, la partie A(x) soit relativement compacte.

Démonstration. En vertu du lemme précédent, comme (£, d) et (C(X, E), d,) sont complets, on

peut remplacer < relativement compact > par < précompact .
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e Nécessité. Soit A une partie relativement compacte de (C(X, E), d). A est précompact. Soit
e > 0. Il existe f1,--- , fy tels que :

Ac U By (fi,e).

Il est aisé de vérifier que la partie finie {f1,-- - , fy} est équicontinue. Soit alors ¢ > O etz € X.
On considere le O, donné par I’équicontinuité des f;. Si f € A, il existei € {1,---, N} tel que
doo(f, fi) < e.Pourtouty € O,,ona:

d(f(x), f(y)) < d(f(z), fi(x)) + d(fi(z), fi(y)) + d(fi(y), [ (y)) < 3e.

Par ailleurs, I’application A > f + f(x) € E est continue. Elle envoie donc A sur un compact de
E. Ainsi A(x) est inclus dans un compact et est donc précompact.

e Suffisance. On suppose donc que :

Ve>0,Ve e X,30, € T,Vfe A VyeO,=d(f(x), fly) <e.
On a X = U,cxO,. Par compacité, on peut trouver un nombre fini de z; tels que :

X =U,0,,.
Considérons C' = U A(x;). C' C E est précompact. Soit ¢ > 0. Il existe un nombre fini de
c; € E tels que :
C C UL, By(cj,e).

Sig:{1,---n} = {1,--- ,m}, onpose:

Ly={feCX,E):Vi=1,--- ,nVy € Oy, : d(f(y),co)) < 2¢}.
Soit f € A. Pour tout i = 1, - - - n, il existe O,, tel que :

Yy € Ou, = d(f(y), f2:)) < e

Or f(z;) € C, il existe donc j; € {1,---m} tel que d(f(z;),c;,) < €. Ainsi A est recouvert par
I’union finie des L. Il est aisé de voir que les L4 ont un diametre inférieur a 4e. O
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3.6. Exercices.

Exercice 1. Un théoreme d’Ascoli Soit (X, dx) un espace métrique compact et (£, || - || g) un es-

pace vectoriel normé de dimension finie. On munit alors I’espace C'(X, E') des fonctions continues
de X dans £ de la distance

6(f.9) = sup 1f(x) = g(@) &,

Soit 2 C C'(X, E). On dira que la propriété (P) est vérifiée si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :
(a) pour tout x € X et tout e > 0, il existe n > 0 tel que

VfeQvy e X dx(z,y) <n=|f(z) - fy)lle <e
(b) pour tout z € X I’ensemble Q(z) = {f(x), f € Q} est borné.

e Partie 1 : Q) compact dans (C(X,E),5) = (P). On se propose de montrer dans un premier
temps que si I’adhérence de €2 dans (C'(X, E), §) est compact alors (P) est vérifiée. On suppose
donc 2 compact dans (C'(X, F), ).

(1) Soit x € X. En utilisant le caractere lipschitzien de 1’application

O, feC(X,E) = f(z) € B,

montrer que ¢, (2) est compact. En déduire que (b) est satisfaite.

(2) Soit e > 0. Montrer qu’il existe un entier N et (fi,--- , fn) € Q¥ tels que

Qc|JBs(fie)

=1

(3) En remarquant que la propriété (a) est satisfaite pour I’ensemble ) = (fi, -+, fn), vérifier
qu’elle I’est aussi pour 2.

e Partie 2 : Q compact dans (C(X,E),5) < (P). On se propose maintenant de montrer la
réciproque. On suppose donc que (P) est vraie. Soit (f,,)nen une suite de €.

(1) En utilisant la compacité de X, Montrer que (a) implique que :
Pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que

V€ QV(x,y) € X2 dx(z,y) <n=|f(2) = fW)le <e
(2) Rappeler pourquoi un compact dans un espace métrique est séparable. Dans la suite, on
considere (;);cn une partie de X dénombrable et dense.

(3) Montrer qu’il existe une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que ( fy(n)(7;))nen
converge pour tout ¢ € N. On note g(z;) cette limite.

(4) Montrer que g : {x;,7 € N} — F est uniformément continue.

(5) Montrer qu’on peut prolonger g a X en une application uniformément continue / et conclure
qu’on peut extraire de ( f,,) une sous-suite convergente.

(6) Conclure.
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Exercice 2. On considere I’ensemble L des fonctions lipschitziennes sur [0, 1]. On définit une
norme N sur L par :
@)~ f)|

N = oo
(f) =11l s

(1) Expliquer pourquoi (L, V) est complet.

(2) Montrer que la boule unité fermée de L pour N est une partie compacte de 1’espace

(€10, 1) [~ floo)-

Exercice 3. Sur I’espace C[X] des polyndmes on pose, pour

n
P=3 aX*  ||Pl« = sup fax],
0

n n
1Pl = laxl, 1Pl = | D laxl?.
0 0

Montrer que I’on définit ainsi trois normes non équivalentes et que 1’espace C[X] n’est complet
pour aucune de ces normes.

Exercice 4. Soit £/ I’ensemble des fonctions de classe C'* de [0, 1] dans R telles que f(0) = 0.
Démontrer que

IfII' = sup If(t)|+t21[ép”|f'(t)| et || f]l: = sup}lf(t)+f’(t)|

tel0,1] telo,1
définissent deux normes équivalentes sur F et que £ est complet.

Exercice 5. Soient £/ un espace vectoriel normé et K un compact convexe non vide de F. Soit
f : K — K une fonction I-lipschitzienne ; montrer que f admet un point fixe.

Exercice 6. Soit (X, d) un espace complet et f : X — X telle qu’il existe une itérée de f
contractante. Montrer que f a un unique point fixe.

Exercice 7. Soit £ = C%([a, b], R) muni de la norme uniforme et (z,y) — K(z,y) une fonction
continue sur [a, b]2. Montrer que pour tout ¢ € F, I’équation :

f@) = [ K@)f)dy+ o), o e fab
possede une unique solution f € F.

Exercice 8. Soit (X, d) un espace métrique complet et (A, J) un espace métrique. On considére
une application f : X x A — X telle que :

FUF (@A), [y, ) < kd(z,y) +10(A 1), wye X, Apel,
ouk e (0,1)etl > 0.
Montrer que pour tout A € A, il existe un unique x), € X tel que :

flzx, A) = .
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Montrer alors que A — x) est lipschitzienne.

Exercice 9. Soit £ = C%([a, b], R) muni de la norme uniforme. Soit K une fonction continue de
R3 — R telle que :
’K(l’,y,zﬂ-K(iL’,y,zﬁ‘ SM‘Zl_ZQIa vxay:ZhZQ-
On fixe ¢ € E. On considere 1équation :
b
f@) = [ Ky f) dy+ (o). w € b
Montrer que si |A] < C = m, alors cette équation a une unique solution f, Montrer que
A — fy est continue sur tout intervalle fermé inclus dans (—C, C).

Exercice 10. Montrer que [?(N) est complet pour p € [1, +00].

Exercice 11. Théoreéme de Stone-Weierstrass. On rappelle le théoréeme de Stone-Weierstrass (cas
complexe).

Théoreme 3.27. Soit (X, d) un espace compact non vide. Alors, toute sous-algébre H de C(X, C)
séparante, auto-conjuguée et qui contient les fonctions constantes est dense dans C(X, C).

On note Cy(R) I’espace des fonctions continues sur R et qui tendent vers 0 a I’infini. On munit
Co(R) de la norme uniforme notée || - ||.

(1) Montrer que (Co(R), || - ||) est un espace de Banach.

(2) On définit ¢ de R dans U\{—1} par ¢(x) = e* <1 Montrer que ¢ est un homéomorphisme
de Rsur U\ {—1}. Quelle est la limite de ¢ en +00 ? Expliciter la réciproque de ¢, notée

(3) Montrer que f € Cy(R) si et seulement si la fonction f définie par f(z) = f(v(z)) pour
z# —1let f(—1) = 0 est continue sur U.
(4) Montrer que f — f est une isométrie de Co(R) vers les fonctions de C(U) nulles en —1.
(5) Soit H un sous-espace vectoriel de Cy(RR) tel que :
(a) Vf € H, f* € H,
(b) si x et y sont deux points distincts de R, alors il existe f € H tel que f(x) # f(y),
(c) pour tout z € R, il existe f € H tel que f(x) # 0,
(d)VfeH, feH.
Montrer que H est dense dans Cy(IR). On pourra appliquer le théoréme de Stone-Weierstrass
aUetal’ensemble H = {f+a;f € H,a e C}.

Exercice 12. Théoreme de Riesz-Fisher. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit p € [1,+00).

(1) Soit (u,) € LP telle que > N,(u,) < +oc. Montrer que la série > |u,(z)| converge
presque partout. On pourra utiliser I’inégalité de Minkowski.

(2) Montrer qu’il existe U € LP tel que : U(x) = >0 u,(z) et que ZTZLO U, converge vers

U dans LP.

(3) Conclure.
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4. THEORIE DE BAIRE ET APPLICATIONS

Dans tout espace topologique X, I’intersection d’une famille finie d’ouverts denses (U;);—o.... »
est encore dense. En effet, soit V' un ouvert non vide de X . Alors V N U, est encore un ouvert et
il est non vide par densité de Uy. Par récurrence, on en déduit que V' N (N7 ,U;) est un ouvert non
vide. Ce résultat ne se généralise pas a des intersections infinies. Considérons X = Q muni de sa
topologie usuelle et la famille (X \ {x}).cq. Cette famille est une famille dénombrable d’ouverts
denses dont I’intersection est vide.

4.1. Théoreme de Baire.

Théoreme 4.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. L’intersection d’une famille dénombrable
d’ouverts denses dans X est dense dans X.

Démonstration. Soit (U, ),en une famille d’ouverts denses de X et V' un ouvert non vide de X. Il
s agit de montrer que V' N (N,enU,) # 0.

Nous remarquons que VVNUj est un ouvert non vide. Il contient ainsi une boule fermée B (zo, o),
avec 79 € (0,1). Utilisant la densité de U;, on constate que B(xg,79) N Uy est un ouvert non
vide et contient donc une boule fermée By(zq,71), avec 71 € (0,3). Ce procédé se poursuit
par récurence. Supposons en effet que, pour n > 1, on ait construit z,, € X etr, € (O, 14+n)
tels que By(z,,r,) C U, N B(zy-1,7,-1). On utilise alors la densité¢ de U,; pour voir que
Up+1 N (B(xy,,r,)) est un ouvert non vide et contient ainsi une boule fermée de centre x,,; et de
rayon r, 1 € (0, 2%1) Examinons la suite des centres (x,,),¢n ; elle satisfait, pour p > m :

1
m+1
Cette suite est donc de Cauchy et converge donc vers un certain € X. On peut noter que, pour
tout p > n,ona: x, € Bf(x,,r,) etdonc xz € B¢(z,,r,) C U, NV, pour tout n > 0.

d(zpm, z,) <

U

Corollaire 4.2. Soit (X, d) un espace métrique complet. Une union dénombrable de fermés d’intérieurs
vides est d’intérieur vide.

4.2. Applications élémentaires.

Théoreme 4.3. 1] existe une application continue et nulle part dérivable de R dans R.
Démonstration. On considere I’espace de Banach C([0, 1], R) pour la norme uniforme. Montrons
que ’ensemble des applications continues nulle part dérivables a droite de [0, 1] dans R contient
un Gs-dense.

Pour n € N, on pose :

1 1 flx+h)— f(x)
F, = €C(0,1],R): dx € |0,1 — ——| ,Vh € | 0, , < .
{f (10,1, R) : 32 { 1—|—n] ( n+1} h "

Montrons que F;, est un fermé d’intérieur vide pour tout n > 0, ce qui impliquera par le théoreme
de Baire que U,enF), est d’intérieur vide. Notons que toute fonction de C([0, 1], R) qui possede
une dérivée a droite finie en un certain point de [0, 1) appartient a U, ey F),.

Montrons que F;, est fermé.
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Soit (f,),>0 une suite d’éléments de F,, qui converge vers f dans C([0, 1], R). Comme f, € [},,
on en déduit I’existence d’un point z,, € [0 1— } tel que :

VheQx 1},ﬁ@f””_ﬁ“)<n
n+1

3 <
Par compacité, on peut extraire de (z,),>0 qui converge vers = € [0 1—

L}
14+n
x+h) f(z)

Nous remarquons alors que pour tout h € ( - +1} (f,x) — est continue de

C([0,1],R) x [0,1 — 5] a valeurs dans R. Il n’y a plus qu’a passer a la hmlte p — +o0.
Montrons que F;, est d’intérieur vide.

Soit f € F), ete > 0. Montrons que la boule ouverte de centre f et de rayon ¢ > 0 contient un
élément g qui n’est pas dans F,,.

Commengons par approcher f par un polyndme sur [0, 1]. Par le théoréme de Stone-Weierstrass,
il existe une fonction polynomiale P telle que :

£
— Pl < =.
1f = Plloe < 5

Nous allons perturber P par une fonction affine par morceaux tres oscillante A d’amplitude 5 et
de pentes || P'|| +n + 1.
On pose alors g = P + A et on vérifie que g convient. On remarque déja que :
e €
1 = glleo < If = Plloo + 1Al < S+ 5 =¢

Par ailleurs, pour tout 2 € [0,1— 1], on peut trouver & € (0, 25| tel que x et = + h

appartiennent tous deux a un méme sous 1nterva11e de [0, 1] sur lequel la pente de A est constante.
On écrit alors :

'g(w +h) —g(x)
h

Ainsi, g n’appartient pas a F,,.

L Al +h) = A)

h > [|Plloc 41— [[P'lc > n.

‘Hm+M—P@)

Proposition 4.4. Un espace vectoriel a base dénombrable n’est jamais complet.

Démonstration. Soit (e,),en une base de F et F,, = vect(eg, - ,e,). F, est un sous-espace
vectoriel de dimension finie ; il est donc fermé. Si F;, n’était pas d’intérieur vide, il existerait une
boule ouverte B(x,r) avec x € F,, etr > 0 telle que B(z,r) C F,. Il vient d’abord B(0,7) C F,,
puis F,, = E, ce qui est absurde. U

4.3. Théoreme de Banach-Steinhaus. Le théoreme fondamental suivant est une conséquence
directe du théoreme de Baire et est parfois appelé€ < principe de la borne uniforme >.

Théoreme 4.5. Soient E un espace de Banach et F un evn. Soit (T;);c; une famille d’applications
linéaires continues de E dans F'.

On suppose que :
sup || Tiz|| < 400, Ve E.
iel
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Alors, on a :

up |l iy < +o0.
i€l

Démonstration. Pour n > 1, on pose :
F,={xe E:Viel:|Tiz| <n}.

F,, est fermé par continuité des 7;. On remarque par hypotheése que U,,>1 F},, = L. Par le théoréme
de Baire, il existe n tel que F;,, n’est pas d’intérieur vide. Cela signifie qu’il existe zy € E et
r > 0 tels que B(xg,r) C F,, ou encore :

| T3 (w0 +72)|| < no, Vi € I,Vz € B(0,1).
11 vient :
[Tl ece,ry < no + ([ Tizol|-

Il reste a prendre le supremum et a utiliser a nouveau I’hypothese. U

Corollaire 4.6. Soient E un espace de Banach et F un evn. Soit (T,,) une suite d’applications
linéaires continues de E dans I telles que, pour tout x € E, on a : I, x converge vers une certaine
limite notée T'x. Alors,, on a :

(1) suppen | Tnll(pr) < +00,
2) T e L(E,F),

) 1T\ zee,py < liminf, o0 [| T 22,F)-

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du théoreme de Banach-Steinhaus.
Il existe ainsi ¢ > 0 telle que :

[Tzl < cllzf], VneN,zekFE.

En passant a la limite on en déduit que 7" € L(E, F') avec ||T||z(z,r) < c. En passant encore a la
limite dans || T, z|| < ||T%| 2z, r)|2||, on trouve :

17| £,y < limind [|75,]].
n—-+00

4.4. Théoreme de I’application ouverte et du graphe fermé.

Théoreme 4.7. Soient E et F deux espaces de Banach et soit T € L(E, F) surjectif de E dans F.
Alors, il existe ¢ > 0 telle que :

BF(O, C) C T(BE(O, 1))

En particulier, T' transforme un ouvert de F en un ouvert de F'.

Démonstration. Nous allons procéder en plusieurs étapes.
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e Etape 1. Montrons déja I’existence de ¢ > 0 telle que :

Pour n > 1, on pose F,, = T(Bg(0,n)). Comme 7" est surjective, on a F' = U,>1 F,. Par le
théoreme de Baire, il existe ng tel que I'intérieur de 7'( Bg (0, ng)) soit non vide. Cela implique que
Iintérieur de T'(Bg(0, 1)) est non vide. Il existe donc yy € F et ¢ > 0 tels que :

Comme y € T(Bg(0,1)), on a aussi —y, € T(Bg(0,1)) et donc :

Br(0,4¢c) C T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) € T(Bg(0,2)).
e Etape 2. Montrons a présent que si T € L(E, F) et est telle que :
Br(0,4¢) C T(Bg(0,1)),
alors,on a:
Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

Soit y € F tel que ||y|| < c. On cherche x € E tel que ||z|| < 1 et Tz = y. On sait désormais que
pour tout e > 0, il existe z € E'tel que ||y — Tz|| < e.

On prend € = £ et on trouve 2; tel que ||z || < 1 et:
c
Iy - Tl < &
On réapplique le résultat 2 y — Tz, avec € = 5. On trouve 2 tel que ||z2|| < 5 et :

¢
ly =Tz = Tl < 5.
Par récurrence, on construit une suite z, avec ||z, || < 4 et:
c
ly = (Tt 224+ z)) = 1
La suite z,, = 21 + 25 + - - - + 2, est convergente (absolue convergence dans un espace de Banach) ;
on note « sa limite et on a ||z|| < 1. Par continuité de 7, ona: y = T'z.

t
t

e Conclusion. Soit U un ouvert de E. Montrons que 7'(U) est un ouvert de E. Soit yy € T'(U)
xo € U tel que yo = T'zg. Soit r > 0 tel que B(zo, ) C U ;onen tire que : xg + Br(0,7) C U
donc :

(&
(&
yo + T(Bg(0,r)) C T(U).

Comme B (0,r¢) C T(Bg(0,7)), on déduit :
Br(yo,re) C T(U).
O

Corollaire 4.8. Soient E et F deux espaces de Banach et soit T € L(E, F) bijectif. Alors T™' €
L(E,F).
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Démonstration. 1l existe ¢ > 0 telle que :
Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).
On en déduit :
T-Y(Br(0,c)) C Bg(0,1).
Siy € F avec |ly|| < ¢, alors ||T~'y|| < 1. Soit z # 0. On pose y = (¢ — €) 7y et on en tire :
|17 '2]| < (c —&)7!|2|. Ainsi,on a:

||T_1||L(F,E) <c

U
Corollaire 4.9. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes || - ||1 et || - |2 et complet pour ces
deux normes. Alors, s’il existe C > 0 telle que || - ||2 < C|| - ||1, on a Iexistence de ¢ > 0 telle que
|- 1l1 < ¢l - ||o- En particulier, les normes || - ||1 et || - ||2 ont équivalentes.

Démonstration. On applique le dernier corollaire a £ = (E, || - ||1), F = (E,||-|l2) et T =Id. O

Théoreme 4.10. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit T une application linéaire de E dans
F. On suppose que le graphe G(T) de T est fermé dans E x F. Alors, ona:T € L(E,F).

Démonstration. On munit £ des normes ||z|; = ||z||g + ||Tz||r et ||z]]2 = ||z|z. On a trivia-
lement : || - |2 < || - ||1. Le fait que G(7") est fermé dans F x F implique que (E, || - ||1) est de
Banach. U
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4.5. Exercices.
Exercice 1. Soit (E£,d) un espace complet non vide. Montrer que si £ = U,enF,, pour une

famille (F),),en de fermés de F, alors U, ey F), est dense dans F.

Exercice 2.

(1) Soit (f,),cy une suite de fonctions réelles continues sur [0, 1] qui converge simplement
vers f. Pour n,p,q € N on note

P = {o 00, 140 - fiol < 25 |

>p “n+1

(a) Montrer que pour n fixé, I’union | _y £, , n’est autre que [0, 1].

peEN
[¢]

(b) En appliquant le a), en déduire que O,, = {J,yy £ est un ouvert dense de [0, 1]. A
I’aide du théoréeme de Baire a nouveau, en déduire que G = () _ O, est un Gs-dense
de [0, 1].

(c) Expliciter ce que signifie x € G et en conclure que la limite simple f est continue en
tout point de G.

neN

(2) Montrer que la fonction 1g ne peut €tre limite simple d’une suite de fonctions continues.

(3) Montrer que la dérivée de toute fonction dérivable sur [0, 1] est continue sur un Gs-dense
de [0, 1]. (On écrira la dérivée comme une limite simple de fonctions continues).

Exercice 3. On note C,,; 1’ensemble des fonctions continues 27-périodiques. Pour f € Cs,, on
pose :

o) =5 [ S

Pourn > 1, on pose :

()= elf).

p=-n

On munit Cy, de la norme uniforme.

Montrer que 7}, : Cor — C est une forme linéaire continue et en donner une expression
synthétique. Calculer la norme de 7;, et conclure.

Exercice 4. Soit G un espace de Banach et B un sous-ensemble de G.

(1) Rappeler pourquoi G’ (muni de la norme naturelle) est un espace de Banach.

(2) On suppose que pour tout f € G', I’ensemble f(B) est borné. Montrer que B est borné. On
pourra utiliser le théoréme de Banach-Steinhaus ainsi qu'un des corollaires du théoréme
de Hahn-Banach analytique.

(3) En déduire que toute suite faiblement convergente de GG est bornée.

Exercice 5. Soit F' un sous-espace vectoriel de C!([a, b], K). On suppose que (F, || - ||oo) €st un
sous-espace fermé de (C°([a, b], K), || - [|oo)-
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(1) Rappeler pourquoi (C*([a, 8], K), || - [|oc + || " [ls) €st complet.
(2) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout f € F':
[fllse + 1f N < Clif lloo-

(3) Montrer que la boule unité fermée de (F, || - ||oo) est compacte. On utilisera le théoréme
d’Ascoli.

(4) Conclusion ?

Exercice 6. Soient £ et F' deux espaces de Banach et 7' : £ — F' une application linéaire. On
suppose que si (x,,) converge faiblement vers z, alors (7'z,,) converge faiblement vers 7'x. Montrer
que 7' est continue.

Exercice 7. Soient E et F' deux espaces de Banach. Soit 7' € L(F, F'). On définit I’application
T :F' — FE par:
T'f(z) = f(T(x)), Vrelk.
(1) Montrer que 7" € L(F’, E'). En déduire que si (x,,) tend faiblement vers = dans E, alors
(T'x,,) tend faiblement vers T'x dans F.

(2) Si T est compact, montrer que si (x,,) tend faiblement vers x dans E, alors (T'x,,) tend
fortement vers 7'x dans F'. On pourra raisonner par I’absurde.
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5. ESPACES DE HILBERT

Les espaces hilbertiens généralisent de facon algébrique et topologique a la dimension infinie la
notion d’espace euclidien (ou hermitien dans le cas complexe). Il s’agit donc d’espaces de Banach
dont la norme est associée a un produit scalaire. On peut ainsi utiliser (avec quelques précautions)
I’intuition géométrique de 1’espace euclidien pour travailler sur ces espaces.

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme corps de base K = R ou C.

5.1. Généralités. Nous allons définir en premier lieu I’extension purement algébrique de la notion
d’espace euclidien ou hermitien a la dimension infinie, puis nous donnerons la bonne généralisation
qui inclut une hypothese topologique.

5.1.1. Espaces préhilbertiens.

Définition 5.1. Sur un R- (resp. C-) espace vectoriel H, on appelle produit scalaire toute forme
1) bilinéaire (resp. sesquilinéaire) ii) symétrique (resp. hermitienne) iii) définie iv) positive. On le
note usuellement ( , ) et les hypothéses ci-dessus s’écrivent précisément :

i): Pour tout x, xq, x5, Y, y1,y2 € H et tout scalaire A € K
linéarité a droite  (z, \yy + v2) = Mz, 1) + (2, 42).
(anti)linéarité a gauche  (Azy + 22,y) = Mz, ) + (22, 7).

ii): Vo,y € H, (y,x) = (x,y).

iii): Vz € H, ((z,2) =0) & (x = 0).

iv): Ve € H, (z,x) > 0.
Remarque 5.2. Les conditions i). . .1v) ont été écrites ci-dessus pour le cas K = C avec antilinéarité
par rapport a gauche. Certains auteurs mettent 1’antilinéarité a droite. C’est simplement une ques-

tion de convention. Dans le cas K = R, on a A = )\ de telle sorte que la sesquilinéarité se réduit a
la bilinéarité et de méme le caractere hermitien ii) se ramene a la symétrie.

Définition 5.3. On appelle espace préhilbertien un K-espace vectoriel H muni d’un produit sca-
laire (, ).

Proposition 5.4. (Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien H, on a
Va,y € H, |(z,y)] < |l [[yll-

Démonstration. Soit z,y € H. Pour A € K, on a
0< (z+ My, x4+ y) = (z,2) + 2R Az, 9) + A (y,9).
On prend A\ = tm et cela donne
(@, 9)* (v, 9) + 2|z, )"t + (,2) >0, VEER.

Le discriminant du polyndme en ¢ doit donc étre négatif ou nul, ce qui donne | (z, y)|*—(z, 2) (v, y) |(z, y)|* <
0 ou encore

(@, y)* < (z,2)(y, y).
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Corollaire 5.5. Sur un espace préhilbertien (H,( , )), la quantité ||z|| = (x,z)"/? définit une
norme, pour laquelle le produit scalaire est continu : |(x,y)| < ||z ||y]|-

Démonstration. Pour A € Ketx,y € Hona
= [Az| = (w, A2) 2 = || (2, 2)"2 = [A] [l2]].
= (|2l = 0) & ((z,2) = 0) & (2 = 0).
— |z +yl|” = (z+y, x2+y) = (z,2)+(y, y)+2R(z, y). En utilisant Cauchy-Schwarz, £(z, y) <
: 2 2 2 2
|z, y)| < [l lyll, on obtient ||z +y[|” < [lz]|" + [ly[I” + 2 [l [ly[] = (=l + [ly|)".
Ainsi || || est bien une norme sur H. La continuité du produit scalaire est encore une conséquence
de I’inégalité de Cauchy-Schwarz. U

Proposition 5.6. (Identité du parallélogramme) Dans un espace de Hilbert (H, (, )), ona
o,y € H, [lo+yl* + e —yl* =2 (J«)* + lly]*) -

Remarque 5.7. Interprétation géométrique de I’identité ci-dessus pour le parallélogramme de som-
mets (0, z, z+y, y) : la somme des carrés des diagonales est égale a la somme des carrés des cOtés.
Une autre version appelée identité de la médiane dit que la somme des carrés des médianes des
deux triangles (0, x,y) et (0, z, x + y) est égales a la médiane (moyenne) des carrés

= yH2 _ % (Il + Jly*[1) -

2
r+y
|+

Définition 5.8. On dit qu’une famille de vecteurs (x;);c; de H est orthogonale (resp. orthonormée)
si

V’l,j € [7Z 7éj> (xiaxj) =0
resp. \V/'L,j € ], (J?i,Ij) = 51‘7]'.
Proposition 5.9. Si (z1,...,xy) est une famille finie orthogonale on a

oy 4+ an ] = |+ flan ]
Démonstration. On développe le carré scalaire

N

2 2 2 2

oy + -+ an]? = +2%( ) m,mj)) = Jlaall? + - + [l
=1

1<i<j<N

5.1.2. Espaces hilbertiens, théoreme de la projection.

Définition 5.10. Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un espace préhilbertien complet.

Comme les parties completes d’un espace complet sont les parties fermées, on a immédiatement
la proposition suivante :

Proposition 5.11. Un sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert (H, ( , )), muni du produit
scalaire restreint a F', est un espace de Hilbert si et seulement si il est fermé dans H.

Ainsi, les sous-espaces de Hilbert sont les sous-espaces vectoriels fermés.
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Remarque 5.12. En dimension finie, tout espace préhilbertien est un espace de Hilbert et tout sous-
espace vectoriel est fermé. Cela n’est plus vrai en dimension infinie.

Le théoreme qui suit bien que tres intuitif en dimension finie repose essentiellement sur la pro-
priété de complétude. C’est le résultat fondamental associé a la structure hilbertienne. A partir de
1a, on démontre tout le reste.

Théoreme 5.13. (de la projection) Si C' est un convexe fermé d’un espace de Hilbert H, on a les
résultats suivants :

a): Pour tout v € H, il existe un unique x¢o € C' tel que
lz = zcll = inf flz —y]|.
On appelle x¢ projection de x sur C' et on note x¢c = Po(x).
b): Le point v = Pco(x) est caractérisé par
Vye C, R(x —zc,y —xc) < 0.
¢): Si C est un sous-espace vectoriel fermé de H, la caractérisation s’écrit
Vye C,(x —xc,y) =0 (x — z¢ orthogonal a C').
d): La projection P¢ est une contraction H — C'
Va,y € H, |[Foly) — Po(o)]| < [l —yll.

Démonstration. a)Unicité : Si z}, = r% sont des minima pour la fonction ||z — .|| € R définie sur

1 2
eqe + . N
C, alors comme C' est convexe le milieu % appartient a C' et on a

2
< 0.

1 2
_Tcte

ot = a2 =2 (o = bl 4 o = 2]) ~ 4 o - 2

On a nécessairement 7, = z5,.

Existence : Soit x € H, la fonction C' 3 y — || — y|| € R est minorée par 0 donc admet une
borne inférieure > 0. Soit (y,, ),en une suite de C' minimisante, i.e. telle que

Jim [z — ynl| = inf [lz - y|

Pour m,n € N, I’identité du parallélogramme 5.6 donne
2 2
[ym —ynll” = (2= ym) = (= =y

2
2 2
=:2mx—%n+ux—%m>—4w

Yot Um
2

Yn + Ym

ar ———
2

Donc pour € > 0, on peut trouver N. € N tel que ||y, — ym| < € pour m,n > N.. La suite

(Yn)nen est de Cauchy et, comme C est un fermé de H qui est complet, elle admet une limite dans
C. Onnote x¢ = lim,, .o, Yy, €ton a

< 2(lz =y — ynll®) = 4 inf ||z — | cC.
< 2(lle = yall” + llz = yl”) = 4 inf Jlz —y| c

re €0 et o=l = lim o~y = inf v — ]
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b) Pour y € C, on considere la fonction [0,1] > t — y, € C donnée par y; = (1 — t)z¢ + ty. La
quantité ||z — v, est un polyndme en t,
5.1) |z = ye))? = |2 — zc|* + 2R (x — 20, 70 — y) + £ |70 — 9|
= Si x¢ minimise {||z — y||, y € C}, alors on doit avoir
vt [0,1], o —yl* > o — zcl?
et en particulier cela entraine :
(5.2) UR (z — 0,0 —y) + 12 ||z —y|* > 0.
Cela implique :
§R($—$C7?J_IC) <0.
< Si I'inégalité ci-dessus est vérifiée alors I’expression (5.1) de ||z — y||* = ||# — y1||* donne
lz = ze|* < llz -yl
¢) Si C est un sous-espace vectoriel alors y + x¢ appartient a C' quand y € C. Le critere du b)
devient alors :
YyeC, R(x—xc,y) <0.
Or,siy € C,onaaussi —y € C, d’ou la reformulation :
Vy e C, R(z —zc,y) =0.

Pour le cas réel, cela donne la conclusion. Pour le cas K = C, on remarque que si y € C, on a
aussi iy € C'; il vient :

VyeC, S(x—zc,y) =0.
Cela s’écrit tout simplement : (z — z¢,y) =0, Vy € C.
d) Pour z,y € H onnote x¢c = Po(x), yo = Pe(y), Ar = x — xc et Ay = y — yc. En écrivant
xr =1xc+ Ax ety = yo + Ay on obtient

ly — 2|* = [lye — zc|? + || Ay — Az|* + 2R (yo — zc, Ay — Ax).
Or le dernier terme vaut

2R (yo — vo, Ay — Az) = 2R (ye — 7¢,y — yo) — 2R (yo — zo, © — 20) -
C’est une somme de deux nombres positifs ou nuls. U

Pour terminer nous insistons encore sur le fait que la structure d’espace de Hilbert comme celle
d’espace de Banach, combine des structures algébriques et topologiques. Par exemple, on a vu
qu’un sous-espace de Hilbert est nécessairement fermé. Ainsi si on considere une famille de vec-
teurs (z;);c; d’un espace de Hilbert H, le sous-espace de Hilbert engendré, i.e. le plus petit sous-
espace de Hilbert contenant tous les x;, doit contenir I’espace vectoriel engendré et étre fermé.
C’est en fait I’adhérence de I’espace vectoriel engendré. On rappelle que Vect(z;, i € I) est
I’ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs z;

Vect(yci, 1€ I) = { Z aixi},
1el
finie
tandis que le sous-espace de Hilbert engendré peut contenir des séries (sommes ou combinaisons

linéaires infinies) convergentes. Cela nous amene a distinguer ces deux notions par les notations.
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Définition 5.14. Si (x;);c; est une famille de vecteur d’un espace de Hilbert H, on note Vect(z;, i €
I) I’espace vectoriel engendré et Hilb (z;, ¢ € I) le sous-espace de Hilbert engendré.

5.2. Applications du théoréme de la projection. Dorénavant, on travaille avec un espace de
Hilbert H sur K dont le produit scalaire est noté ( , ).

5.2.1. Sous-espace orthogonal.

Définition 5.15. Si A est une partie de H, on appelle orthogonal de A et on note A ’ensemble
At ={r € H,Va € A, (a,x) =0}.

Proposition 5.16. Pour toute partie A de H, A+ est un sous-espace vectoriel fermé.

Démonstration. Pour a € A, on a a* = ker[(a,.)]. Or la forme linéaire H > x* — (a,z) € K
est continue. Ainsi, a® est un sous-espace vectoriel fermé. On en déduit que A+ = Nyc4a" est un
sous-espace vectoriel fermé de H. U
Proposition 5.17. Pour deux parties A et B de H on a

1): (AC B)= (Bt c A%).

2): AL = (A)" = (VectA)* = (HilbA)*.

Démonstration. 1) Pour A C B, on a tout simplement
BJ_ = maeBaL C maeAaJ_ = AJ_.
2) Comme HilbA = VectA, il suffit de montrer les deux premieres égalités.
_ A" ¢ AL Cela vientdu 1) etde A C A.
AL c A" Siz e Aleta € 4 on peut écrire a = lim, ¢y a, avec a, € A. On a alors
(a, ) = lim,_,o0(ay, r) = 0. Cela pour tout a € A et pour tout z € At
— (VectA)™ C At : Cela vientdu 1) etde A C (VectA).
AL C (VectA)" : Soit z € At etsoit y = S| Ma; un élément de VectA, on a (y, ) =
SV Ai(ag, ) = 0. Comme cela est vrai pour tout y € VectA, on en déduit = € (VectA)™.
O

Proposition 5.18. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de H, on a les propriétés suivantes :

a): H = F @ F* et Py est la projection sur F parallélement & F*+ (projection orthogonale

sur F).
b): Si F' # {0} alors | Pr|| = 1.
c): (FL)L =F.

Démonstration. a) Le théoreme de la projection (5.13) permet de définir la projection Pr sur le
convexe fermé F'. Pour tout © € H, Pp(z) est caractérisé par

Yy € F, (y,z — Pr(x)) =0,

c’estadire z — Pr(x) € F*. En écrivant z = Pp(x) + (v — Pr(z)) on vérifie que H = F + F*.
De plus, si z € FﬂFL,alorsona(9%7 IL) = (0etdonc z = 0. On abien H = F & F*. Enfin,
€F eF

41



I"unique décomposition © = Pp(z) + (z — Pr(x)) nous assure que Pr(z) est bien la projection
€F EF+
sur F parallelement 2 F'-.

b) Si F' # {0}, on prend = € F' non nul et la norme de I’application linéaire P est supérieure

”Pﬁm(H 2l — 1. De plus, comme on sait que Pr est une contraction (cf. Théoréme de la projection

(5.13) d)), sa norme doit étre inférieure ou égale a 1. On a donc || Pr|| = 1.

a

c¢) La définition de I’orthogonal 5.15 donne tout de suite /' C (FL)L. Pour I’inclusion inverse
on prend x € (FL)L et on écrit

e~ Pe(a)|f = ( = Pr(e), (;Z)L> - ( B 55“”)’]329)) -

On en déduit z = Pp(z) € F. O
Corollaire 5.19. Pour une partie A de H, on a (A+)* = HilbA.

Démonstration. On a vu dans la Proposition 5.17, I'égalité A+ = (HilbA)". Comme HilbA est un
sous-espace vectoriel fermé on a

(AH)" = ((HiIbA)Y)™ = HilbA.
O

Corollaire 5.20. Un sous-espace vectoriel de H est dense si et seulement si son orthogonal est

{0},

Démonstration. 1 adhérence d’un sous-espace vectoriel VV de H n’est autre que V' = HilbV. Ainsi
V est dense si et seulement si HilbV = H c’est a dire si et seulement si V+ = (Hlle) ={0}. O

5.2.2. Théoréme de représentation de Riesz. Pour tout f € H, la forme linéaire H > = —
(f,z) € Kest continue. Le résultat suivant donne la réciproque.

Théoreme 5.21. (de représentation Riesz) Pour toute forme linéaire continue | sur H, il existe un
unique f € H tel que
Ve e H, l(z) = (f, ).

Démonstration. Soit [ une forme linéaire continue sur /. On note F' = ker [. C’est un sous-espace

fermé puisque [ est continue.

Existence : On distingue 2 cas : 1) Si '+ = {0} alorsona F' = (F+)t = H, [ = 0 et on prend

f=0.2)Si F+ = {0} alors on prend u € F'* de norme 1. On a l(u) # 0 et pour z € H on a
U(z) U(z)

T — mu € ker! = F. Le produit scalaire (u,r — o) U u) est donc nul, ce qui donne

Vo € H,l(z) = l(z)(u,u) = l(u)(u, z) = (f,z)
en prenant f = I(u)u.
Unicité : Soit f; et f, deux vecteurs de H qui vérifient : Vo € H,(f1,z) = l(x) = (f2,2). On
obtient en prenant x = f; — fo,

(fi—=fo,hi—f)=Ufi—fo)=Ufi—f)=0
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d’ou I’on tire f1 = fo. O

Remarque 5.22. Ce théoréme nous dit que le dual topologique H’ d’un espace de Hilbert H s’iden-
tifie a H. Attention : I'identification dépend du choix du produit scalaire.

5.2.3. Bases hilbertiennes.

Définition 5.23. Dans un espace de Hilbert H, on appelle base hilbertienne un systéme orthonormé
(€;)ier tel que Hilb(e;, i € I) = H.

Remarque 5.24. Attention : Une base hilbertienne n’est pas une base au sens algébrique. Pour
récupérer tout I’espace on ne se contente pas de faire des combinaisons linéaires finies. On passe a
la limite aussi.

Nous allons étudier I’existence d’une base hilbertienne dans le cas précis ou H est séparable et
nous commencons par un lemme portant sur la séparabilité.

Lemme 5.25. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement si il existe une famille dénombrable
(25) e telle que H = Hilb (z,,,n € N).

Démonstration. Si H est séparable une suite (x,, ) ey dense dans H vérifie H = Hilb (x,,,n € N)
Supposons Hilb (z,,, n € N) = H c’est a dire Vect (x,,, n € N) dense dans H. On définit par
récurrence la sous-suite (1, ), . et les sous-espaces vectoriels Vj, = Vect (xo, T, ..., Ty, ) tels que
dimVy =k+letz,, € Vi \ Vi_1.Pourtout k € N, le sous- ensemble +%, Qx; est dénombrable
(Q est dénombrable) et dense dans V. On prend alors D = Uyey (4., @x ). Il est dénombrable
comme union dénombrable d’ensembles dénombrables et il reste a vérifier qu’il est dense. Soit
x € H etsoite > 0. Comme Vect (z,,n € N) = UgenVj est dense dans H il existe g. appartenant
a un certain Vks telle que || f — g.|| < /2. Maintenant comme +; " Qx; est dense dans V;_, on peut
trouver h. € +.%5 Qz; tel que ||g- — h.|| < /2. On a trouvé h. € D tel que || f — h.| <e. O

Remarque 5.26. a): L'espace de suites

P(N;K) = {x = (k) keNs Z |zi|* < +oo}
keN
muni du produit scalaire (z,y) = >, .y Tr¥r est un espace de Hilbert séparable. (Il en
est de méme de [?(Z; K).) En effet, on consideére la famille (e, ),y de I?(N; K) donnée par
enk = Onk. Alors I’espace vectoriel engendré Vect (e,,, n € N) n’est autre que I’espace des
suites nulles en dehors d’un nombre fini d’indices ( ici ce n’est rien d’autre que K[X]). Il
est dense dans [%(N; K) et donc Hilb (e,,, n € N) = [*(N; K) est séparable. En fait, comme
le systéme (e, ) ey est orthonormé, ¢’est méme une base hilbertienne de 2(N; K).

b): Si (2 est un ouvert de R%, 1 espace L?(Q, dz) ("fonctions” L? a valeurs dans K) muni du
produit scalaire (f, g fQ x) dx est séparable :
L’ ouvert € peut s’ ecrlre comme un10n d’une suite croissante de compacts 2 = U,enKy,
K, C K,;1 C €. Si f est un élément quelconque de L?(§2, dx), la suite de terme
1k, (x)f(x) converge vers f dans L*(Q, dx). Pour € > 0, on peut donc trouver n. tel
que H [ =1k, () f(x H L@ <. De plus on sait (cf. Cours d’Intégration) que C° (K, )
est dense dans L2(Kn , dx) et on peut trouver une fonction ¢. € C°(K,.) telle que

1 = ¢ell2(k,.) < §- Le théoreme de Stone-Weierstrass nous dit qu’on peut approcher
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. par des polyndmes en norme de la convergence uniforme. Or comme la mesure |K,,_| =
[ 1dx est finie, Iestimation
ne

W£@MMWME=/!MM%mQMMW&

Kn,

nous dit qu’on peut trouver un polyndme P € R[X,...,X,] (et dans le cas complexe

PeC[Xy,...,Xq,X1,..., X)) tel que
I = Pllya,,) < 5
Onaalors || f — 1k, (x)P(x)H < e et ce pour tout £ > 0.
Autrement dit, I’espace vectoriel engendré par I’ensemble dénombrable de fonctions
(K=R) A{lg,(z)xf*...25% n,aq,...,aq € N}
(K=C) {1Kn(:1:)xf“ . .a:gdx_lﬁl LT Lo, g, B, Ba € N}
est dense dans L?(, dx).

Théoreme 5.27. Pour un espace de Hilbert H séparable on a les résultats suivants :
1): H admet une base hilbertienne dénombrable.

2): Si (en)nen est une base hilbertienne de H alors on a

a): H={> nTnn >oncn |z,|* < 0o} et pour z € H la suite (x,)nen est unique et
donnée par x,, = (e, ).

b): Pour x = 3 yanen € Hety =3 ynen € H, le Théoréme de Pythagore se

généralise en
Iz = |zl

neN
et on a l’identité de Parseval

(I7 y) - Zx_nyn‘

neN

Remarque 5.28. La deuxieme partie du théoreme nous dit qu’en fait ’application H > = —
(2n)pen € P(N;K) donnée par x, = (e,, ) est un isomorphisme d’espaces de Hilbert. Ainsi il
n’y a qu’un seul espace de Hilbert séparable a isomorphisme pres.

Démonstration. 1) Si H est séparable, on a H = Hilb(x,,,n € N) et on considére comme dans la
démonstration du Lemme 5.25 la suite de sous-espaces de dimension finie Vj, = Vect (zg, x1, ..., Zp, ).

On utilise un procédé d’orthogonalisation de Schmidt : Pour £ = 0, on prend eq = Hx"—o” le premier
Tng
vecteur non nul normalisé a 1. Une fois ey, . . ., e, construits, on introduit le vecteur

k

Ck+1 = xnk+1 - E (€i7ajnk+1>ei
=1

ui est non nul puisque x,,, ,, n’appartient pas a
k+1

Vect (513'0, R ,Z’nk+171) = Vect (60, R ,€k>
44



puis on le normalise a 1 en prenant

€k+1

(% = —= .
T ekl

On obtient ainsi une suite (ey,), . qui vérifie (e, ex) = dpw et Hilb (ex, & € N) = Hilb (,,,n € N) =
H.

2) Soit (e, )nen une base hilbertienne de H et soit z € H. On pose pour n € N, z,, = (e,,, x) et
pour N € N, Sy = ZLO Tpen. On a alors

N 2 N N
T — anen = ||z||* + Z 2,7 — 2R (x, Z$n€n>
n=0 n=0 n=0
N
= 2P =D el
n=0

On en déduit pour tout N € N la majoration 3>V |z,|> < ||z||* de telle sorte que Y onen 2,2 <

|||> < +o0. Maintenant pour N > M on utilise le théoréme de Pythagore fini (Proposition 5.9)
pour calculer

lz — Swl* =

N 2 N
1Sy — Sy = Z Tnen|| = Z |2, |7 .
n=M+1 n=M+1

Avec la convergence de la série ) |,|*, on peut trouver pour tout e > 0 N., tel que || Sy — Sy/|| <
e pour N, M > N.. Ainsi, la suite (Sy) yoy st de Cauchy dans H qui est complet. Elle admet une
limite qu’on note pour I'instant S = > . x,e,. En utilisant la continuité du produit scalaire on
obtient pour tout m € N,

(em,x —S) = (em,x) — (em, anen> =T, — Tm = 0.

neN

Ainsi x — S est orthogonal a H = Hilb(e,,,m € N). Ilestdonc nul, v = S = ) _ 2ne,. Enfin,

comme limy_,. Sy = , la premidre relation nous donne ||z||> = Y oneN |2,,|? et I'identité de
Parseval s’obtient facilement par passage a la limite. U

5.3. Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts. Dans cette partie, H désigne un
espace de Hilbert séparable. On considere 7" € L(H).

5.3.1. Spectre.

Définition 5.29. On dit que A € C appartient au spectre de 7', noté o(T") si T — Ald n’est pas
inversible.

Lemme 5.30. o(7") est fermé dans C.
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5.3.2. Adjoint.

Proposition 5.31. 1l existe un unique opérateur noté T* € L(H) tel que :
(Tz,y) = (x,T*y), Vaz,y € H.

Définition 5.32. On dit que 7' € L(H) est auto-adjoint si 7* = T..

Proposition 5.33. Si T est auto-adjoint, alors o(T) C R.

Démonstration. 11 suffit de montrer que T — iyld est inversible deés que y € R*. Pour cela, on
estime (en utilisant que 7' est auto-adjoint) :

(T = iyld)ul[* = | Tull* + y*[[ul*
En particulier, on en tire que :
(T = iyld)ul* > y*[[ul
T — dyld est donc injectif. Pour montrer la surjectivité, nous allons montrer que son image est
fermée et dense dans H. Soit v dans I’orthogonal de I’'image de 7" — 7yld. On a pour tout v € H :

(T —dyld)u,v) =0
et donc :
(u, (T'+ dyld)v) =0,
d’ou:
(T +iyld)v =0
et ainsi v = 0.

Pour la fermeture de I’image, il suffit de considérer une suite de Cauchy.

Proposition 5.34. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose :
m= inf (Tu,u), M= sup (Tu,u).

weH,|[ul|=1 weH,||u]=1
Alors,ona : o(T) C [m, M]etm,M € o(T).
Démonstration. Quitte a changer 7' en —T', on peut se contenter de montrer que si A > M, alors
T — \ld est inversible et que M € ¢(T"). On remarque que :
(AN — T)u,u) > (A — M)||ul*.
Un argument déja utilisé montre que Ald — 7" est inversible.

Introduisons alors a(u, v) = ((MId—T)u,v). a est une forme sesquilinéaire positive. Elle donne
donc lieu a I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(M — T)u,v)| < (M — T)u, u)*(MId — T)v,v)2.
En prenant v = (MId — T)u, on trouve :
I(M1d = T)ul* < C[(MId = T)ul|(MId = T)u, u)*’?
d’ou :

[(Md — T)u|| < C((MId — T)u,u)">.
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En considérant une suite minimisante (u,,) (||u,| = 1), on trouve :
(MId — T)u, — 0.

Si M n’était pas dans le spectre, on aurait (M|d — T') inversible et continu (par le théoreme des
isomorphismes de Banach) et ainsi :
U, — 0.

Corollaire 5.35. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que o(T) = {0}. Alors T = 0.

5.3.3. Opérateurs compacts.

Définition 5.36. On dit que 7' € £(H) est compact si I’image par 7" de la boule unité est relative-
ment compacte.

Lemme 5.37. De toute suite bornée, on peut extraire une sous-suite faiblement convergente.
Lemme 5.38. Toute suite faiblement convergente est bornée.

Proposition 5.39. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) T est compact.
(2) L’image par T’ de toute suite bornée contient une sous-suite convergente.
(3) T transforme toute suite faiblement convergente en une suite fortement convergente.

Proposition 5.40. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors les éléments du
spectre non nuls sont des valeurs propres.

Démonstration. Soit A € o(T) avec A # 0. Si A n’est pas une valeur propre, on déduit que
Id — A\~1T est injective. Comme 7" est auto-adjoint, cela implique que Id — A\ ~'7 est d’image dense
dans H. Montrons alors que I’image de Id — A~!T est fermée. Cela entrainera la surjectivité de
Id — AT Soit u,, une suite telle que :

(Id — A ' Tu, — v,

Si (u,,) est bornée, par compacité de 7', on peut extraire une sous-suite de (7'u,,) qui converge vers
un certain w. On en déduit la convergence d’une sous-suite de (u,) vers u := v + A~ w. Si (u,)
Un

n’est pas bornée, on considere la suite bornée v,, = T T et on trouve :
n

(Id — A\~ T)v, — 0.

On en déduit qu’une sous-suite de (v,,) est convergente vers un certain v qui est de norme 1. v est
dans le noyau de (Id — A7'T") ; ¢’est impossible. O

5.3.4. Théoreme spectral. Nous pouvons des lors énoncer le théoreme spectral pour les opérateurs
auto-adjoints compacts.

Théoreme 5.41. Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint compact.
(1) Les valeurs propres non nulles de 'I' forment un ensemble fini ou une suite de réels qui tend
vers 0.

(2) Si p est une valeur propre non nulle, I’espace E,, = ker(T — pld) est de dimension finie.
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3) Ona:H =@ E,, & E.

(4) Si dim H = +oo, on a : o(T) = {0} U= {u;}. Si dim H < oo, le spectre de T est
constitué des valeurs propres.

Démonstration. Remarquons que les espaces propres associés a deux valeurs propres distinctes
sont orthogonaux. Remarquons aussi que si . est une valeur propre non nulle, la boule unité B de
E,, vérifie :

p'T(B) = B.
B est donc relativement compact dans H et donc dans E, qui un sev fermé de .

Soit £ > 0. Montrons qu’il y a au plus un nombre fini de valeurs propres p telles que |p| > €. Si
ce n’était pas le cas, on aurait une famille infinie 1, de valeurs propres telles que |z, | > €. Si zy,
est un vecteur propre de norme 1 associ€ a i, on aurait :

HTxlﬂj - T[EleQ = :ui]- + :uil 2 2¢%.

Cela contredit la compacité de 7'. Il reste a prendre € = #1 et la finitude ou la dénombrabilité des
valeurs propres en découle aisément. Soit V' = 69;;0‘1’ E,;. L'orthogonal N de V' est stable par 7. T
induit donc un opérateur 7" de N dans N. T” est encore auto-adjoint et compact. La seule valeur
propre de 7”7 est 0. On en conclut que le spectre de 7" est réduit a 0 et que 7" est nul et donc que
T’ est nul. On en conclut que N = kerT.

U
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5.4. Exercices.

Exercice 1. Identités de polarisation : Soit (F, (, )) un espace préhilbertien sur K = R ou C et

|| || 1a norme associée.

(1) Dans le cas K = R, montrer que 1’on a pour tout z,y € E
(0,9) = § [+ + 9l = = + 1]
(2) Dans le cas K = C, montrer que 1’on a pour tout x,y € F
(z,y) = }1 [+ [z +yll* = ll=2 + yl* + i lliz + yl* — il =iz + )]
(3) En déduire que I’on peut toujours retrouver le produit scalaire a partir de la norme.

Exercice 2. On considere un espace vectoriel E sur R muni d’une norme || || vérifiant I’identité de
la médiane :

Va,y € B, |lz+yl” + lz —yl* = 2|z + 2|y]*.

L’objectif est de montrer que £ muni de cette norme est nécessairement un espace préhilbertien. 11
s’agit donc de construire un produit scalaire et, compte tenu de 1’exercice précédent, on pose

1
v,y € B, (2,9) = 7 [lo + " = = — ]

Il reste a vérifier que I’on a bien défini ainsi un produit scalaire.
(1) Montrer que pour tout z,y € E ona (z,y) = (y,z) et (z,z) = ||z,

(2) Montrer que pour z1, %2,y € E ona (1 + z2,y) — (z1,y) — (z2,y) = 0 (On utilisera
I’identité de la médiane avec les paires (z1 + y, zo + y) et (z1 — y, x2 — y)).

(3) Montrer, en utilisant b), que si z,y € Eetr € Qona (rx,y) = r(x,y) et, en utilisant un
argument de continuité, que c’est encore vrai pour r € R.

(4) En déduire que (x,y) définit bien un produit scalaire sur £’ qui donne la norme || ||.

(5) Traiter de méme le cas K = C.

Exercice 3. Séries de Fourier : On identifie I’ensemble des fonctions continues complexes
périodiques de période 27 avec I’ensemble des fonctions continues complexes sur le cercle unité
St = {(z,y) € R%|z|> + |y|* = 1}. On note C°(S*; C). On munit L2(S*, 22) du produit scalaire

(o= [ Toee)

0 21

(1) Montrer que L2(S*, £) muni de (-, ) est un espace de Hilbert.

2T

(2) Vérifier que (e™?),,cz est un systeme orthonormé de L2(S*).

(3) En appliquant un corollaire de Stone-Weierstrass, montrer que 1’espace des polyndomes
trigonométriques que Vect {e™? n € Z} est dense dans L?(S*). En déduire que (¢7),,¢z

est une base hilbertienne de L?*(S1).
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(4) En déduire que pour tout f € L*(S'),ona f = Ses f.e™ dans L?(S') en posant
fn = 027T e~ o f (0)%. Montrer de plus I’identité de Parseval

2T d@
|iser g =S ine.

ne”

Exercice 4. Polynomes de Legendre : Sur R|.X| on définit la forme bilinéaire :

(P,Q) = / P)Q(t) dt.

1

(1) Vérifier que muni de ce produit scalaire R[X] est un espace préhilbertien.
(2) Est-ce un espace de Hilbert ? Quel est son complété ?

(3) En appliquant a la base (X"),cy le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, montrer qu’il
existe une et une seule famille orthonormée P, dans laquelle P, est exactement de degré n
et vérifie (P,, X,,) > 0. Vérifier que la famille (P, ),cn est une base algébrique de R[.X].

(4) En déduire que (P,),en est une base Hilbertienne de L?([—1, 1], dx).
(5) On définit le polyndme @),, par
1 dr

n(t) = o

Montrer que (), est de degré n et a n racines simples dans (—1, 1). Montrer que (),, est
orthogonal a tout polynome de degré inférieur a n et en déduire ),, = A, P,. Calculer
(Qn, @) et en déduire \,. Calculer Q(—1) et Q(1).

(6) Etablir les relations
Vn Z 27 nQTL - <2n - ]-)XQn—l - (TL - 1)@71—27

t* —1)".

et

Vn € N,Vt € R, %[(1 — )P ()] +n(n + 1)P,(t) = 0.

Exercice 5. Soit H un espace de Hilbert. Montrer que toute suite faiblement convergente est
bornée.

Exercice 6. Soit /7 un espace de Hilbert. Montrer que pour toutz € / ona:

el = max _|f(z)].

feH || flI<1

Exercice 7. Soit H un espace de Hilbert séparable. Montrer que de toute suite bornée on peut
extraire une sous-suite faiblement convergente.

Exercice 8. Soit H un espace de Hilbertet 7' € L(H).
(1) Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue de  dans H, notée 7™, telle
que :
(Tu,v) = (u, T*v), Vu,v € H.
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(2) Montrer que si (u,,) converge faiblement vers u, alors (7'u,,) converge faiblement vers 7'u.
Que se passe-t-il si 1" est supposé compact ?

(3) Montrer que si 7' € L(H) transforme la convergence faible en convergence forte, alors 7T’
est compact.

(4) Application. Soient X C R et Y C RP? deux ouverts non vides. Soit k € L*(X x Y).
Pour tout f € L*(X), on pose :

Tfz) = /X k(a,0) () dy

Montrer que T est bien définie de L*(Y') vers L?(X) et qu’elle est linéaire continue. On
donnera un majorant de sa norme. En adaptant la question précédente et en utilisant le
théoreme de Banach-Steinhaus, montrer que 7' est compacte.

Exercice 9. Soit D le disque unité de C et soit f € H (D) une fonction holomorphe sur D. On dit
que f € H2(D) lorsque f € H(D) vérifie : 37 | fu[2 < +o0 ot f, = £ Si f € H2(D), on

pose :
+oo 1/2
If1] = <Z|fnl2> :
n=0

(1) Montrer que I'application T : f € H*D) — [*(N,C) qui a f associe (f,)nen €st une
isométrie. Pour la surjectivité, on remarquera qu’une suite dans /?(N, C) est bornée.
(2) Que peut-on dire de (H2(D), || - ||) ?
(3) Montrons que pour tout z € D :
1/l
f(2)] £ ===

V1=

Exercice 10. Soit H un espace de Hilbert séparable. On dit que 7' € L(H) est de Hilbert-Schmidt
s’il existe une base hilbertienne (e,,),en telle que :

“+00
> ITen|* < +oc.
n=0

(1) Montrer que si 7' est Hilbert-Schmidt pour une base hilbertienne, il I’est pour toutes. On

pourra montrer que :
+oo +oo
D Teal? =D T fil’?
n=0 k=0

pour toute base hilbertienne ( f;)ren en utilisant la formule de Parseval. Cette valeur com-
mune est notée ||T||% -

(2) Vérifier que || - || s est une norme associée a un produit scalaire qui fait de I’ensemble des
opérateurs de Hilbert-Schmidt un espace de Hilbert.

(3) Montrer que si 7' est Hilbert-Schmidt, son adjoint I’est aussi.

(4) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est limite d’une suite d’opérateurs de rang
fini.
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(5) Montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact. On pourra montrer que 7’
transforme la convergence faible en convergence forte.

(6) Relier la norme Hilbert-Schmidt de 7" a ses valeurs propres (utiliser le résultat d’un exercice
du chapitre 1).

(7) Exemple. Soit k € L*([0,1]?). Pour f € L?([0, 1]), on pose :

Tf@) = [ ka)iw)dy
[0,1]2
Montrer que 7' est Hilbert-Schmidt et calculer sa norme.

Exercice 11. Projections alternées : Soit H un espace de Hilbert et C;, Cy deux convexes fermés
[¢]

tels que 0 € C; N Cy. Si C' est un convexe, on notera P la projection sur C. Notons qu’il existe
d > 0tel que B(0,9) C C;.

L’objet de cet exercice est 1I’étude de la suite :

Tp4+1 = P01P02(xn)’
avec xo € H.

(1) Préliminaires.

(a) Montrer que, pour touty € C; UCs et j € {1,2},ona:

1Pyl < Mlyll-
(b) Montrer que, pour x € C N Cs,
@41 — ] < [Jzn — 2.
En déduire qu’il existe R > 0 tel que pour tout n > 1, z,, € B(0, R).

(2) Distance a ’intersection. Soit y € B(0, R) et u = Pr,(y).

(a) Siu € (', montrer que :

deynes (Y) < dey(y)-
(b) Supposons que u ¢ C4. Expliquer pourquoi d¢, (u) > 0.
(¢) Siu ¢ Cy, montrer que
)
de, (u)

(u— Pg,(u)) € Cf.

En déduire que :

(d) Siu ¢ C;, montrer alors que :
dC1ﬂC2(y) < 571d01 (U)HUH + dCQ (y)
(e) Montrer que :
dey (v) < dey(y) + dey ().
(f) Conclure qu’il existe x > 0, pour touty € B(0, R),on a:

dclﬁCQ (y> <K maX(dC1 (y)’ dCz (y))
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(3) Rapprochement de ’intersection.
(a) Montrer que, pour tout z € H,
dene, (Po, (2))? < dey () + doyne, (2)? 4 2(Poync, (7) — 2,2 — Pe, (2)).

(b) En déduire que, pour tout z € H,

deyney (Poy (2))? < —dey () + deyne, ()7
Vérifier de méme que :

deyney (Poy (2))? < —dey () + deyne, ()7

(c) Pour z € Cy N B(0, R), montrer que :

1
desnesPe )" < (1= 15 ) dove, o)

et pour z € Cy N B(0, R), montrer que :
1
dClﬁC2(PC2 (x))z < (1 - ?) d01002($)2.

(d) Montrer que la suite (dc,nc, () )nen tend géométriquement vers 0.

(4) Etablir que (z,) est une suite convergente. Quelle est sa vitesse de convergence ? A quel
ensemble appartient sa limite ?

Exercice 12. Opérateur proximal : On se place dans R"” muni du produit scalaire euclidien stan-
dard (-, -). Soit f : R” — R une fonction convexe, minorée et qui tend vers +oo a I’infini. Pour
x € R"™, on pose, pour tout y € R™ :

1
92(y) = f(y) + 5llz — vl
(1) Montrer que, pour tout x € R", g, admet un unique minimum, noté p,., qui est caractérisé
par :
VyeR", f(y) = f(pz) = (* = po,y —pu) 2 0.
(2) En remarquant que, pour tous x et y,

f(py) - f(p:c) - <:B _pxapy _px> Z O,

et en examinant ||z — p, — (y — p,)||* montrer que

Iz = pyll* + llz = po = (y = p)II* < llz — ylI*.
(3) Montrer que les points fixes de = — p, sont exactement les minimas de f.

(4) Si C est un convexe fermé, on définit 1o vérifie .c(z) = 0 pour z € C et to(x) = +00 si
x ¢ C. Montrer que ¢ est convexe. A quel probleme se réduit le probleme de minimisation
de g, dans le cas f = 1o ? Commenter.
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6. CALCUL DIFFERENTIEL BANACHIQUE
6.1. Différentielle, propriétés de base.

6.1.1. Définitions. Notons K le corps R ou C. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur
K, U un ouvertde F, f : U — F une application, et a un point de U.

Définition 6.1. On dit que f est différentiable, ou aussi dérivable, au point a s’il existe une appli-
cation linéaire continue g : £ — F telle que

fla+h) = f(a) = g(h) = o(h)
quand A tend vers 0 (Ile membre de gauche est bien défini si / est suffisamment proche de 0).

Proposition 6.2. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

e Unicité de I’< application linéaire tangente >. Une telle application g, si elle existe, est unique.
En effet, soit g une autre application linéaire continue telle que

fla+h) = f(a) = g(h) = o(h).
Alors g(h) — g(h) = o(h) quand h tend vers 0, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0, il existe > 0
tel que pour tout i dans F, si ||h|| < n, alors ||g(h) — g(h)|| < €]|h]|. Pour tout i dans E' tel
que ||A|| < 1, nous avons ||2h| < 7, donc par homogénéité, ||g(h) — g(h)|| < €[/h||. On en tire :
|g — g|| < e pourtoute > 0etg = g.Cet élément g de ’espace vectoriel normé L(FE, F') sera
noté

df, : E — F
(ou aussi f’(a) ou encore D f(a)) et appelé la différentielle (ou aussi dérivée) de f en a.
Définition 6.3. On dit que f est différentiable (ou aussi dérivable) dans U si f est différentiable
en tout point de U. L’application x — df, de U dans L(E, F') est alors notée
df :U — L(E,F)
(ouaussi f': U — L(E, F)) et appelée la différentielle (ou aussi dérivée) de f.

On dit que f est continuement différentiable (ou aussi de classe C') en a si f est diffrentiable en
tout point d’un voisinage ouvert V' de a dans U etsi df : V — L(FE, F’) est continue en a (pour la
structure usuelle d’espace vectoriel normé de L(E, F')).

On dit que f est continuement différentiable (ou aussi de classe C') dans U si f est continuement
différentiable en tout point de U, ou, de maniere équivalente, si f est différentiable en tout point
deUetsidf : U — L(E, F) est continue.

6.1.2. Propriétés élémentaires.

Proposition 6.4. Soient E, F', G trois espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert de F, V un
ouvert de F, a un point de U, f, fi, fo: U — F et g : V — G des applications telles que f(U)
soit contenu dans V.

Alors, nous avons la liste de propriétés suivantes :

(1) Si f est constante, alors f est différentiable en a et df, = 0.
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(2) Si f : U — F est la restriction d’une application linéaire continue de FE dans F, qu’on
notera encore f, alors f est continuement différentiable dans U et, pour tout x € U, on a :

(3) Si f est différentiable en a et si g est différentiable en f(a), alors go f : U — G est
différentiable en a, et

d(go f)a = dgsa) o dfa.

4) Si F' = Fy x --- x F, est un produit d’espaces vectoriels normés, et f = (fn, ..., fn),
alors [ est différentiable en a (resp. continuement différentiable en a, différentiable dans
U, continuement différentiable dans U ) si et seulement si f; I’est pour tout i = 1,--- ,n
et:

dfa = (d(fl)(M e d(fn)a)

(5) Si E = FEy x --- X E, est un produit d’espaces vectoriels normés, et si f est la restriction
d’une application multilinéaire continue, qu’on notera encore f, alors f est continuement

différentiable dans U et pour tout (1, -+ ,x,) € U :

df(m,"-,wn) .

(hlv"' 7hn) — f<h17$27"” 7xn) —|—f(3§‘1,h2,x3,"' 7xn> + - +f<.§C1, 7xn717hn)-

(6) Si fi et f5 sont différentiables en a, alors f1 + \fs est différentiable en a pour tout A € K
et:

d(fl + )‘f2)a = d(fl)a + )\d(f?)a-

(7) Si F' = R (auquel cas E est suppos réel) ou F' = C, si i et f5 sont différentiables en a,
alors Iapplication produit fi f5 (définie par x — f1(x) fo(x)) est différentiable en a et :

d(fifa)a = fala)d(f1)a + fi(a)d(f2)a-

(8) Si E et F sont des espaces de Banach, si f(U) est un ouvert de F et si f : U — f(U)
est un homomorphisme, différentiable en a, tel que df, soit une bijection de E sur F, alors
[~ est différentiable en b = f(a) et :

d(f1)e = (df 1) 7"

(9) Si E et F sont des espaces de Banach, alors Uapplication ¢ : GL(E, F) — GL(F, FE)
définie par u — u~" est continuement différentiable sur GL(E, F) et sa différentielle en
u € GL(E, F) est 'application dy,, : L(E, F) — L(F, E) définie par :

dou(h) = —utohou™.

(10) Si f est différentiable en a, alors f est différentiable au sens de Gdteaux en a et df,(h) =
Onf(a) pour tout h dans E.

Démonstration. (1) est trivial. (2) vient du fait que :

fla+h)—=f(a) = f(h).

Montrons maintenant la formule de composition de (3). Il suffit d’écrire, pour h € E assez petit :

goflath)= g(f(a)55+ dfa(h) + |[hllex(h)),



) tend vers 0 quand h tend vers 0. La formule de composition a bien un sens puisque
a) € V implique, pour h assez petit f(a + h) € V. On utilise ensuite la différentiabilité de g en

g(f(a+h)) = g(b) + dgy(dfa(h) + hei(h)) + ||hllea(dfu(h) + ||hlle1(R)).
On en tire :
g(fla+ h)) = g(b) + dgy(dfa(h)) + dgy(hei(h)) + [[R][E2(R),
avec £9(h) qui tend vers 0 quand & tend vers 0 (on utilise la continuité de df,) La continuité de dg,
fournit alors :

1dge(lIAlle2 (DI < (A1l dgs[l{le2(R)]]-

On s’intéresse maintenant a (4). Supposons que f = (f1,-- -, f,) est différentiable en a. On peut
écrire que, pour h assez petit :

fla+h) = f(a) + dfa(h) + ||h]le(h).
On note p; la projection canonique sur la ;-eme composante de I’espace produit. p; est une appli-
cation linéaire continue. On en déduit :

fila+h) = fi(a) + pi o dfa(h) + ||h[[pi(e(R)).
Inversement, supposons que les f; soient différentiables en a ; on peut écrire que :
fila+h) = fi(a) + pi o dfa(h) + |[h]lei(h).
On en tire :
fla+h) = f(a) + dfa(h) + ||A]le(h),
avec e(h) = (e1(h), -+ ,en(h)).
On s’occupe maintenant de (5). Soit f une telle application multilinéaire. On sait qu’elle vérifie :

1 s syl < Cllyall - [lyall-
On examine alors :

flx+h)— f(x) = (f(h1,29, .- ,2n) + f(T1,ho, 3, - y20) + -+ flar, - X1, hy)
Il s’agit d’'une somme de termes de la forme f(yi,- - ,y,) avec au moins deux y; distincts égaux
a h;. Ainsi, on peut écrire :
1w < Cll]™ 1A%,
ol « est un entier au moins égal a 2.

L’assertion (6) résulte de (2), (3) et (4) via la composition par I’application linéaire continue :
(z,y) =+ . O

Lassertion (7) est de méme une conséquence de (3), (4) et (5) via la composition par I’applica-
tion bilinéaire continue (x,y) — xy.

Montrons (8). Par le théoreme des isomorphismes de Banach df, est d’inverse continu : ¢ =
|df, 7! || est donc bien défini. On pose y = f(x) etb = f(a).
On observe que :
y—b—dfo(z —a) = |lz — alle(z — a).
On obtient facilement que :

(dfa)" (y = b) — (z — a) = ||z — alldf, " (e(z — a)).
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On commence par en tirer que :
[ = all < c(lly = 0l + [l — alllle(z — )]
Pour y suffisamment proche de b, on a (continuité de f~!) x proche de a de sorte qu’on ait :
le(z — a)|] < (2¢)~! d’ou I’on tire :
|z — al| < 2clly — |-
On en déduit que :
1F = (y) = b= (dfa) "y = O)Il < lly = 0lllIECy = D).

On traite le point (9). On rappelle que GL(E, F') est un ouvert de L(F, F'). En effet, soit uy €
GL(E,F)etv € L(E,F)tel que ||v]| < ||ug'||~*;ona:

ug + v = up(ld + ug 'v)
et ||ug vl < [lugtllllv]l < 1 de sorte que Id + ug v est inversible d’inverse >, 20 (—1)* (ug 'v)*.
En particulier, on obtient :

+o0

(uo +0) ™" =D (=1)"(ug v) uy ™.
k=0
Cela implique notamment que :

+o0o
(up +v) ™t —uyt = —ugtougt + Z(—l)k(uglv)kugl.
k>2

On a le controle :

“+oo —+00
DD g o) ug | < g M g oll* = g g ol (1= flug Mol
k>2 k=2

Le conclusion est alors évidente. Pour la continuité de la différentielle, il suffit de voir que I’ap-
plication (v,w) — —vo-owde L(F,E) x L(E,F) a valeurs dans L(L(E, F),L(F, E)) est
bilinéaire et continue.

Concernant le point (10), on rappelle que la Gateaux-différentiabilité de f en a suivant h € E

signifie que :
L flateh) - f(a)
e—0,e>0 19
existe dans F (et est notée O, f(a)). Il suffit alors d’écrire que, si f est défférentiable en a, on a,
pour tout h € E et pour t > 0 assez petit :

fla+th) = f(a) — dfa(th) = [|th|le(th).

11 suffit alors de diviser par ¢ et de passer a la limite.

Remarque 6.5. Une fonction peut avoir des dérivées directionnelles dans toutes les directions en
un point sans y étre différentiable :

I2

Y
f est continue sur R?, admet des dérivées directionnelles dans toutes les directions en (0, 0), mais
n’y est pas différentiable.
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6.2. Accroissements finis.

6.2.1. Théoreme des accroissements finis.

Théoreme 6.6. Soient I = [, 3], Funevnet® : [ — F, ¢ : I — R. On suppose que ¢ et D sont
dérivables sur I et qu’on a :

19" (z)[| < ¢'(x), Vel
Alors :
12(8) — (a)]| < ¢(8) — ¢(a).
Démonstration. Fixons € > (. Considérons 1’ensemble A défini par :
A={yel:Viela], [[()—2(@)] <o) - dla)+elt —a)},

Ona: a € A, donc A est non vide, A est majoré par 3. A admet donc une borne supérieure notée
0 € |a, 5]. 1l est aisé de constater que A est fermé dans [«, 5] puisque ¢ et $ sont continues sur /.
La borne supérieure de A est donc atteinte et par conséquent on a :

A= [a,0].
I1 s’agit de montrer que 6 = /3. On suppose que 6 < 3.

Ona:
[(0) — P(a)]| < d(0) — d(a) + (0 — ).
¢ et ® sont dérivables en 6, il existe donc 6 > 0 tel que, pour ¢ € [0, d] :
[ @(6 +1) - ©(6) — t2/(0)]| < St
et .
[6(0 +t) — (0) — td'(9)|| < 3¢t
Examinons alors :
[0+ 1) — (a)|| < [|2(0 +1¢) — 2(O)] + [[2(0) — P(a)]]-
Il s’ensuit que :

[B(0 +1) — ()| < B(0) — ¢(a) +e(0 — ) + [|D(0 + 1) — D(O)]].

On en tire :

[2(0 + 1) — ()| < ¢(0) — P(a) + (0 —a) + gt + |2 (0) ]
et

[2(0 + 1) — ()| < ¢(0) — P(a) + (0 — ) + %t +t|¢'(0)]]
d’ou :

|20 +1) — ()| < B0 +1) — pa) +e(0 — ) + et
Ainsi,ona: # + 6 € A et c’est contradictoire. On en déduit § = [ et donc :
[2(8) = ()| < &(B) — d(e) +e(B — )

et ce pour tout € > 0. 0]
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6.2.2. Applications. Soient E, I des evn, U un ouvert de E, H : U — F une application C'.
Soient aussi ag et a; deux points de U tels que le segment les joignant soit encore dans U. Pour
t €10,1], on pose : a; = (1 — t)ag + ta;. On introduit :

®(t) = H(ar)
etona:
@' (t) = Dy, H(a; — ap).
Proposition 6.7. S’il existe M > 0 tel que pour tout t € [0, 1]n, ona :
1D, H(ay — ao)|| < M,
alors :
| H(ar) — Hlao)| < M.
Proposition 6.8. S’il existe M > 0 tel que pour tout t € [0, 1]n, ona :
| Do, HI| < M,
alors :
[1H (a1) — H(ao)|| < Mllar — aol|.

Proposition 6.9. Si U est connexe et que la différentielle de H est nulle sur U, alors H est
constante sur U.

Proposition 6.10. Supposons que U est convexe et qu’il existe M > 0 tel qu’on ait I’inégalité
|D.H|| < M pour tout x € U, alors H est M -lipschitzienne.

6.3. Différentielles partielles et d’ordre supérieur.

6.3.1. Différentielles partielles, dérivées partielles. Soient Ey, - -- | E,, et F' des espaces vectoriels
normés sur K, £ I’espace vectoriel normé produit £y X - - - X E,, (muni de lanorme ||(xy,- - ,z,)|| =
max(||z1][,- -, ||zx]|)), U un ouvert de F, f : U — F une applicationeti € {1,--- ,n}.

Définition 6.11. Pour tout a = (ay,--- ,a,) dans U, on dit que f est différentiable (ou dérivable)
par rapport la i-€me variable en a si ’application (parfois appelée la i-¢me application partielle)
x> fla, - ,a;_1,T,a:41, ..., a,) est différentiable en a;.

La différentielle en a; de cette application, qui est un élément de L(F;, F'), est notée
of
e (a).

et appelée la i-eme différentielle partielle (ou :-eéme dérivée partielle) de f en a.

difa ou D;f(a)ou d,, f(a) ou f, (a) ou

Proposition 6.12. Si f est différentiable en un point a de U, alors f est différentiable par rapport
a chaque variable en a et :

dfa s (ha, - hy) — Zaz-fm).
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Démonstration. Soiti € {1,--- ,n}.Soitz € E;. Onpose T; = ¢;(z) :== (0,---,0,_x ,0,---,0).
La différentiablilité de f en a permet d’écrire :

fla+z) — f(a) — dfa(Z:) = [|Zi]|e(Z:) = ||lz[le 0 gi(2).
Z; — f(a+ ;) est donc différentiable en 0 et dérivée df, o ¢; =: 0;f, € L(E;, F).Pour h € E,

on écrit :
n
i=1
et il vient par linéarité :

dfa(h) = 3 dfalh).

La réciproque est fausse en général. Considérer I’exemple :

[ =y (@) # (0,0, £0,0)=0.

Proposition 6.13. L’application f est C' sur U si et seulement si f est différentiable par rapport
a chaque variable en tout point de U et si pour tout i = 1,--- ,n, Uapplication O;f : x — 0;f, de
U dans L(E;, F) est continue sur U.

Démonstration. Supposons d’abord que f est C' sur U. Alors, f est différentiable par rapport a
chaque variable (proposition précédente) et on a, sur F; :

dfa °q; = aifa’
ougq; : h; — (0,---,0, h; ,0,---,0) est une application de L(F;, F). La continuité par rapport

(2
a a en découle par composition.

Réciproquement, supposons que f est différentiable par rapport a chaque variable et de différentielles
partielles continues sur U'.

Soita € U ete > 0.1l existe 6 > 0 tel que pour tout b = (hy,--- , hy,) tel que : ||h|| < J,ona:
(a+h)eU et ||Oiforn— Oifall <e.
On pose h(0) = (0,---,0) et
h(k) = (h1,ha,--- , hg,0,---,0).

On a h(n) = h. On peut écrire la somme télescopique :

n

flas+h) = f(@) =" (fla+h(k = 1)+ k) = fa+hik=1))).

k=1
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On écrit alors :
n

fla+h)— f(a) - Zakfa(hk) = (f(a +h(k = 1) + ) — fla+ h(k — 1)) — 3kfa(hk)> :
k=1 Kk

-1
On considere : .
t— f(a + h(k - 1) + thk) — t@kfa(hk).
Sa dérivée vaut :
dfa+h(k—1)+tﬁk(7lk) — O folli) = akfa+h(k—1)+tﬁk<hk) — O fahi).
Ona:

14 s 1) iy, () = OcSalBi)| < Pl
Il s’ensuit que :

< ne|[hl]

fla+h) = fla) = Zakfa(hk)

f est donc différentiable en a et de dérivée :

dfa(h) =Y 0 fa(hi).
k=1

Les 0;f, o p; € L(E, F) sont des fonctions continues de a comme composées de fonctions conti-
nues.

OJ
Corollaire 6.14. Supposons que E = K". Si f est différentiable en a = (ay,- - ,a,) € U, alors

f admet des dérivées partielles par rapport a chaque variable en a :
9, Aty 5, Aj—1, T, Ajq1, """ ,Ap) — a
f(a): hm f( 1, ) 1 +1 ) f( )

a.’]ji a:—)ai,x#ai xr — CI,,L'

La différentielle en a est donnée par :

n
dfo(h) = 0y, f(a)hi.
i=1
f est Ct sur U si et seulement si ses dérivées partielles existent sur U et si les applications a —
O, f(a) sont continues de U dans F.

6.3.2. Différentielles d’ordre 2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert
de E,a € Uet f: U — F une application. Rappelons que L(F, F') est aussi un espace vectoriel
normé sur K (pour la norme d’opérateur), qui est un espace de Banach si F' I’est.

Définition 6.15. On dit que f est deux fois différentiable (ou deux fois dérivable) en a si f est
différentiable sur un voisinage ouvert V' de a contenu dans U, et si df : V. — L(E,F) est
différentiable en a et nous notons :

d?f, = d(df)a.

Remarque 6.16. Rappelons que I’application de L(E, L(E, F')) dans L(E x E, F’) qui a u associe
I’application bilinéaire continue (z,y) — u(x)(y) est une application linéaire isométrique. Si f
est deux fois différentiable en a, nous noterons d? f, 1’application bilinéaire associée.
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Remarque 6.17. Supposons que f soit deux fois différentiable en a. Soit A’ € E. Alors 1’application
x — df,(I') est différentiable en a de différentielle h — d?f,(h, h’). 1l suffit de voir que df, (k') =
evy o df,. Cela s’écrit encore d* f,(h, ') = d(df (R'))a(h).

Remarque 6.18. Si F = K" et si f est deux fois différentiable ena,ona:

& fo(h, W)= > il

1<4,5<r

8@895] (a).

Proposition 6.19. Si f est deux fois différentiable en a € U, alors d*f, est une application bi-
linéaire continue symétrique.

Démonstration. Fixons h, h’ € E. On considére ’application de [0, 1] — F’ définie par :
g(t) = fla+th' + h) — f(a+th).
On a par dérivation des fonctions composées :
9'(t) = dfasensnw (h) = dfasin(h) = dfarinin (h) = dfa(h) = (dfare — dfa)(h).
On remarque que :
g/(t) - d2fa<h/7 h) - (dfa-i-th-‘rh’ - dfa - dea(th + h,))(h) o (dfa+th - dfa - dea(th))(h)
Soite > 0. Il existe » > 0 tel que si ||h|| < r/2et||h'|| <r/20na:
| dfarinin — dfa — A fa(th + W) < ellth+ W[, dfarn — dfa — d? fa(th)|| < e][th]].
Il vient alors :
lg'(t) = d® fa(R', W)IL < 2el|RII (A1 + NR1) < 2e (1Al + (1B
L’inégalité des accroissements finis implique que :
lg(1) = g(0) — @ fu (W', W[ < 2e([| ]| + [|W/]])*.
Comme g(1) — g(0) est symétrique par rapport a h et i’, on en déduit que :
lg(1) = 9(0) — d® fu(h, W) < 2<([|A]| + IW'[])*.
Ainsi, on a :
1d* fa(h, 1Y) — & fu(R, W) < 2e([[R)] + 17]1)
Par homogénéité, cela est valable pour tous h et b’ € E et la conclusion s’ensuit.

6.3.3. Différentielles d’ordre supérieur.

Définition 6.20. On dit que f : U — F est k fois différentiable en a si df est k — 1 fois
différentiable en tout point z d’un voisinage de a et que x +— d*~! f, est différentiable en a.

Proposition 6.21. Si f est k fois différentiable en a, alors on a :
dkfa<h/17 T 7hk) - d(dk_1f>a(h27 e 7hk)<hl> - dQ(dk_2f)a(h37 e 7hk:)(h/27 hl) —
On définit les applications de classe C* pour k > 2.

Définition 6.22. Soient £, F' des evn et U un ouvert de E. Soit f une application de U dans F'.
Soit k > 2. Onditque festC¥sur Usi festClsurUetsidf : U — L(E, F)estC- ! sur U.
62



Définition 6.23. On dit que f : U — F est de classe C* sur U si et seulement si f est de classe
C* sur U pour tout k > 1.

Remarque 6.24. On rappelle que £*(E, F') désigne I’espace vectoriel des applications k-linéaires
continues de E* dans F. On a une identification canonique entre £*(E, F') avec L(E, LF"1(E, F)).

Pour une application f de classe C* sur U, on peut donc considérer D¥ f comme un élément de
LHEF).
Proposition 6.25. Si f est k fois différentiable en a, alors d*f, est une application k-linéaire
Ssymétrique.

Démonstration. Pour k = 2, le résultat est déja prouvé. On raisonne par récurrence. Soit & > 2.
Pour (hy,- -+ ,hxy1),0na:

A" fo(hy - ) = d (d f (o, -+ higa)), (ha) = d2 (d" fhs, - higa)), (hay Ba).

Par récurrence, on en déduit la symétrie par rapport a (hs, - - - , hyy1) et par rapport a (ho, h1). On
en conclut la symétrie par rapport a toutes les transpositions et le résultat en découle. U

Proposition 6.26. On a :
(1) L’ensemble des applications de classe C* sur U est un K-espace vectoriel.
(2) Les applications affines continues sont C*.

(3) Les applications bilinéaires continues sont C*. Les applications multilinéaires continues
sont aussi C*.

(4) La composée (bien définie) d’applications de classe C* est encore de classe C*.
(5) Le produit d’applications de classe C* sur U est encore C* sur U.

(6) L’application GL(E, F) — GL(F,E) : u+ u™ ! est C*.

(7) Si f: U — V est un C'-difféomorphisme et que f € C*(U), alors f~1 € C*(V).

Démonstration. Le point (1) est trivial. Pour le point (2), on écrit :
f(z) =b+u(x), avecu € L(E, F),b e F.
Un calcul élémentaire fournit : df, = u et ainsi d?f = 0.
Passons au point (4). Soit B : 4y x Es; — F une application bilinéaire continue. On a vu que :
dB(z, 2,)(h1, ho) = B(x1, ha) + B(hy, z2).

On remarque que (z1,22) +— dB(, 4,0 € L(E1 X Ey, F) est linéaire. Il s’agit de montrer sa
continuité. Par exemple, montrons que :

(ZL’l — B(Il,pg())) € £(E1 X E2,£<E2,F>>.
On constate que, par définition :

sup |[B(z1, pa())ll ez, < Bl < +o0.

llz1]1<1
On en déduit que :
d(dB) (@, z9) (K1, ko) = B(k1,-) + B(-, ka).

et alors : d°B = 0.
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On traite le point (4). Soit G un evn. Soit f : U — Vet g : V — G deux applications C*. g o f
estCletona:

d(g © f)x = dgf(z) o df:c

Par hypothese de récurrence x — dgy(,) est de classe C¥~, de plus df est de classe C*~1. Le
résultat en découle par récurrence.

Concernant le point (5), il suffit de considérer I’application bilinéaire produit et la formule de
composition.

Intéressons nous au point (6). On a déja vu que cette application est C'. Par composition d’une
application bilinéaire continue (donc C*) et d’applications C', on en conclut que u — dy,, est C*
et le résultat s’ensuit par récurrence.

Pour le point (7), on rappelle que :
d(f ™)y = (dfy-1) "
Une simple combinaison du théoréeme de composition et du point (6) donne le résultat. 0

Proposition 6.27. f : U C E; x---x E,, — F estC¥ si et seulement si les différentielles partielles
de f existent jusqu’a ’ordre k et sont continues.

6.3.4. Formule de Taylor. Dans cette sous-section, £ et F' seront de dimension finie. Soit U un
ouvert non vide de E et ag, a; deux points de U tels que a; = (1 — t)ag + ta; € U pourt € [0, 1].
On pose v = a; — ayp.

Théoréme 6.28. Si f : U — F est de classe C* sur U, alors on a :

f(al) :f(ao) + dfa()(’U) + %deao(U,U) + -+

Gt Jel)

1

1. 1\ 1 - k=1 gk
i (k—1)!/0 (=) d" fo, (v, -+, v)dL.

Démonstration. En raisonnant composante par composante, on peut supposer que ' = C. Pour
t € [0,1], on pose h(t) = f(ag + tv). h est C* par composition et :

ROt = d fo, (v, ,v), Vie{l,--- k}.

La formule de Taylor usuelle donne la conclusion. 0

6.4. En dimension finie. Examinons de plus pres le cas de la dimension finie. On pose £ = K”
et ' = K% et on considere f : U — F.Onnote f = (f1,---, f,). [ est différentiable en a si et
seulement si les f; le sont et dans ce cas :

dfe = ((dfl)m ) (de>a)'

Dans les bases canoniques de F et F’, on peut écrire la matrice de df,, appelée matrice jacobienne
et notée J,(f).Ona:
Ofi
nih = (5w) .
L 1<j<p , 1<i<q

Le coefficient de ¢-eme ligne et de la j-¢me colonne est %(a).
J
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Ja(f)H estle vecteur colonne des coordonnées de df,(h) dés que H désigne le vecteur colonne
des coordonnées de h ; c’est aussi la dérivée de f au point a dans la direction h.

La formule de composition fournit :

Jo(g 0 f) = Jrw(9) Jo(f),
ce qui s’écrit :

)G @),

d(go f)i ~ Jgi
o @ =2
Quand f est deux fois différentiable en a, on a la formule :

df.(h, k) thj(%za% a)
et:
dfa(h, h) Zh282 a) +2Y  hihj0y,0, f(a).
1<J

Supposons que f est a valeurs dans R. On appelle matrice hessienne de f en a la matrice
symétrique définie par :

Hess.(f) = (3xiaxjf(a))1§j§p ,1<i<p”
On a dans ce cas :
df.(h, h) = "HHess,(f)H.

6.5. Problemes d’extrema.

6.5.1. Rappels sur les formes quadratiques. Soit E/ un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit
(2 une forme quadratique sur F et B la forme bilinéaire associée. On a :

Qr +y) — Q) — Qy)
5 .

Q(JI) :B(va)ﬂ B(x,y):
On rappelle que le noyau de B est définie par
t={z€E:VyeFE, B(z,y) =0}.

On dit que Q ou B est non dégénérée si £+ = {0}.

On dit qu’une forme () non dégénérée est définie positive si QQ(x) > 0 pour z # 0. On définit
de méme la notion de définie négative.

Si (e, -+, en,) estune base de £. La matrice associée a B est la matrice symétrique :
M = (B(ei, €5)).
Ona: B(x,y) = "Y' MX. Les valeurs propres de M sont réelles.

On rappelle qu’il existe une base orthonormée pour le produit scalaire canonique dans laquelle
M est diagonalisée :
P'MP=D, P!'='P
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Théoreme 6.29. Soit () une forme quadratique sur E (de dimension m). Soit p € N la dimension
maximale des sous-espaces sur lesquels () est définie positive. Soit q la dimension maximale des
sous-espaces sur lesquels () est définie négative. Soit r la dimension du noyau de Q). Alors, on a :
P+ q+1r =m et il existe une base de I dans laquelle la forme quadratique prend la forme :

P p+q

2 2

Qz) = sz - Z Ly
=1 i=p+1

Le triplet (p, q,r) s appelle la signature de Q. p correspond au nombre de valeurs propres positives
d’une matrice de () dans n’importe quelle base, q au nombre de valeurs propres négatives.

Démonstration. (ébauche) Soit H le noyau de (), engendré par ey, - - - , e,.. Soit S un sous-espace
supplémentaire de H. La restriction de () a S est non dégénérée. On peut supposer que () est non
dégénérée (en la restreignant a .S). On considere alors F' un sous-espace de dimension maximale p

sur lequel Q) soit définie positive. Ona: E = FéFL. Onapourz € F+,onaQ(x) < 0.L écriture
normalisée de () dans une base adéquate s’ensuit facilement. La caractérisation par les nombres de
valeurs propres positives et négatives s’obtient en considérant une base ou () est diagonale et en
cherchant la dimension maximale d’un sous-espace sur lequel () soit définie positive. U

6.5.2. Extrema locaux. Soit U C E un ouvert de I/ (de dimension finie).
Soit H:U — RetaeU.

Définition 6.30. Un point ¢ € U est un maximum (resp. minimum) local de H s’il existe un
voisinage V' de a sur lequel on a :

H(x) < H(a) resp. H(x) > H(a).

On définit de méme la notion de maximum et de minimum local strict (avec des inégalités strictes
pour = # a).

Définition 6.31. Quand H est différentiable en a, on dit que a est un point critique si et seulement
sidH, = 0.
Voici une condition nécessaire pour avoir des extrema locaux.

Proposition 6.32. Supposons que H est C* sur U et que a est un extremum local de H. Alors a est
un point critique de H et si a est un minimum local (resp. maximum local), on a d*H, > 0 (resp.
d*H, <0).

Voici des conditions suffisantes pour avoir des extrema locaux.

Proposition 6.33. Supposons que H est C* sur U et que dH, = 0. Si d*H, > 0 (resp. d*H, < 0),
alors a est un minimum local strict (resp. maximum local strict).

6.5.3. Extrema liés. Enongons d’ores et déja le théoreme des extrema liés dont la preuve utilise
le théoreme d’inversion locale de la prochaine section. On pourra donc passer la preuve dans une
premiere lecture.

Théoréme 6.34. Soient H, fy,- -, f, des fonctions C* sur U. Soit a € U. Considérons :

X={zeU: filz) = fo(x) =--- = fp(z) = 0}.
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Supposons que les formes (df;), sont indépendantes. Alors, les formes dH,, (df1)q, - - , (df,)a sont
liées.
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6.6. Exercices.

Exercice 1. Soient a et b des réels. Etudier la continuité et la différentiabilité des fonctions sui-
vantes :
re YT x>0
x g
=" 120

et

[ |z|cos(z™t) xz#£0
glw) = { 0 r=0"

Exercice 2. Etudier la continuité, I’existence des dérivées directionnelles et la différentiabilité des
fonctions suivantes en (0, 0) :

flz,y) = /2t + y* sin/2? + y?,

vy L @ p)sin () (ey) # (0,0)
) { 0 (2,9) = (0,0)

zle b
hap(z,y) = % z#0,y#0
o 0 r=0o0uy=0 "

Exercice 3. Soit f : R — R une fonction de classe C2. On définit g : R? — R par :

f(@)—f(y)
g(x,y>={ i Ziz

Montrer que g est C'(R?, R) et calculer sa différentielle en tout point.

Exercice 4. Soit f : {(z,y) € R* : zy # 1} — R définie par :

x
f(z,y) = arctan x + arctan y — arctan (1 +Y ) .

Montrer que f est C! et calculer sa différentielle. Conclure.

Exercice 5. Soit f : R® — R, f(z,y,z) = 322y + ¢*** + 42°. Donner la matrice jacobienne de f
en (0,—1,1).

Exercice 6. Soient £ et F' des evn. Soit f € C'(E, F). Montrer que f est k-lipschitzienne si et
seulement si pour tout a € A, ona: ||df,| < k.

Exercice 7. On définit sur R"™ \ {0} la fonction f par :
T
fx) =

(el
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Calculer sa différentielle en tout point.

Exercice 8. Soit f : R™ — R une fonction convexe et différentiable. Montrer que, pour tous x et
Y,
fly) = f(x) —dfuly — x) > 0.

Exercice 9. Soit R,,[X] I’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus n a coefficients réels.
Pour P € R, [X], on pose :

N(P) = sup |P(t)].
t€[0,1]

Soit ¢ € N. On note £ = R,[X] et I = R3,[X]. On considere 'application ¢ : E — F :
o(P) = P*.
(1) Montrer que N est une norme et qu’elle vérifie :
N(PQ) < N(P)N(Q), P Q€R,[X].
(2) Montrer que N est différentiable sur E' et calculer sa différentielle en tout point P € F.
Montrer que ¢ est C.

(3) Quand g = 1 donner la matrice jacobienne de ¢ dans les bases canoniques.

Exercice 10. Soit £ I’espace des matrices réelles de taille n X n muni d’une norme telle que
| XY || < ||IX][[[Y]|- Soit A € E inversible. Pour X € E, on pose :

F(X) = 2X — XAX,
(1) Montrer que F': E — E estC'. Calculer F(A™') et dFy-1.

(2) On pose X1 = F(X,), p > 0. Montrer que X, converge vers A~ dés que X est dans
une boule convenable.

(3) Résoudre la relation de récurrence en posant Y, = |ld — AX,,. Que dire de la convergence
de X, ?
Exercice 11. Soit /' ’espace des matrices réelles de taille n x n.
(1) Montrer que det : £ — Rest C! et que d det;q = Tr.
(2) Montrer que pour tout X, H € E,ona:

d(det)x(H) = Tr(*X H),
ol X est la comatrice de X.

(3) Soient yy, - - - ,y, des solutions (a valeurs dans R"™) su systeme différentiel linéaire :

y'(t) = Alt)y(),
ou A est continue sur / a valeurs dans E. Déterminer une équation différentielle satisfaite

par w(t) = det(yi(t), -, yn(t)).
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Exercice 12. Soient I = [0,1], F = C°(I,R), E C F le sous-espace des fonctions C' nulles en 0.
On munit F' de la norme || - ||« et F de la norme ||z||; = ||2’||~. Montrer que f : E — F définie
par f(z) = 2’/ 4+ x? est de classe C! sur E. Calculer sa différentielle.

Exercice 13. Soient E et F' des evn. Soit U un ouvert de £ et une suite d’applications f;, : U — F
différentiables.

On suppose que les fj convergent simplement vers f sur U et que les D f;, convergent uni-
formément sur U.

Montrer que f est différentiable sur U et donner sa différentielle. Si de plus les f; sont C!,
montrer que leur limite I’est aussi.

Généralisation ?
Exercice 14. Soit E I’espace des matrices carrées de taille n. Quelle est la régularité de X — X?
pourp > 17

Calculer sa diffférentielle. Calculer sa différentielle seconde.

Exercice 15. Soit £/ I’espace des matrices carrées de taille n. On pose, pour k > Oet X € E:

k

XP
fe(X) = Z o
p=0 *

En utilisant la suite f, montrer que exp est C'.

Si ca vous amuse, montrer qu’elle est C 2

Exercice 16. Soit U un ouvert de R™. Pour f € C?(U,R), on pose :
Af =02 f+-+0
(1) Donner une expression pour A(fg).
(2) Pour f € C*(R",R) et A € O(n), montrer que A(f o A) = (Af) o A.
(3) Calculer Af pour f(x,y) = (cosx — sinx)ev.
(4) On pose g, (z) = In ||z, pour n = 2 et g, () = ||=||3 " pour n > 3; calculer Ag,,.

Exercice 17. Trouver les applications ' € C*(R?, R) telles que :

vr_or_
ox2  Oyr

Exercice 18. Etudier la nature des points critiques des fonctions de R® dans R suivantes :

(D) f(z,y,2) =2 +y* + %7,
2) g(z,y,2) = 2y + 22 + yz,

(3) h(z,y,2) = (z +y)* + sin(xz) + %
70



Exercice 19. Soit f : R — Ret ¢ : R3 — R définies par :
F) = (w—12(u+1), flo,y,2) =a® + 9+ 22 + oy — 22,
Onpose F = fo¢: R3 — R.
(1) Montrer que ¢ est une forme quadratique définie positive.
(2) Montrer que a est un point critique de F' si et seulement si a = (0, 0,0) ou ¢(a) = 1.
(3) Calculer la hessienne de F' en (0,0, 0). Quelle est la nature de ce point critique ?
(4) Montrer que F' est positive. Que dire des points critiques différents de (0,0, 0) ?

Exercice 20. Soit g(z,y, z) = xyz —32, 5 = {g = 0} et f(x,y, 2) = 2y + 2yz + 3zz. Déterminer
le minimum de f sur S.

Exercice 21. Trouver les extrema de f(z,y, z) = 2x 4 3y + 2z sur 'intersection du plan x + 2z = 1
etde C = {z? +y* =2} C R%.

Exercice 22. Trouver les extrema de f(x,y) = zy sur le cercle unité de R2.
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7. INVERSION LOCALE ET FONCTIONS IMPLICITES

7.1. Théoreme d’inversion locale.

Théoreme 7.1. Soient E et F deux espaces de Banach. Soit U un ouvert non vide de E et H :
U — F de classe C'. Soit a € U. On suppose que dH, € GL(E, F).

Alors, il existe un ouvert Uy de U contenant a et un ouvert Vy de F' contenant H (a) tels que
H : U, — V; soit un C-difféomorphisme.

Démonstration.
Réduction. Commencons par nous ramener a un cas plus simple. Introduisons 1I’application affine
inversible et de classe C' notée A définie par :

A(x) = H(a) + dH,(z — a).
Notons que :
AN y) = a+ (dH,) 'y — H(a))
et que A~! est aussi de classe C'.

Considérons I’application définie par :
H(z)=A"1oH(z), zel.
H est encore de classe C* sur U et des calculs élémentaires fournissent :
H(a)=a, dH,=Id.
Nous allons montrer le théoréme pour H. Pour cela, introduisons @ I’application définie sur U par :
ola) = Hz) -,
de sorte que ¢(a) = 0 et dp, = 0.

Accroissements finis. Par continuité de la différentielle de ¢ au voisinage de a, il existe § > 0 tel
que By(a,0) C Uet:

1

L’inégalité de la moyenne implique donc que, pour z, 2’ € By(a, ) :

i) — o) < gz — .
En particulier, on a :
(@)l < gz —al.
Notons qu’on peut aussi choisir § > 0 de sorte que dH, soit inversible pour z € B (a,9).

Point fixe. On pose V; = B (a, 2). Introduisons I’espace :
X={Kec (Vl, E) . K(V1) € By(a,0)}.

X est clairement un sous-espace fermé du complet C (‘71, E) muni de la distance uniforme. On

a |d‘71 e X.
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Nous remarquons que Iapplication K — Idy, — ¢ o K définie de X a valeurs dans Co(f/l, E)
est en fait a valeurs dans {K € C° (f/l, E> : K(V4) C B(a,0)}. De plus, cette application est
1 . . .
5-lipschitzienne.

Par le théoréme du point fixe cette application possede donc un unique point fixe K qui appar-
tient méme 2 {K € C° (171, E) . K(V1) € B(a,0)}.

On a, poury € Vi:

y = Ko(y) + ¢(Ko(y)) = H(Ko(y))-
Posons alors V; = B (a, ) et Uy = H~'(V;) N B(a, §). Ces deux ensembles sont des ouverts qui

contiennent a. Alors H : U; — V} est une bijection de classe C! et son inverse K est continu par
construction.

On peut alors utiliser la Proposition 6.4 et en particulier le point (8) pour voir que H:U -V
est un C'-difféomorphisme .

On remarque alors que H = Ao H : Uy — A(Vl) = V) est un C*-difféomorphisme entre les
ouverts U; (contenant a) et V) (contenant H (a)).

U

7.2. Théoreme des fonctions implicites.
Théoreme 7.2. Soient E, I, G trois espaces de Banach et U un ouvertde £ x Fet f : U — G
une application de classe C*.

On suppose qu’il existe (a,b) € U tel que f(a,b) = 0 et que 0> f (a,b) : F — G est bijective.

Alors il existe un ouvert U' C U contenant (a,b), un ouvert V. C E contenant a et une applica-
tion g : V — F de classe C* tels que :

(z,y) € Ulet f(z,y) =0
équivaut a :
xeVety=g(x).
En particulier, on a : g(a) = b et pour x € V, on a la formule :

dge = —(D2f(zg2)) ™" © O fwa(a))-

Démonstration. On va appliquer le théoreme d’inversion locale. On définit ¢ : U — E x G
par p(x,y) = (x, f(z,y)). ¢ est de classe C'. Sa différentielle au point (a,b) est donnée pour
(h,k) € E x Fpar:

dp(a) (s k) = (R, O flap) (R) + D2 fap (K)).
En écrivant (h', k') = (h, 01 fap)(h) + O2f(ap)(k)), on est amené a :

h="h, k= 0fap) (K = fay(h)).

d(a ) est donc inversible d’inverse (continu) défini pour (b, k') € E x G :

(dpap) ™ (W, K) = (W, (02 fian) ™ (K" = D1 fam (1)).
Par le théoreme d’inversion locale, il existe donc un ouvert U’ C U C E x F contenant (a, b) et
un ouvert U” C E x G contenant (a, 0) tels que ¢ : U’ — U” soit un C!-difféomorphisme. Notons

¥ son inverse. ¢ est de la forme (z, 2) — (x, 19(z, 2)).
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On définit I'ensemble V' = {x € £ : (2,0) € U"} qui est un ouvert de F (image réciproque de
I’ouvert U” par une fonction continue). Les assertions

(z,y) € U'et f(x,y) =0,

(#,0) € U"et (z,y) = ¥(x,0) = (z,2(z,0)),
e Vety = g(x) = bs(r,0)
sont équivalentes.

Pour la formule, on écrit, pour x € V' :

f(z,g(x)) = 0.

Les fonctions étant C!, on obtient par dérivation des fonctions composées :
O f,p@)) + O fag()) © gz = 0.
OJ

Remarque 7.3. Dans les théorémes, on peut remplacer C' par C*, k > 1. La vérification est
élémentaire.

7.3. Application a la géométrie.

7.3.1. Surfaces de R®. Nous présentons dans cette sous-section quelques applications a la géométrie
locale des surfaces de R3.

Soit U un ouvert non vide R3. On consideére :
S={xeU: H(x)=0}

Soit a € S tel que dH, # 0.

On peut supposer par exemple que d3H (a) # 0. Par le théoréme des fonctions implicites, il
existe un ouvert V' contenant (aq, as), un ouvert ¥ contenant a3 et une application C LoV W,
tels que :

H(z1,29,23) =0, ze€V xW
soit équivalent a :
T3 = ¢(w1,22), a3 € W, (21,22) € V.
On pose :
®(z) = (21,22, ¢(71, 72)).
Montrons que ker(dH,) = I(d®,, q,)) (cet espace vectoriel de dimension 2 est appelé plan tan-
gent a S en a). On écrit :
H(®(z)) = 0.
En dérivant, il vient :
dH,(d® 4, q,)) = 0.

L’image est donc incluse dans le noyau. L’égalité des dimensions fournit I’égalité des espaces.
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7.3.2. Notion de sous-variété de R". On peut donner une généralisation des considérations précédentes.
On appelle sous-variété de dimension p (et de classe C") de R™ un sous-ensemble qui est localement
(au voisinage de chacun de ses points) de la forme :

S ={h(x) = falz) = - = fup(x) = 0},
ou f; est C" a valeurs dans R et df = (dfy,--- ,df,—,) : R* — R"? est surjective en tout point.
Montrons qu’au voisinage de a € S, on peut donner une paramétrisation de classe C" de S. Sans
perte de généralité, on prend a = 0. On compleéte la famille de formes linéaires (dfy,- - - , df,—p)
enune base : (df1, -, dfu—p, 91, Gp)-
On pose :
Flz) = (fi(@),- - fap(2)), 91(2), - gp()).
Par inversion locale, I est localement au voisinage de a un C"-difféomorphisme. On introduit alors
¢ de classe C" :
¢(yn*p+1> e 73/71) = F71(07 e 7O7yn*p+17 o 7yn)'
Il s’agit de caractériser I’image de do.... g)¢. Un calcul trés simple fournit, pour v € R? :

d(O,-u ,O)¢(U) = (dF71>(0,~-- ,0) <O7 T 707 U)

ou encore, de facon équivalente :

(dF) o, 0)(d(0, 0y (v)) = (0,---,0,0).
Autrement dit w est dans I'image de dg,... 0)¢ si et seulement s’il appartient a tous les noyaux des

(dfi)a-

7.3.3. Théoreme des extrema liés.
Théoréme 7.4. Soient H, fy,- - , f, des fonctions C* sur U. Soit a € U. Considérons :

X ={zeU: fi(a) = fala) = -+ = fy(z) = O}.

Supposons que les formes (df;), sont indépendantes. Alors, les formes dH,, (df1)a, - - , (df,)a sont
liées.

Démonstration. Nous allons donner une nouvelle représentation de M au voisinage de a. Par com-
modité, on suppose que a = 0. Les formes (df;), sont indépendantes, on peut donc les compléter
en une base : ((df1)a, -, (dfp)as Gp+1 -+ 5 Gm)-

Cela invite a introduire 1’application de U C R — R™ définie par :

F(:E) = (fl(x)> afp(x))>gp+l(x)a"' 7gm($))'

Par un calcul évident, on a : dF, = ((dfi)a, - ,(dfp)asGp+1,- -, gm) qui est inversible. Le
théoreme d’inversion locale s’applique donc. Il existe un voisinage ouvert V' contenant a et un
voisinage ouvert W de F(a) tels que F' : V — W soit un C*-difféomorphisme. Considérons
W I’ensemble des Ypt+1, - Ym Vérifiant (0, 0, ypi1, -, Ym)- W est un ouvert qui contient
(0,---,0).

On pose :

¢(yp+17"'7ym) :F_l(oa"' >anp+17"' 7ym) € MﬂV, (prrla--'?ym) eW.
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¢ est une bijection C!. On considére maintenant :

H(ps1: - Ym) = H(OWps1, - -, Ym))-
Par hypothese, H admet un extremum local en (0,---,0). Cela se traduit par :
doH o d,... 0y¢ = 0.
Il s’agit de caractériser I'image de do.... g)¢. Un calcul trés simple fournit, pour v € R™77 :
do,.0)0(v) = (dF_l)(of..,o) (0,--+,0,v)
ou encore, de facon équivalente :
(dF) 0, 0)(d(0, y¢(v)) = (0, -+ ,0,0).

Autrement dit w est dans I’image de dg,... )¢ si et seulement s’il appartient a tous les noyaux des
(df;)q- On a donc montré que :

doH = 0 sur N_; ker((df;)a).

C’est alors un résultat classique d’algebre linéaire qui permet de conclure (compléter cet ensemble
de formes linéaires en une base et introduire la base antéduale). ]
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7.4. Exercices.

Exercice 1. Montrer que I’application ® : (r,0) — (z,y) = (r cos 6, rsin #) est un C*-difféomorphisme
de (0, +00) x (—m, ) dans R? \ D ot D est le demi-axe des réels négatifs. Si f(x,y) = g(r,0),

donner les relations entre les dérivées partielles de f et celles de g.

Exercice 2. Soit f : R® — R” une fonction de classe C! telle que df, soit inversible pour tout
a € R". On suppose que lim,|—o0 || f(2)|| = +00. Montrer que f est ouverte, puis que f est
propre. En déduire que f(R™) est fermé et que f est surjective.

Exercice 3. On note < x,y > le produit scalaire canonique de x et y dans R™. Soit f € C'(R", R")
une fonction telle que :

<f(x)_f(y)>$—y>2 ||l’—y||27 v:L‘7y€]Rn
Montrer que cette inégalité est équivalente a :
< dfa(u),u >>||ul]?, Va,ue€R"

Montrer que f(R") est fermé et ouvert. En déduire que f est un C'-difféomoprhisme d’inverse
lipschitzien.

Exercice 4. Soit @ : R? — R?, ®(\, z,y) = (u,v) = A+ v —y — 23, 2 + Ay — 3).
(1) Montrer que I’équation ®(\,z,y) = 0 permet de définir au voisinage de (0,0,0) deux
fonctions z(\) et y(\) de classe C' sur un intervalle | — §, 4.

(2) On pose : h(\, z,y) = g—;()\, x,y) + g—;(/\, x,y). Calculer les dérivées partielles d’ordre 1
de hoen (0,0,0).

(3) On pose H(A) = h(A, z(A),y(N)). Quel est le signe de H () pour A petit ?

Exercice 5. Soit f : R* — R2, (z,y,u,v) — (xe* " — ysinv,y? cosu + zsinv) et soit py =
(0,1,7/2,0). Montrer qu’il existe deux ouverts U et V de R? tels que (0,1) € U et (7/2,0) € V
etg: U — V tels que :

f(@,y,9(x,y)) =0, pour (z,y) € U.
Calculer dg(o,1).
Exercice 6. Soit [ : R* = R, f(z,y,2) = z+sin(yz) + x%e¥. Montrer que I’équation f(z,y, z) =
0 définit un voisinage de (0, 0,0) et une fonction z = ¢(x, y) de classe C*°. Donner le DL d’ordre
2de ¢ en (0,0).

Exercice 7. On considere :

jen)

B4yt + 8+ =

Yyt 2t =

r+y+z+t =0
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Vérifer que (0, —1, 1,0) est une solution. Montrer que ce systeme détermine un voisinage de t =
0 et trois fonctions ¢ — x(t),t — y(t),t — =z(t) de classe C* telles que xz(0) = 0,y(0) =
—1,2(0) = 1. Calculer la dérivée de t — (z(t), y(t), z(t)).

Exercice 8. Sur quels ouverts de R?, les applications suivantes sont-elles des difféomorphismes

locaux ?

Z €7, 2z 22

Exercice 9. On note F I’espace des matrices réelles de taille n et S le sous-espace des matrices
symétriques. On fixe Ay € S, inversible. Soit ¢ : £ — S définie par :
d(M) ="M A M.
(1) Montrer que d¢yq est surjective. Donner son noyau.

(2) Montrer qu’il existe un voisinage V' de Ag et une application A — M de V a valeurs dans
les matrices inversibles telle que :

A="MAM.

On pourra introduire I’ensemble F' des M € FE telles que AgM € S et appliquer le
théoréeme d’inversion locale a la restriction de ¢ a F'.

Exercice 10. Soit f : U — R de classe C3 sur U ouvert contenant I’origine. On suppose que 0
est un point critique non dégénéré de f, c’est a dire : dfy = 0 et d?f, est une forme quadratique
non dégénérée, de signature (p,n — p,0). En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral a
I’ordre 1, montrer qu’il existe un C*-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de I’origine tel que
»(0)=0et:

fl@) = f0) = ui + - up —upyy — - —up,
ou ¢(z) = u.
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