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PROLEGOMENES

Mode d’emploi de ce livre

i)

i)

iii)

Pour des raisons de concision et de pédagogie, nous ne démontrerons pas toutes
les assertions ou nous définirons pas toujours parfaitement rigoureusement cer-
taines notions. Le lectorat est donc supposé avoir une intuition ou une familiarité
raisonnable avec des idées mathématiques rencontrées dans son passé. L’ordre
dans lequel les différents chapitres apparaissent dans ce livre ne correspond pas
non plus parfaitement au déroulement réel d’'un cours ou des raccourcis sont
parfois empruntés.

Ce livre a été congu pour qu’on puisse aisément s’en servir pour faire cours dans
les deux premiéres années a 'université. Naturellement, il faut parfois faire des
sélections dans certains chapitres quand il ne s’agit que d’introduire des notions
en premiére année (comme la notion de limite). En seconde année, on peut alors
reprendre le chapitre et explorer des aspects, parfois théoriques, plus délicats
(comme la manipulation de la définition rigoureuse de la limite).

Des exercices sont proposés a la fin de chaque chapitre. Ils peuvent permettre
d’approfondir la compréhension du cours et de s’entrainer en complément des
travaux dirigés.

Quelques conseils

Ce livre ne dispense pas d’assister aux séances ou il prend vie. Il peut permettre
aux étudiantes et étudiants de limiter un peu une prise de notes qui se réduit parfois
a un travail de copiste...

i)

i)

iii)

iv)

v)

Relire son cours régulierement, de préférence avant la séance suivante.

Les séances de travaux dirigés donnent corps aux définitions et concepts intro-
duits en cours. Pour qu’elles soient profitables, le cours doit donc étre appris
régulierement. Aller & un cours ou un TD, ¢a se prépare!

Comment apprendre son cours? Des instruments indispensables pour le faire
sont un papier et un crayon (stylos et plumes d’oie acceptés). Les démonstra-
tions doivent étre refaites, en se posant des questions. Méme si les dessins ne
remplacent pas les démonstrations, ils peuvent les illustrer ou les guider.

Pour réussir ses examens, le travail doit étre régulier. Il est vain de venir a un
examen en ayant révisé seulement les jours précédents et espérer réussir. Vous
pouvez néanmoins y venir pour regarder langoureusement la pendule et admirer
le graphisme du sujet imprimé.

Ne vous découragez pas !
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PRELIMINAIRES

0.1. Introduction

Qu’est-ce que 'analyse 7

L’analyse est la branche des mathématiques qui étudie les limites et les inégalités.
Historiquement, la notion de limite est apparue chez Zénon d’Elée au travers de
ses célebres paradoxes. Examinons I'un d’entre eux. Considérez un segment [AB] et
placez vous en A. Si vous souhaitez aller de A vers B, il faudra que vous passiez
par le milieu C' du segment. Puis de C, il vous restera [C'B] & parcourir. A nouveau,
il vous faudra passer par le milieu de [C'B] si vous voulez atteindre C'; et ainsi de
suite, a I'infini! Jamais vous n’atteindrez C'! De nombreuses philosophies ont ques-
tionné directement ou indirectement ce paradoxe, de ’atomisme des épicuriens a
la théorie bergsonienne du mouvement en passant par la physique aristotélicienne.
Mais, comment les mathématiques y ont-elles répondu ? C’est ce que ce cours tentera
d’expliquer par une présentation rigoureuse de la plupart des notions élémentaires
faisant intervenir des limites. Nous verrons ainsi que plusieurs objets des mathéma-
tiques sont définis par le biais de limites, comme par exemple : les nombres réels, la
racine carrée, la fonction exponentielle, le logarithme, les dérivées, les équations dif-
férentielles et beaucoup d’autres objets qui apparaissent dans les sciences chimiques,
physiques et biologiques pour décrire les mouvements des atomes, des corps et des
étres vivants.

0.2. Rudiments logiques

Dans ce cours, nous ferons usage des notions d’ensembles et d’opérations ensem-
blistes. Nous considérerons comme familiéres les notions d’ensembles et d’apparte-
nance (notée €).

Définition 0.1. —

i. Si A et B sont deux ensembles, on dira que A C B quand xz € A implique que
x € B. On dit dans ce cas que A est une partie de B.

ii. Si F est un ensemble et si A et B sont deux parties de E, leur réunion est

AUB={rxe€eE:z€A ou x€ B}.

iii. Si F est un ensemble et si A et B sont deux parties de FE, leur intersection est

ANB={reFE:x€A et z€B}.

Définition 0.2. — On dit qu’une proposition & implique une proposition 2
lorsque, quand &2 est vraie, 2 l'est également. On écrit alors & = 2.
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Définition 0.3. — On dit que deux propositions & et 2 sont équivalentes lors-
qu’elles ont la méme valeur de vérité. On écrit alors & < 2. Cela revient a dire
que ¥ = Qet 2 = A.

Afin de démontrer la vérité d’une affirmation, on est parfois amené & effectuer un
raisonnement par ’absurde. Cela consiste & supposer que 'affirmation est fausse et
a rechercher une contradiction avec une vérité connue.

Définition 0.4. — i. Le symbole V signifie « pour tout ». C’est le quantificateur
universel. Si E est un ensemble, l'assertion Vx € £, & (x) se lit « Pour tout x
appartenant a E, la proposition & (z) est vraie ».

ii. Le symbole d signifie « il existe ». C’est le quantificateur existentiel. Si F est un
ensemble, I'assertion dx € ', Z(x) se lit « Il existe « appartenant a F telle que
la proposition Z(x) est vraie ».

Le lecteur désirant plus de détails peut se référer & un cours de Logique ou de
Théorie des Ensembles.

0.3. Les réels et les intervalles

Donnons d’ores et déja des exemples que nous rencontrerons tout au long de ce
cours.

0.3.1. Les nombres réels. — Les nombres réels, avec lesquels le lecteur est sup-
posé familier, sont le fruit d’une longue construction historique et d’une conquéte
conceptuelle. Bornons nous a rappeler quelques rudiments et propriétés de ces
nombres.

i. Les entiers naturels sont les nombres 0, 1,2, 3, - - - et leur ensemble est noté N. On
peut additionner deux entiers m et n et leur somme est notée m + n. L’addition
est

a. associative,
b. commutative,

c. et posséde un élément neutre 0, c’est a dire : n + 0 = 0 +n = n pour tout
n € N.

Tout entier non nul n posséde un prédécesseur, au sens ol il existe k € N tel
que n = k+ 1. Nous pouvons aussi définir une multiplication entre entiers notée
X qui est

. associative,

a
b. distributive sur I'addition,

c. commutative,
d. et qui posséde un élément neutre 1, c’est a dire : n x 1 = 1 x n = n pour tout
n € N.
ii. Les entiers relatifs sont les nombres ..., —3,—2,—1,0,1,2,3,--- et leur ensemble

est noté Z. L’addition de N peut étre étendue en une addition sur Z et elle
satisfait la propriété fondamentale que, pour tout k£ € Z, il existe un unique
€ Ztel que k+¢ = 0. Cet unique ¢ n’est autre que —k. Grace a Z, nous savons
désormais résoudre I’équation £ +1 = 0. On peut aussi étendre la multiplication
aux entiers relatifs.
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iii. Les nombres rationnels sont formés des quotients de nombres relatifs (par
exemple —%, 0, 14). Leur ensemble est noté Q. Etant donné a € Z (non nul),
nous pouvons maintenant résoudre par exemple ax = 1. Son unique solution
est x = % = a~'. Q posséde une autre propriété que Z ne satisfait pas : entre

deux rationnels distincts, il y a toujours un autre rationnel ! Mais il semble que

certaines quantités géométriques ne se traduisent pas en termes rationnels (la

longueur de la diagonale d’un carré de coté 1, le périmétre d’un disque de rayon
1)...

iv. Arrivent enfin les nombres réels qui complétent Q et permettent notamment de
résoudre 2 = 2 (dont 1'unique solution positive est V2 et n’appartient pas a
Q) ou de mesurer le périmétre d’un cercle de rayon 1 (27). R est muni d'une
addition et d’une multiplication avec lesquelles le lecteur est familier.

0.3.2. Borne supérieure. — R est muni d’une relation d’ordre < que le lecteur
a déja rencontrée plusieurs fois dans son existence mathématique.

Ezxemple 0.5. — Soit a un réel positif. Montrer que si a est tel que, pour tout
€>0,a< ¢, alors a=0.

Une conséquence de la construction des nombres réels est le lemme suivant.

Lemme 0.6. — R est archimédien, au sens o, pour tout r,y > 0, avec v < y, il
existe n € N tel que nz > y.

Lemme 0.7. — Soit x € R. Alors, il existe un unique n € Z tel quen < x <n-+1.
Cet entier est la partie entiére de x, notée E(x) ou |x|.

Définition 0.8. — Soit A une partie non vide de R.

i. On dit que A est majorée lorsqu’il existe M € R tel que, pour tout x € A, on a
x < M. Le nombre M s’appelle un majorant de A.

ii. On dit que A est minorée lorsqu’il existe m € R tel que, pour tout x € A, on a
x > M. Le nombre m s’appelle un minorant de A.

iii. On dit que A est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Notons que si M est un majorant de A alors tout nombre M’ > M est aussi
un majorant. Le théoréme suivant montre I'existence d’un plus petit majorant dans

R, qui est une propriété fondamentale de R, que ne vérifie pas Q. La méme chose
s’applique de maniére analogue pour les minorants.

Définition 0.9. — Soit A une partie non vide de R.

i. La borne supérieure de A, si elle existe, est le plus petit des majorants de A.
On la note par sup A ou S, et concrétement c’est 'unique majorant S tel que
tout autre majorant M est forcément plus grand que S.

ii. La borne inférieure de A, si elle existe, est le plus grand des minorants de A. On
la note par inf A ou I, et concrétement c’est 'unique minorant S tel que tout
autre minorant m est forcément plus petit que 1.

Dans la suite nous allons énoncer un théoréme (qu’on va admettre) concernant
Iexistence et la caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure.

Théoréme 0.10. — Soit A une partie non vide de R.

i. Si A est majorée alors elle admet une borne supérieure et c’est ['unique nombre
réel S vérifiant,

i. S est un majorant de A,
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ii. Ve >0, da€ A tel quea> S —«¢.
De plus, si M est un majorant de A, alors S < M

ii. 51 A est minorée alors elle admet une borne inférieure et c’est l'unique nombre
réel I vérifiant,

i. I est un minorant de A,
ii. Ve >0, da € A tel que a < I +¢.

De plus, si m est un minorant de A, alors m < I.

Ce théoréme est trés utile pour montrer l'existence de réels vérifiant certaines
propriétés.
Exemple 0.11. — Considérons
A={reR,2* <2} CR.

Montrer que A est non vide et majorée. Notant S sa borne supérieure, montrer
que S? = 2. Que vient-on de montrer ? Combien 1'équation z? = 2 admet-elle de
solutions dans R 7

0.3.3. Intervalles de R. —

Définition 0.12. — On appelle intervalle de R toute partie de R qui peut s’écrire
sous la forme :

a,b] :={x € R:a <z <b} (intervalle fermé borné appelé aussi segment),
ii. Ja,b) :={r € R:a < x < b} (semi-ouvert & gauche ou semi-fermé a droite),
iii. [a,b={r€eR:a <2 <b},

i [a,
]
[
iv. Ja,b[:={x € R:a < z < b} (intervalle ouvert),
[
]
-

v. [a,+ool:={z € R: 2z > a} (demi-droite fermée a gauche),
vi. Ja,+oo[:={x € R: x > a} (demi-droite ouverte a gauche),
Vii. 00,b] := {x € R: z < b} (demi-droite fermée a droite),

viil. | — 00, b[:= {z € R: x < b} (demi-droite ouverte a droite),

ix. @ (ensemble vide),
x. R (droite réelle),

avec a et b des réels tels que a < b.

Exemple 0.13. — Les ensembles suivants sont-ils des intervalles :
[0,1]U[1,5],{n},[-3, —1]U]1,4+o0], [-3, —1]N]1, +o0] ?
Justifier.

Proposition 0.14 (Caractérisation des intervalles)
Une partie A de R est un intervalle si et seulement si pour tous x,y € A avec
<y, onalr,y CA.

Démonstration. — Traitons le cas o A est non vide et bornée, les autres cas se
traitant par des idées similaires. La condition nécessaire est facile & vérifier ; il suffit
juste de se référer a la classification des intervalles. Démontrons maintenant que la
condition est suffisante. Notons 7 la borne supérieure de A et § sa borne inférieure.
On a, par définition, A C [0,]. Vérifions que |§,v[C A. Soit = €]9, v]. Par définition
des bornes inférieures et supérieures, on en déduit ’existence de 1 € A et x5 € A
tels que §d < 1 < x < w9 <. On a [x1, 23] C A et donc z € A. On en conclut que
10,v[C A C [4,7]. O
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Définition 0.15. — On dit qu'une partie A de R est dense dans R lorsque tout
intervalle ouvert rencontre A.

Proposition 0.16. — Une partie A de R est dense dans R si et seulement tout
réel est limite d’une suite d’éléments de A.

Proposition 0.17. — Q est dense dans R.

Démonstration. — Montrons que tout segment ouvert |a,b[ contient un rationnel.
Sib—a > 2, ]a,b] contient un élément de Z. Sinon, il existe un entier n € N tel que
n(b—a) > 2 et alors |na,nb| contient un élément de Z. Par suite, |a, b contient un
rationnel. [l

Proposition 0.18. — R\ Q est dense dans R.

Démonstration. — Considérons le segment ouvert |a, b[. Il contient un rationnel ¢
par densité de Q dans R. De plus, on peut vérifier qu’il existe un entier n € N* tel
que

V2 b—gq

n 2 7
si bien que

2
a<qg+—<b.
n

On vérifie aisément que q + \/75 est irrationnel puisque v/2 est lui-méme irrationnel.
O

0.3.4. Valeur absolue. —
Définition 0.19. — Soit x € R. On définit

|z| = max(x, —z), =, =max(z,0), z_ =max(—z,0).
Proposition 0.20. — Soit x € R. On a :

x| =2y 42, =2, —12_.

0.4. Exercices
Préliminaires
Exercice 1
Les nombres suivants sont-ils rationnels : %, -1, 3, V2 — % ? On admettra que

V2 ¢Q.

Exercice 2
A-t-on, pour tous entiers strictement positifs a, b, ¢ et d,
@, c_atc
b d b+d

Exercice 3
Ecrire les nombres rationnels suivants sous la forme % avec a € Z et b e N* :

9 13, 1 2 1
4 9 " g 1_3_ Tg
4376 1-55 '8
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Exercice 4

Soient a et b deux réels avec b non nul. Le nombre % est-il nécessairement ration-
nel ?

Exercice 5

[lustrer graphiquement 'égalité suivante :

V(z,y,2,t) €RY, (x+y)(z4+t) =az+at+yz+yt.

Exercice 6
20

Lequel des deux réels et 1+ 10720 est le plus proche de 17

1+ 10%
Exercice 7
Soit a €]0,1] et I, =] — 5 — a, =5 + «f. Déterminer o pour que, si x € I, alors
5)
v ’ <1072
T+ 3
Inégalités. —

Exercice 8
Représenter graphiquement les ensembles suivants :

{reR:|lt—v2| <1}, {zeR:|z+3|>5}.

Exercice 9

1- Résoudre dans R :
|z — 3|+ ]z +4] <7.

2- Résoudre dans R\ {—1,1} :

Exercice 10

1- Montrer que, pour tous les réels x et y, on a
2wy < 2 + o7
2- Déterminer I'ensemble des (z,y) € R? tels que

wy| = 2 + 97

Exercice 11
Soit (x,y) € R% On suppose que |r — 1] < 2 et que —5 < y < —4. Fournir un
majorant et un minorant pour chacun des nombres suivants

X
rT+y, -y, TY, 57 ‘l"—’y|

Exercice 12

Pour (z,y) € R? on pose Ni(z,y) = |z|+ |y|, No(z,y) = /22 + 32 et Noo(z,y) =
max(|z|, |y|). Montrer que pour tous les réels x et y, on a :

N00<x7y) < Ng(&?,?/) < Nl('ray) < 2N00(x7y) :
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Exercice 13
A-t-on, pour tous a,b €R, (a+b)_=a_+b_7

Exercice 14
Montrer que, pour tous a,b € R, on a :

var — Vol < VIa— .

Intervalles
Exercice 15
Les ensembles suivants sont-ils des intervalles :
[0,3[N[3,1[, [0,3[U]3,1], Z, Q, {zecR:2*>1} ?

Exercice 16

Existe-t-il un intervalle qui ne contient aucun nombre rationnel ?

Exercice 17
1- L’intersection de deux intervalles est-elle un intervalle? Et la réunion? Et la
réunion de deux intervalles qui s’intersectent ?

2- Trouver deux intervalles dont !'intersection est vide et dont la réunion est un
intervalle.

Exercice 18
On considére les ensembles suivants :

A={rcR:(2*-1), <1}, B={zcR: (2> 1), >2}.
1- Représenter graphiquement A et B.
2- Peut-on écrire A et B comme des unions finies d’intervalles disjoints ?
3- Que vaut AUB?Et ANB?

Majorants, minorants, bornes supérieures et inféreures. — Exercice 19
ot 201 145 111 231
E=<—, -2 — —, 2 —— .
{17’ 3 127 93+ 127 0, 11}

Donner le maximum et le minimum de E. Si on est amené a utiliser une approxi-
mation, on la démontrera.

Exercice 20

Existe-il un entier naturel majorant tous les réels? Existe-t-il un réel majorant
tous les entiers naturels?

Exercice 21
Soit X une partie de R pour laquelle il existe M € X tel que :

Vee X, <M.

Montrer qu'un tel M est unique. On 'appelle le maximum de X.

Exercice 22
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1- Montrer que, pour tout (z,y) € [-1,1]*, on a z +y + 3 # 0.
2- On considére le sous-ensemble A de R défini par :
r—Y
A={—"—"—7 pel-1,1,ye[-1,1]}.
{224 eerinyer)

Trouver un majorant et minorant de A.

Exercice 23
Soient A et B deux parties non vides de R. On pose :
A+B={a+b,ac A,be B}.
On suppose que A et B sont majorées.
1- Montrer que A + B est majorée.
2- Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Exercice 24
Soit 7 un réel strictement positif. On introduit A = {z € R : 22 < r}. Montrer que
A est une partie de R non vide et majorée. Notant S sa borne supérieure, montrer
que S? =r.
Exercice 25
Soit n € N*. Soit X une partie finie de R & n éléments qu’on écrit :
X =A{x1,...,2,}.
1- On pose
M; = max(zq, )
et, pour k € {2,...,n}, on définit
M, = max(My_1, z) .
Montrer que M,, € X et que M, est un (le) maximum de X.
2- Montrer que X admet une borne supérieure, notée S.
3- Montrer que le maximum de X est égal a S.

4- Montrer que X posséde un minimum et que ce minimum est la borne inférieure

de X.



CHAPITRE 1

FONCTIONS DE LA VARIABLE REELLE

Nous allons désormais parler des fonctions (ou des applications) de la variable
réelle et a valeurs dans R.

On ne saurait trop insister sur le fait qu’une application est la donnée
d’un ensemble de départ (le domaine de définition) et d’un ensemble
d’arrivée !

1.1. Applications

Définition 1.1 (Application). — Une application f est la donnée d’un ensemble
de départ A et d’'un ensemble d’arrivée B et qui, a chaque x € A associe un unique
f(z) € B. Onnote f : A — B et on écrit aussi x 3 A f(x) € B.

Lorsqu’on parle seulement de fonction f de R a valeurs dans R, il peut exister
x € R tel que f(x) n’est pas défini. Nous confondrons parfois application et fonction
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

On considére, juqu’a la fin de cette section, les applications suivantes

i fi:R—R, fi(z) = 2%

ii. fo:] —00,0[— R, fo(x) = 22,

iii. f3:] —o00,0[— [0, +o0], f3(z) = %
Exemple 1.2. — A-t-on f; = f57?

Définition 1.3 (Graphe d’une application). — Soit f : A — B une applica-
tion. On appelle graphe de f I’ensemble suivant

Graphe(f) = {(z, f(x)),x € A} C Ax B.

Ezemple 1.4. — On considére une fonction f dont la courbe réprésentative € est
représentée sur la Fig. . On peut en déduire (approximativement) que :

1. f est définie sur Dy = [—3.5,5.5],
2. l'image de f est [—3.5, 3],
3. 3 admet un unique antécédent par f, (approximativement) égal & —3.5,

4. —1.5 admet 3 antécédents par f, (approximativement) égaux a —2, 0 et 5.
Ezxemple 1.5. — Dessiner les graphes de f1, fo et fs.

Définition 1.6 (Image, antécédent). — Soit f : A — B une application. Soient
r € Aety € B tels que y = f(x). On dit que y est I'image de = par f et que z
est un antécédent de y par f. Si A’ C A, on note f(A’) 'ensemble des images des
éléments de A'.
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€

(-’1327 ’!/2)\ Y

L]
\\
/4

S0

S

N
N

un antécédent de y, —— ¢

(flila yl)

o

I'image de x; yp = fzy)e

Domaine de définition Dy

FIGURE 1. Courbe représentative 4 d’une fonction f.

Ezxzemple 1.7. — Trouver 'image de 4 par f;. Quels sont tous les antécédents de
4 par f1? Que vaut fi([—1,5[)?

Définition 1.8 (Injectivité). — Soit f : A — B une application. On dit que
f est injective lorsque tout élément de B posséde au plus un antécédent par f.
Autrement dit, f est injective si et seulement si

si f(x) = f(y) alors z=uy.
Ezemple 1.9. — f est-elle injective? Et fo7?

Définition 1.10 (Surjectivité). — Soit f : A — B une application. On dit que
f est surjective lorsque tout élément de B posséde au moins un antécédent.

Exemple 1.11. — f; est-elle surjective ?

Définition 1.12 (Bijectivité). — Soit f : A — B une application. On dit que f
est bijective quand elle est & la fois injective et surjective.

Ezxzemple 1.13. — Parmi fi, f5 et f3, y a~t-il une application bijective ? Lesquelles ?
Justifier.

1.2. Exemples classiques de fonctions

1.2.1. Les fonctions du second degré. — Nous allons maintenant parler des
fonctions du second degré et de leurs zéros.
Proposition 1.14. — Soit (a,b,c) € R avec a # 0 et f: R — R définie par

Ve e R, f(z)=az*+bx+ec.

On pose : A = b* — dac. Alors, Uéquation f(x) = 0 posséde des solutions si et
seulement si A > 0. Plus précisément :

-5t A >0, il y a deur solutions distinctes x1 et xo données par

b VA _—b+VA

T = T2
2a ’ 2a

\ v,/ A Image f(Dy)
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-5t A =0, il n’y a qu'une seule solution :

b
%"
Lorsque A > 0, on peut écrire, pour tout x € R,

fx) = a(x = z)(x — z2),

1 = Ty = —

et on a les relations :
c
LL’1—|—SL’2:——, 1Ty — — .
a a
Enfin, si A <0, soit f ne prend que des valeurs positives, soit elle ne prend que des
valeurs négatives.

Démonstration. — On écrit simplement que :
?+br + L0 A
ax r+c=as (o +— ) ——
2a 4a2 [’
et les conséquences s’en déduisent aisément. O

Les fonctions polynomiales sont des fonctions définies sur R, & valeurs dans R, qui
se présentent sous la forme

VeeR f(z)=ap+ oz + -+ ayx"”,

ou ag, . .., a, sont des réels donnés. Pour f non identiquement nulle on a a,, # 0 et
on 'appelle le coefficient dominant.

1.2.2. Logarithme et exponentielle. — La fonction logarithme népérien In :
10, +00[— R est une fonction qui vérifie In(1) = 0 et la remarquable propriété :

Ve,y >0 In(zy) =In(x) + In(y) .
Elle peut étre définie au moyen de l'intégrale :

1

‘v’x>0,ln(:€):/ —du.
LU

La fonction exponentielle exp : R —]0, 400 qui est la fonction réciproque de In dans
le sens ot : exp(In(z)) = z pour tout z > 0 et In(exp(z)) = x pour tout z € R.
Noter que e = exp(1) est le nombre d’Euler.

Pour a > 0, on définit la fonction sur 2 € R — a® := exp(zln(a)) €]0,4o00].
Cela justifie la notation exp(z) = e”. On observe aussi que, quand x est un entier,
exp(zIn(a)) = (exp(In(a)))* =a xa x ... X a.

1.2.3. Fonctions trigonométriques. — Les fonctions trigonométriques cos, sin
sont définies sur R a valeurs dans [—1, 1] et 27-périodiques (voir la section corres-
pondante pour une définition précise). Nous admettrons pour le moment la plupart
de leurs propriétés.

y r

y = sin(x)
~_ LN
\:A—l /2 \ r

FIGURE 2. Courbe représentative de la fonction sin sur [—5, 5].
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FIGURE 3. Courbe représentative de la fonction cos sur [—5, 5].

Rappelons quelques valeurs remarquables des fonctions sin et cos.

p 0 /6 /4 /3 /2
sin(z) | sin(0) =0 | sin(7/6) = % sin(m/4) = g sin(7/3) = \? sin(m/2) =1
cos(x) | cos(0) =1 | cos(m/6) = ? cos(m/4) = g cos(m/3) = % cos(m/2) =0

FIGURE 4. Dans le plan rapporté au repére orthonormé d’origine 0, le point
M (x) sur le cercle centré en 0, de rayon 1, est déterminé par l'angle x
exprimé en radians. Ses coordonnées sont (cos(z),sin(z)).

La fonction tan est définie sur R\ {7 +km , k € Z} & valeurs dans R par la formule :

sin(x)

‘v’xER\{%%—lm,kEZ} tan(x) =

cos(x)
A laide du théoréme de Pythagore, on peut montrer les formules suivantes.

Proposition 1.15. — Les fonctions cosinus et sinus jouissent des propriétés algé-
briques suivantes :

i. pour tous a,b € R, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
ii. pour tous a,b € R, sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),
iii. pour tout @ € R, cos?(0) + sin?(6) = 1.

1.3. Opérations sur les applications

1.3.1. Somme et produit d’applications. — Les fonctions qu’on considére sont
des fonctions a valeurs dans R qui est muni d’une addition et d’une multiplication.
Nous allons pouvoir donner un sens a ces opérations pour les fonctions (dés qu’elles
sont définies sur le méme ensemble et a valeurs dans le méme ensemble).

Définition 1.16. — Soient ACR, f: A—-R,g: A—Ret A€ R.
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—37T/2 T —7T/2 T

FIGURE 5. Courbe représentative de la fonction tan.

4tan(x)

FI1GURE 6. La tangente de ’angle x en radians.

i. la somme de f et g comme 'application s = f + g : A — R définie par : pour
tout z € A, s(z) = f(x) + g(x),
ii. la produit de f et g comme 'appplication p = fg : A — R définie par : pour
tout z € A, g(z) = f(x)g(x),
iii. le produit de f par A comme 'application w = A\f : A — R définie par : pour
tout x € A, w(x) = Af(z).

Exemple 1.17. — Donner une partie de R, la plus grande possible, sur laquelle
la somme des applications suivantes est bien définie : f : = € [0, +oo[—~ /= et
g:z €] —1,4o00[— In(x +1).

1.3.2. Composition d’applications. —

Définition 1.18. — Soient A,B,B,C C Ravec BC B, f: A— B, g: B — C.
On définit 'application go f : A — C par :

Ve A, go f(x)=g(f(x)).
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xeA—>y:f(:v)eBg—>z:g(y)

N /
z=go f(x)

Ezemple 1.19. — Soient f : z € [0, +o0[— /z € [0,+oc] et g : x €] — 1, +00[—
In(z + 1) € R. L’application g o f est-elle bien définie? Et f o g7 En réduisant le
domaine de définition de g et son ensemble d’arrivée, montrer que la composée de
f avec cette nouvelle application est bien définie.

Ezxemple 1.20. — 1. Soit f(z) =2z + 1 et g(x) = sin(z), applications définies
sur R & valeurs dans R. Alors

() go f(z) = g(f(2)) =sin(2z +1)

xGRLy:2x+1 e R L sin(y) = sin(2z + 1)
(b) fog(z) = f(g(x)) =2sin(z) + 1

z € R L5 y =sin(x) ERi>2y+1:2sin(x)+1.

2. Soit f(z) = /z et g(x) = z+1. On fixe Dy = [0, +00[. On veut fixer le domaine
maximal de définition D, de g afin que go f et f o g aient du sens.

(a) gof(z) = g(f(z)) = vz +1 est bien définie sur Dy = [0, 400 si Dy =R :
ze[0, 400 y=vieR L y+1=yz+1.
(b) La fonction f o g(z) = f(g9(z)) = V& +1 nest définie sur D, que si

g(x) € Dy, c'est a dire que si z +1 > 0 & 2 > —1. Ceci nous amene a
fixer D, = [—1, +0o0].
€D, =[-1,+00[- S y=x+1€ D =[0,+oo[-1> /§ =z +1.
3. Soit la fonction h(x) = cos?(xz + 1), définie sur R. On peut I’écrire sous la forme
h=gofave f(z) =x+1, g(y) = cos’(y) :
xGRLy:x—l—lERi>0032(y)ZCOSQ(3:+1),

ou encore avec f(x) = cos(x + 1), g(y) = y* :

ZL‘ERLy:COS(ZU—Fl)ERLQQZCOSQ(x—I—l).

1.4. Propriétés remarquables des fonctions & valeurs réelles
1.4.1. Fonctions majorées, minorées et bornées. —

Définition 1.21. — Soient A une partie non vide de Ret f: A — R.

i. On dit que f est majorée lorsqu’il existe M € R tel que, pour tout x € A, on a
f(z) < M. M est alors appelé majorant de f.

ii. On dit que f est minorée lorsqu’il existe m € R tel que, pour tout z € A, on a
f(z) = m. m est alors appelé minorant de f.

iii. On dit que f est bornée lorsque elle est a la fois majorée et minorée.
Ezemple 1.22. — 1. La fonction f : x €] — 00,3[— f(z) =2+ 1 € R est

une fonction majorée et 7 est un majorant de f car x €] —00,3[ = x < 3 =
2z +1 < 7. Donc pour tout = €] —00,3], f(z) < 7.

2. La fonction sin est bornée sur R. En effet, pour tout z € R, —1 < sin(z) < 1.
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1

3. La fonction f : x € [0, +oc[— f(z) = e ® = — € R est une fonction bornée.
e

En effet, pour tout x € [0,+o0c[, e* > € car la fonction exponentielle est

1
(strictement) croissante. Or =lete*r>1=0< — < 1. Par suite f est
e

bornée, minorée par 0, majorée par 1.

1.4.2. Fonctions monotones. —

Définition 1.23. — Soient A une partie non vide de Ret f: A — R.
i. On dit que f est croissante lorsque pour tout (z,y) € A% si x < y alors f(x) <

f).
ii. On dit que f est décroissante lorsque pour tout (z,y) € A% si x < y alors
fly) < f(2).
iii. On dit que f est monotone lorsque f est croissante ou décroissante.
De méme, on définit les fonctions strictement croissantes et strictement décrois-

santes en remplacant partout < par < et on parle de méme de fonctions strictement
monotones.

FiGURE 7. Courbe représentative d’une fonction f monotone croissante :
si a < b alors f(a) < f(b).

Ezemple 1.24. — Soit n € N avec n > 1. Déterminer les valeurs de n pour
lesquelles la fonction x € R +— 2™ € R est croissante. Pour ces n, la fonction est-elle
strictement croissante 7 Mémes questions pour = €]0, +oo[— 2™ € R.

Exemple 1.25. — La fonction = € R\ {0} — 2 € R est-elle décroissante ?

Exzemple 1.26. — La fonction f : x € [0,4o00[— f(z) = 2> € R est strictement
croissante. En effet, pour tous a,b € [0, +oc[, f(a) — f(b) = a®* —b* = (a —b)(a + ).
Ainsi,

0<a<b == (a—Db)la+b)<0 = fla)—f(b)<0 = fla)<f(b).

Ezemple 1.27. — Les fonctions x € R — €” et x €]0, +o00[— In(z) sont stricte-
ment croissantes.

Proposition 1.28. — Soit f : A — R. Alors f n’est pas monotone si et seulement
si il existe (x,y,2) € A% vérifiant x <y < z et tels que

(flz) < fly)et f(2) < f(y)) ou (f(y) < flz)et f(y) < f(2)).
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1.4.3. Fonctions périodiques. —
Définition 1.29. — Soit f : A — R. On dit que f est périodique lorsqu’il existe
p € R* tel que :

A+p=A, VYexeA, flz+p) =f(x).
Dans ce cas, on dit que p est une période. Notons que A + p := {x +p,x € A}.
Proposition 1.30. — Soit f : A — R une fonction périodique. Si P désigne

lensemble des périodes (auquel on ajoute 0), alors, sip; € P et py € P, on a aussi
p1 £ po € P. De plus, f posséde une période strictement positive.

Définition 1.831. — Soit f : R — R une fonction périodique. Si PN]0, 4+00] pos-
séde un minimum (non nul), ce nombre est appelé la période de f.

Ezxemple 1.32. — Les fonctions cos et sin admettent pour périodes les nombres
2km avec k € Z. Leur période est 27. La période de la fonction tan est .

1.4.4. Symétries. —

Définition 1.33. — Soit ACRet f: A—R.

i. On dit que f est paire si pour tout x € A on —z € Aet f(z) = f(—x).

ii. On dit que f est impaire si pour tout x € Aona —z € Aet f(x) = —f(—x).
Proposition 1.84. — Soient Sioy) : (z,y) € R* = (—z,y) € R? la symétrie par

rapport & l'aze des ordonnées et So : (w,y) € R* — (—x,—y) € R? la symétrie
centrale de centre (0,0). Alors, les assertions suivantes sont vraies.

i. Une fonction f est paire si et seulement si Scoy) (Graphe(f)) = Graphe(f).
ii. Une fonction f est impaire si et seulement si So (Graphe(f)) = Graphe(f).

Définition 1.35. — Soit A C Ret f: A — R. Soit a € A. On dit que f est
paire par rapport a a quand la fonction g définie sur A — a & valeurs dans R par,
g(x) = f(a + z), pour tout x € A — a, est une fonction paire. On dit que f est
impaire par rapport au point I = (a,b) si la fonction h: A >z +— f(z +a) — b est
impaire.

i. f est paire par rapport a a si et seulement si son graphe est symétrique par
rapport a 'axe x = a.
ii. f est impaire par rapport a I(a,b) si et seulement si son graphe est symétrique

par rapport au point I(a,b), ou encore

Vre A, ona —xz+acA et fla+z)+ fla—z)=2b

Ezemple 1.36. — La fonction f : [0,+00[> = + 22 € R est-elle paire? Et la

fonction g :] — 0o, —1] U [1, +00[>  +— fj;{t eR?

Exemple 1.37. — Déterminer un axe de symétrie pour le graphe de R > = —
2?2 +3x —4€R.

Ezemple 1.38. — Trouver un centre de symétrie pour la fonction R > 2 ~— 2% —
322 + 42 — 2 € R. En déduire un point par rapport auquel le graphe de la fonction
R >z + 23 — 322 + 42 € R est symétrique.
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1.5. Exercices

Exercice 26
Trouver le domaine de définition des fonctions données par les formules suivantes :
1- Va2 -3z —4

2- :1:7\/;2 —x

3- tan(2x).

Injectivité, surjectivité, bijectivité
Exercice 27

Dans chacun des cas suivants, indiquer s’il s’agit du graphe d’une application,
injection, surjection de [0, 1] dans [0, 1].

M
1 1 1

=

(d) (e) (f)

(8) (h)

Exercice 28
Prouver que 'application de Z? dans R définie par V(a, b) € Z2,  f(a,b) = a+byv/2
est injective.

Composition de fonctions

Exercice 29
Soit f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle données par
3 2—x
r)=—¢et glz)= .
fla) =2 et gla) =
1- Déterminer les antécédents de 0 et —2 par f et de 0 et —2 par g.
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2- Trouver le domaine de définition ainsi que 'image de f et de g.
Soient fi, fo, f3 et fy les fonctions numériques d’une variable réelle définies par

filz) = f(f(2), faox) = f(g(2)), fs(x) = g(f(2)) et fu(z) = g(g(x)).
3- Déterminer le domaine de définition de f;, i =1,...,4.

4- Trouver une expression simplifiée de f;, 1 =1,...,4.

Exercice 30
Soit I’application définie sur R par f(x) = = — 4 et g 'application définie sur
[1, +oo] par g(z) = /= — 1. Déterminer foget go f.

Exercice 31
On définit deux fonctions f et g sur [0,1] & valeurs dans [0, 1] par

f(x):{ 1/2—x sizel0,1/2] g(m):{ 0 sizel0,1/2]

0 sinon x—1/2 sinon

Déterminer f o g et go f. Ces applications sont-elles égales ?

Exercice 32
On définit deux applications f et g de [0,1] dans R par

f@):{&’v sixe[0,1/3] g(x):{ 0 st €[0,2/3]

1 sinon 3x—2 sinon

Déterminer fog et gof. Ces applications sont-elles égales 7 Trouver un sous-ensemble
de [0,1] sur lequel fog et go f ont les mémes restrictions.

Exercice 33

Décomposer les fonctions suivantes définies sur R & 1’aide de fonctions simples :
2024+ 1, In(z?+1), cos®*(z)+ cos(z), cos (Qm + %)

Fonctions majorées, minorées

Exercice 34

Déterminer si les fonctions suivantes sont majorée, minorée ou bornée :

1- f(z) = Lz_J sur R\ {0}, sur Rt \ {0}.

2- f(x) = ;(;fﬂ) sur RY, sur R\{0, —1}.
3- f(x) = “ sur RF\ {0}.
4- f(x) = albx| — blax] ot a et b sont des réels strictement positifs.

Exercice 35

1- Déterminer inf,ol2| + |1 |. Cette fonction admet-elle un minimum ?

2- Soit f : R — N. La fonction f est-elle minorée ? admet-elle un minimum ?

Exercice 36

Pour les fonctions suivantes, dire si elles sont minorées ou/et majorées et si oui
donner un minorant ou/et un majorant.

1. frzeR— f(z)=—2sin(z? +22—1) + 2.
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2. g:xeR—g(r) = 7.
3. h:x €Rw h(z) = —2

~ 3—cos(z) "

4.]{:::B€[O,5]r—>k:($):\/_—p+x.

Monotonie

Exercice 37
Déterminer les fonctions réelles définies sur R qui sont :
1- & la fois croissantes et décroissantes.

2- a la fois monotones et périodiques.

Exercice 38
Soit f: R — R.

1- On suppose que f est une fonction strictement croissante.
Montrer que : Ve € R (fo f)(z) =z & f(z) ==.

2- Montrer que si f o f est croissante et fo f o f est strictement décroissante, alors
f est décroissante.

Parité, périodicité
Exercice 39

Parmi les fonctions (de R & valeurs dans R) définies par les formules suivantes,
lesquelles sont paires ou impaires ?

1- 5a* — 322,
2- 2zt — 23 + 1,
3- cos(x?),

4- sin(2° + x),
5- exp(|]).

Exercice 40
1- Montrer que le graphe de la fonction f : R — R donnée par la formule f(z) =
22 + 22 + 3 est symétrique par rapport a la droite d’équation z = —1.

2- Montrer que le graphe de la fonction g : R — R donnée par la formule g(z) =
23 — 32?2 4+ 31 — 6 est symétrique par rapport au point M (1, —5).

Définition d’applications
Exercice 41
On note E 'ensemble des applications de R dans R vérifiant la propriété :
Ve e R, f(2z) = f(z).
1- Les applications définies ci-dessous appartiennent-elles a 7
a- f est une application constante
b- f:x—3x—1
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0 —0
xr —1lsiz#0

c f [
— 0
d-f: [x = lsiz#1
2- On suppose que f appartient a A.
1- Démontrer que : Vt € R, f(4t) = f(t).
2- Démontrer que : Vo € R, Vn € N, f (2%) = f(z).

Exercice 42

Soit f et g, deux fonctions définies sur R.
On définit les fonctions f, = sup(f, 0) et f- =sup(—f, 0) = —inf(f, 0).

1- Montrer que : f, = |f‘+f et f. = \fl L
2- Exprimer |f| et f en fonctlon de f+ et de f_

3- Montrer que, si g et h sont deux fonctions positives telles que f = g — h, alors
fr<get fo<h

4- Veérifier : sup(fy, f-) =|f] et inf(fy, f-)=0.
5- Montrer : (f+g)+ < fi+g.. Peut-il y avoir inégalité stricte dans cette inégalité 7

6- Montrer que : f < g< (fy <gp et g < fo).

Pour aller plus loin

Exercice 43

Déterminer les fonctions définies sur R vérifiant les aflirmations suivantes :

1-V(z, y) eR® |f(z) = f(y)| = |z =y

-V(z, y) €R® |f(2)+ f(Y)] = |z +yl
- V(z, y) €R® f(2)f(y) — flay) =2 +y
-V(z, y) €R? floz+y)— flz - y)=4xy
-V(z, y) €R® flx)f(2® = 1) =

(z, y) €R? flz+y°) = f(z )+f(y)

6- V
(Indication : Calculer f(0). Montrer que f(z) = f(z?) = f(2*) puis calculer :
f((=2?) +2%).)

Exercice 44

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction telle que : Vo € [0,1] 2z — f(x) € [0,1] et
f(2z — f(x)) = . On définit g par g(z) = 2z — f(z).
1- Montrer que Vn > 1 g¢"(z) — 2 =n(g(z) —z) ot g™ = gogo---0og (n fois)
2- Majorer |g(x) — z|. En déduire une expression de g

3- En déduire une expression de f.

Exercice 45

Soit f : R — R une fonction croissante telle que V(z, y) € R? f(x +y) =
f(z) + f(y). Montrer que

I-Yne N f(n)=nf(1).
2-VneZ f(n)=nf(1).
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3-VgeQ flg)=qf(1).

4-VreR f(x)=zf(1)
(Indication : on pourra utiliser la densité de Q dans R pour encadrer x par des
rationnels de plus en plus proches de ).






CHAPITRE 2

SUITES NUMERIQUES

2.1. Introduction

Définition 2.1. — Une suite numérique réelle (resp. complexe) est une fonction
u:N— R (resp. u : N — C). On écrit u, au lieu de u(n) et donc u = (uy)pen-

Exemple 2.2. — Soit f : R — R une fonction. On peut considérer la suite associée
a f donnée par u, = f(n). Par exemple (vVn?+ 1),en est associée a la fonction
x> V2 + 1.

On considére les suites les plus simples possibles i.e construites a partir de ’addi-
tion et de la multiplication des nombres.

Définition 2.3 (suite arithmétique). — Soient a,r deux nombres complexes.
On appelle suite arithmétique de premier terme a et de raison 7 la suite (u,)nen
définie par uy = a et par la relation de récurrence u,1 = u, +r, Vn € N.

Proposition 2.4. — Soit (u,,) la suite arithmétique de premier terme a et de raison
r. Alors, pour tout n € N on a

U, = a + nr.
Démonstration. — Montrer la proposition par récurrence. O

Définition 2.5 (suite géométrique). — Soient a,r deux nombres complexes.
On appelle suite géométrique de premier terme a et de raison r la suite (uy,)nen
définie par uy = a et par la relation de récurrence u, 1 = ru,, ¥n € N.

Proposition 2.6. — Soit (u,,) la suite géométrique de premier terme a et de raison
r. Alors, pour tout n € N on a

Uy, = ar’.

Démonstration. — Montrer la proposition par récurrence. ]

Voici des formules trés utiles concernant la somme des premiers termes des suites
arithmétiques et géométriques.

Proposition 2.7. — Soit (u,,) la suite arithmétique de premier terme a et de raison
r. On a
- 1
Zuk = (n—l—l)a—i—r@.
k=0
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Démonstration. — Onay ,_ up =y p_ola+kr)=(n+1a+rSousS=>7 .k
Pour calculer S on en prend deux copies que 'on écrit dans des sens opposés et on
somme les deux termes a la méme place dans chaque somme i.e
25 =S+S=(1+2+---+n)+(n+n—-1)+---+1)
=n+)+(n+1)+---+(n+1)=nn+1).
m
Remarque 2.8 (formule de la progression arithmétique)

En considérant la somme des premiers termes de la suite arithmétique de
premier terme 0 et de raison 1 on obtient

Zk: n(n—l—l)‘
2
k=0

Proposition 2.9. — Soit (u,) la suite géométrique de premier terme a et de raison
r. On a
- al_{j:l sir#1
> = Deire1
—~ an+1)sir=1.

2.2. Suites récurrentes affines ou arithmético-géométrique

Définition 2.10 (suite arithmético-géométrique). — On appelle suite
arithmético-géométrique une suite (u,),eny définie par une relation de récurrence
affine du type

Upi1 = U, + b
pour tout n € N ou a, b sont des complexes indépendants de n.

Proposition 2.11. — Soit (uy)nen la suite arithmético-géométrique définie par la
relation de récurrence

Upi1 = aly, + 0.

La suite (u,,) est uniquement définie par la donnée de ug, a et b et plus précisément
on a pour tout n € N

uoa”—l-b% sia#1
Up = .
up+nbsia=1.

Démonstration. — On vérifie la formule par récurrence. O

2.3. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 2.12 (suite récurrente linéaire d’ordre 2)
On appelle suite récurrente linéaire d’ordre 2 une suite (u,),en qui vérifie une
relation de récurrence linéaire du type

Upt2 = AUpy1 + buy,

pour tout n € N ol a, b sont des complexes indépendants de n et on suppose b # 0
pour que la relation soit bien d’ordre 2.

Remarque 2.13. — La célebre suite de Fibonacci correspond & a = b = 1.
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Soit u = (uy)nen une suite récurrente linéaire d’ordre 2. La suite est uniquement
définie par la donnée de ug, u; et les complexes a, b de la formule de récurrence

(2.3.1) Upio = Alyyq + buy, .

On cherche a exprimer u,, en fonction des données ug, uy, a,b et n.

En s’inspirant de la résolution des équations différentielles linéaires d’ordre 2 &
coefficients constants, on cherche des suites solutions de qui sont d’un type
"simple" par exemple géométrique : u, = r™ pour n € N avec r € C*. Cette suite
est solution de si et seulement si

Vn e N, T2 gt — bt =0
si et seulement si
(2.3.2) r—ar—b=0.

Cette derniére équation s’appelle [’équation caractéristique associée a la relation de
récurrence (2.3.1). On va déterminer les suites (u,, ) satisfaisant (2.3.1]) en fonction des
solutions de ’équation caractéristique (2.3.2). Notant A le discriminant de ([2.3.2)),

on a
A=a’+4b.

2.3.1. Reésolution complexe. —

2.3.1.1. Cas 1 : A # 0. — L’équation caractéristique admet deux racines
distinctes 71,75 € C et donc les suites géométriques (r7) et (ry) vérifient (2.3.1). La
relation étant linéaire, il n’est pas difficile de voir que pour tout A, B € C
fixés la suite (Arf + Brj}) vérifie encore (2.3.1). On va montrer que dans ce cas
toutes les suites vérifiant sont de cette forme. Soit (u,) satisfaisant
qui est bien définie et donc on connait les valeurs de ug et u;. Imaginons qu’il existe
A, B € C tels que Vn € N, u,, = Ar] + Bry. Pour n = 0 et n = 1, cela donne le
systéme suivant a résoudre

A+B:U0
T1A+TQB:U1
On trouve
UpT2 — Uy —UgT1 + Uy
=—, B=—0—.
o —7 o —7

Pour ce choix de A et B, on doit donc avoir, pour tout n € N, u,, = Ar} + Br}
(puisque ces deux suites ont les mémes conditions initiales et satisfont la méme
relation de récurrence d’ordre 2).

2.3.1.2. Cas 2 : A =0. — Le nombre r = a/2 est racine double de I’équation ca~
ractéristique (2.3.2)) et donc la suite ((a/2)™) vérifie (2.3.1). On cherche une deuxiéme
suite (u,,) solution de ([2.3.1]) sous la forme u,, = (a/2)"v,. La suite (u,,) vérifie (2.3.1])
si et seulement si, pour tout n € N,
(@27 205 = a(a/2)" 0 + b(a/2)"v,
si et seulement si, pour tout n € N,
(a™*2/2" ) vns0 = a(a/2)" vnsr — (a*/4)(a/2)"vn

si et seulement si pour tout n € N, v,,19 = 2v,11 — v,,. Les suites v, = net v, =1
sont solutions évidentes de cette derniére équation. En écrivant que, pour tout n,
Unt2 — Unt1 = Uni1 — Up, ON Obtient qu’il existe A tel que, pour tout n € N,

Un—i—l_vn:Aa
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et on reconnait donc une suite arithmétique. Il existe donc A, B € C tels que pour
tout n € N, u, = (a/2)"(An + B). Pour n = 0 et n = 1, cela donne le systéme

BZUO
aA+ aB = 2u,

(comme b# 0 et A=0onaa#0).
On résume cette résolution dans le théoréme suivant.

suivant a résoudre . On trouve A = (2/a)u; — ug et B = ug

Théoréme 2.14. — Les suites complezes (uy,) vérifiant la relation (2.3.1) sont :

1) Les combinaisons linéaires complexes des suites (r}) et (r}) o ry et ro sont les
racines distinctes de l’équation caractéristique (2.3.2)) associée et dans le cas o
le discriminant A de (2.3.2) est non nul.

2) Les combinaisons linéaires complezxes des suites (r™) et (nr™) ot r est la racine
double de l’équation caractéristique (2.3.2)) associée et dans le cas ot le discrimi-

nant A de est nul.

Dans les deux cas les valeurs des coefficients de la combinaison linéaire sont fixées
par celles de uqg et uy.

2.3.2. Résolution réelle. — On suppose maintenant que la relation ([2.3.1]) est
réelle i.e. que les nombres a et b sont réels (b # 0). On cherche maintenant les suites
réelles vérifiant (2.3.1). Il y a maintenant trois cas dépendant du signe de A.

2.3.2.1. Cas 1 : A > 0. — L’équation caractéristique (2.3.2)) admet deux racines
distinctes r1,7o € R. En reprenant la stratégie du premier cas de la résolution
complexe, la suite réelle (u,) vérifie (2.3.1)) si et seulement si

UgTy — Uq —UpT1 + U
(up) = (| ————rf + ———— 5 | .
g — T ro —T

2.3.2.2. Cas 2: A =0. — Lenombre r = a/2 est racine double réelle de I'équation
caractéristique (2.3.2). En reprenant la stratégie du deuxiéme cas de la résolution
complexe, la suite réelle (u,) vérifie (2.3.1]) si et seulement si

(un) = (((2/a)uy — ug)nr™ + uer™) .

2.3.2.3. Cas 3:A < 0. — L’équation caractéristique admet deux racines distinctes
complexes et conjuguées pe'’ et pe™ (p € R% et 8 # 0[r]). En voyant une suite
réelle comme la partie réelle d’une suite complexe de partie imaginaire nulle et
en utilisant la résolution complexe, on voit que les suites réelles vérifiant (2.3.1])
sont exactement les parties réelles des suites complexes vérifiant (2.3.1)) qui sont
elles des combinaisons linéaires complexes de (p"e™) = (p™(cos(nf) + 2sin(nf))) et
(pre=) = (p"(cos(nh)—1sin(nd))). On en déduit que les suites réelles (u,,) vérifiant
(2.3.1)) sont exactement de la forme (p™(A cos(nf) + Bsin(nf))) avec

1
A=uy, B= <ﬂ—u00086).
p

sin @

On résume cette résolution dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.15. — Les suites réelles (uy,,) vérifiant la relation sont :

1) Les combinaisons linéaires réelles des suites (r]) et (r}) ot 1 et ro sont les

racines réelles distinctes de [’équation caractéristique (2.3.2) associée et dans le
cas ou le discriminant A de (2.3.2)) est strictement positif.

2) Les combinaisons linéaires réelles des suites (r") et (nr™) ot r est la racine double
réelle de I'équation caractéristique (2.3.2)) associée et dans le cas ou le discrimi-

nant A de (2.3.2) est nul.
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3) Les combinaisons linéaires réelles des suites (p™ cos(nf)) et (p"sin(nd)) ou p et
0 sont respectivement le module et un des deux arguments des deux racines com-
plexes conjuguées de l’équation caractéristique associée et dans le cas ot
le discriminant A de (2.3.2) est strictement négatif.

Dans les trois cas les valeurs des coefficients de la combinaison linéaire sont fixées
par celles de ug et uy.

Ezxzemple 2.16. — Soit (u,) une suite réelle vérifiant la relation de récurrence
linéaire d’ordre 2

Upto = SUpy1 — 2Uy,
L’équation caractéristique associée est r* —3r +2 = (r — 2)(r — 1) = 0. Par le
Théoréme [2.15] il existe A, B € R tels que, pour tout n € N,

u, = A+ B2".

Ezxzemple 2.17. — Soit (u,) une suite réelle vérifiant la relation de récurrence
linéaire d’ordre 2

Un+2 = 2un+1 — Up.
L’équation caractéristique associée est r* —2r +1 = (r — 1)®> = 0. Par le Théoréme
2.15] il existe A, B € R tels que, pour tout n € N,

u, = A+ Bn.
Ezemple 2.18. — Soit (u,) une suite réelle vérifiant la relation de récurrence
linéaire d’ordre 2
Unp42 = —Up41 — Un-

L’équation caractéristique associée est 72 +7 +1 = (r — e*™/3)(r — e=27/3) = 0. Par
le Théoréeme il existe A, B € R tels que, pour tout n € N,

u, = Acos(2nm/3) + Bsin(2nm/3).

2.4. Limite finie d’une suite

Définition 2.19. — Soit (u,,) une suite et soit ¢ € C. On dit que (u,) admet ¢
comme limite ou converge vers ¢ ou tend vers £ si

Ve>0,ANeN,n>N=|u, — | <e.
Dans ce cas on utilisera indifféeremment les notations suivantes lim,, . u, = ¢,
limu,, = ¢ ou u,, — Y.
Remarque 2.20. — 1) Dans la définition précédente, le N dépend de «.

2) Si (uy) est une suite réelle et si ¢ € R, l'inégalité | u, — ¢ |< € est équivalente a
l—e<u, <l+e.

3) La suite (u,,) tend vers £ si et seulement si la suite (u,, — £) tend vers 0.

4) Dans la définition précédente, on peut changer < ¢ par < e.

Exemple 2.21. — La suite (u,),>1 définie par u, = 1 + # admet 1 comme
limite. Soit € > 0 et posons N le plus petit entier > % Alors
1" 1 1
712]\7:>]un—1\:’u =—-—< —<e¢.
n n N
Théoréme 2.22. — Si une suite numérique admet une limite finie alors elle n’en

admet pas d’autre. Autrement dit, si (u,) admet {1 et {5 comme limites finies alors

by =l
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Démonstration. — On suppose {1 # {5 et on pose € = |%| Il existe Ni, Ny € N
tels que n = Ny = |u, — l1] < e et n = Ny = |u, — ls] < . Ainsi, pour n >
max(Ny, Ny), on a [ — lo| < |4 — uy| + [l2 — uy,| < 2¢, ce qui est impossible. [

Définition 2.23. — On dit qu’une suite est convergente si elle admet une limite
finie. Dans le cas contraire, on dit que la suite est divergente. La nature d’une suite
est convergente ou divergente.

Remarque 2.24. — On ne change pas la nature d’une suite en modifiant un
nombre fini de termes de la suite.

Définition 2.25. — 1) On dit qu’une suite (u,) de nombres réels est majorée si
il existe M € R tel que Vn € N, u,, < M.

2) On dit qu’une suite (u,) de nombres réels est minorée si il existe m € R tel que
vn € N, u,, > m.

3) On dit qu'une suite (u,) de nombres réels est bornée si elle est majorée et minorée
i.e il existe M € R tel que Vn € N, |u,| < M.

Proposition 2.26. — Une suite réelle convergente est bornée.

Démonstration. — On suppose que (u,,) converge vers £. Pour € = 1 il existe N € N
tel quen > N = |u, —¢] < letdoncn > N = |u,| < |[¢|]+ 1. On en déduit que
|un| < max(|ugl, ..., luy_1], |¢| + 1). O

Proposition 2.27. — Soient (u,,), (v,) deuz suites réelles telles que u, — 0 et
(vy) est bornée. Alors u,v, — 0.

Démonstration. — Soit M > 0 tel que pour tout n € N, |v,| < M. Soit ¢ > 0. 1
existe N € Ntel que n > N = |u,| < 57 = |uavy] < e ]

Exemple 2.28. — D’apreés la Proposition la suite (Sign)@l converge vers 0.

Définition 2.29. — Une suite numérique (u,) est dite stationnaire si il existe
N eNtel quen > N = u, = uy.

Remarque 2.30. — Une suite stationnaire est convergente (vers uy dans la défi-
nition précédente).

Voici quelques résultats sur le comportement algébrique des suites convergentes
ainsi que sur la composition par une fonction continue.

Proposition 2.31. — Soient (uy,), (v,) deux suites numériques convergentes res-
pectivement vers £ et I’ deux nombres complexes. Soit A € C. On a :

1) La suite (u, + v,) est convergente vers £ + 0.

2)
3)
4)
5) Si € # 0 alors pour n assez grand la suite (1/u,) est bien définie et converge vers

1/t

(
La suite (u,v,,) est convergente vers (0.
(

La suite (Auy,) est convergente vers AL.

)
La suite (|u,|) est convergente vers | £ |.

Remarque 2.32. — Les points 1) et 3) dans la proposition précédente montrent
que I’ensemble des suites complexes convergentes est un sous-espace vectoriel de
I’ensemble des suites complexes et aussi que I’ensemble des suites réelles convergentes
est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des suites réelles.
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Démonstration. — Les preuves des points 3) et 4) sont trés faciles et a faire en
exercice. Montrons d’abord 1). Soit ¢ > 0. Il existe N € N tel que n > N =
lup, — €] <e/2etn> N = |v, — | <e/2. On en déduit que
n=2N=|u,+v, — =0 <|u, — |+ v, — | <e.
Montrons maintenant 2). Il suffit de montrer que u, v, — ¢’ — 0. On a u,v, — ' =
(up, — O)v, + (v, — ') et comme v,, est bornée en module par 4) et la Proposition
[2.26] on peut conclure en utilisant la Proposition [2.27]

On laisse la preuve du point 5) en exercice. Dans le cas réel, on pourra utiliser la
Proposition [2.33] O

Proposition 2.33. — Soient (u,) une suite réelle convergente vers { et f une
fonction définie et continue au voisinage de €. Alors, pour n assez grand la suite
(f(uy)) est bien définie et converge vers f({).

Démonstration. — Exercice. OJ

Exzemple 2.34. — D’aprés la Proposition la suite (cos(1/n)),>1 converge vers
1.

2.5. Suites réelles de limites infinies

Définition 2.35. — Soit (u,) une suite réelle.

1) On dit que (u,) tend vers +oo (on note alors lim u,, = 400 ou u,, — +00) si
VAeR, INeN n>2N=u,>A.

2) On dit que (u,) tend vers —oo (on note alors limu, = —oo ou u, — —00) si

VA € R,
VAeR, dINeN n>N=u,<A.

Ezemple 2.36. — La suite (n? + n + 3),en tend vers +o0. En effet soit A € R et
soit N un entier plus grand que | A|. Onan> N =u, >2n> N >| A|> A.

On peut geénéraliser le résultat de la Proposition [2.33]

Proposition 2.37. — Soient (u,) une suite réelle tendant vers £ € RU {£o0} et
f une fonction définie au voisinage de { et telle que f admette une limite finie ou
infinie quand © — (. Alors, pour n assez grand la suite (f(u,)) est bien définie et
converge vers lim,_,, f(z).

Démonstration. — Exercice. OJ

Ezxzemple 2.38. — Soit (u,) une suite réelle tendant vers +o00. D’aprés la Propo-
sition la suite (1/u,) tend vers 0.

Voici quelques résultats a démontrer en exercice.

Proposition 2.39. — Soient (u,,) et (v,) deux suites réelles.
1) Si u, — +00 alors (uy,) est minorée.
2) Siu, = —o0 alors (u,) est majorée.

)

) (

3) Siu, — 400 et (v,) est minorée alors (u, + v,) tend vers +oo.

4) Siu, — —oo et (v,) est majorée alors (u, + v,) tend vers —oo.
)

5) Siu, — +oo (resp. —o0) et (vy,) est minorée a partir d’un certain rang par un
nombre strictement positif alors (u,v,) tend vers 400 (resp. —o0).

6) Siu, — +oo (resp. —o0) et (v,) est magjorée a partir d’un certain rang par un
nombre strictement négatif alors (u,v,) tend vers —oo (resp. +00).
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On déduit de la proposition précédente :

Corollaire 2.40. — Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles.
1
2

) Siu, = +oo et v, = +00 alors (u, + v,) tend vers 4+oc.
) (
3) Siu, — 400 et v, = 400 alors (u,vy,) tend vers +o00.
) (
) (

Si up, — —00 et v, = —o0 alors (u, + v,) tend vers —oo.

4
5

Si u, — —00 et v, = —oo alors (u,v,) tend vers +oo.

Si u, — +00 et v, — —oo alors (u,v,) tend vers —oo.

2.6. Sous-suites

Définition 2.41. — Soit (u,) une suite numérique. On appelle sous-suite ou suite
extraite de (u,) toute suite (uy)) ot ¢ : N = N est une application strictement
croissante.

Exzemple 2.42. — Soit (u,) une suite numérique. Les suites (ug,) et (ug,41) sont
des sous-suites de (uy,).

Proposition 2.43. — Si une suite numérique tend vers £ avec £ € C ou { = 400
oul = —oo (dans les deux derniers cas la suite est réelle) alors toute sous-suite tend
ausst vers L.

Démonstration. — La preuve est facile car si ¢ : N — N est strictement croissante
alors ¢(n) > n (le montrer par récurrence). O
Remarque 2.44. — La Proposition [2.43|est souvent utilisée sous sa forme contra-

posée pour montrer qu’'un suite n’admet pas de limite finie ou infinie. Soit u, =
(—1)"™, pour tout n € N. La sous-suite (ug,) tend vers 1, la sous-suite (ug,+1) tend
vers —1 et par conséquent la suite (u,) n’admet pas de limite finie ni de limite
infinie.

Définition 2.45. — On appelle valeur d’adhérence d’une suite numérique (u,)
tout élément de C qui est limite d’une sous-suite de (u,).

Exzemple 2.46. — Les valeurs d’adhérence de ((—1)") sont 1 et —1.
Une conséquence immeédiate de la Proposition [2.43] est la suivante.

Corollaire 2.47. — Une suite numérique convergente posséde une seule valeur

d’adhérence.

Remarque 2.48. — La réciproque du Corollaire n’est pas vraie. La suite (u,)
0 sinest pair

définie par u, = . est divergente mais n’admet que 0 comme valeur
n sinon

d’adhérence.

Voici un cas particulier ou la réciproque de la Proposition [2.43] et le Corollaire
2.47] fonctionnent.

Proposition 2.49. — Soit (u,) une suite numérique et soit { € CU{+oo}U{—00}
(dans les deuz derniers cas (uy,) est réelle). Alors

Uy — €S ((u9,) = L et (ugpi1) — F) .

Démonstration. — Exercice. O
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2.7. Limites de suites réelles et inégalités
On conserve les inégalités larges par passage a la limite :

Proposition 2.50. — Soit (u,,) une suite réelle convergente et soit a € R.
1) Siwu, = a pour n assez grand alors limu,, > a.

=
2) Siu, < a pourn assez grand alors limu, < a.

Démonstration. — On montre 1) par absurde. On suppose Vn € N, u,, > a (quitte
tronquer la suite) et limwu,, = ¢ < a. On pose ¢ = a — {. Par définition de la limite
il existe N € N tel que n > N = u,, < £+ ¢ < a, impossible. O

Corollaire 2.51. — Soient (u,), (v,) deuzx suite réelles convergentes. Si a partir
d’un certain rang on a u, < v,, alors limu, <limu,.

Démonstration. — On applique le 1) de la Proposition pour a = 0 et la suite
(Un, — Up,). O

Remarque 2.52. — Les inégalités strictes ne sont pas toujours conservées par
passage a la limite, par exemple 1/n > 0 pour tout n > 0 mais lim 1/n = 0.

Voici un fameux théoréme.

Théoréme 2.53 (dit "des gendarmes"). — Soient (uy,), (a,) et (by,) trois suites
réelles telles que pour n assez grand on ait a, < u, < b,. Si (a,) et (b,) convergent
vers la méme limite { € R alors (u,) est convergente et sa limite est (.

Démonstration. — Soit € > 0. D’apreés les hypothéses il existe N € N tel que si
n>Nonaa, <u, <b,, a, >l —cetb, <l+e On en déduit que

n=N=|u,— /| <e.

Pour les limites infinies, on a besoin d’une seule inégalité.
Proposition 2.54. — Soient (u,,), (v,) deux suites réelles telles que pour n assez
grand on ait u, < Uy,.
1) Siu, — +oo alors v, — +00.

2) Si v, = —o0 alors u, — —o0.

2.8. Suites réelles monotones et adjacentes

Définition 2.55. — Soit (u,,) une suite réelle.

1) (u,) est dite (resp. strictement) croissante si pour tout n € N, u, 41 > u, (resp.
Upt1 > Up).

2) (uy) est dite (resp. strictement) décroissante si pour tout n € N, u, 1 < u, (resp.
Upr1 < Up).

3) (uy) est dite (resp. strictement) monotone si elle est (resp. strictement) croissante
ou (resp. strictement) décroissante.

Le théoréme suivant est admis, il est basé sur une propriété importante de R
concernant l'existence de borne supérieure (le plus petit des majorants) pour une
partie de R qui est majorée.

Théoréme 2.56. — Soit (u,) une suite réelle.

1) Si (uy) est croissante et majorée alors elle converge (vers = sup{u,} ).
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2) Si (uy,) est décroissante et minorée alors elle converge (vers ¢ = inf{u,}).

Ezemple 2.57. — La suite (1/n),¢ est décroissante minorée par —7 et converge
vers 0 = inf{1/n, n € N*}.

Une suite monotone admet toujours une limite finie ou infinie.

Proposition 2.58. — Soit (u,) une suite réelle monotone.

1) On suppose (u,) croissante. Si elle est magjorée alors elle converge et sinon
lim u,, = +o00.

2) On suppose (u,) décroissante. Si elle est minorée alors elle converge et sinon

lim u,, = —o0.

Démonstration. — On montre seulement le 1). En utilisant le Théoréme on
peut supposer que (u,,) est croissante et non majorée. Comme elle n’est pas majorée,
pour tout M € R, il existe N € N tel que uy > M. Comme (u,) est croissante,
pour tout n > N, on a u, > uy et donc u,, > M. On a montré que u,, — +oo. [
Définition 2.59. — On dit que les suites réelles (u,,) et (v,) sont adjacentes si
1) (uy) est croissante.

2) (v,) est décroissante.

3) lim(v, — u,) = 0.

Théoréme 2.60 (des suites adjacentes). — Si les suites (u,) et (v,) sont ad-

jacentes alors elles sont convergentes et ont méme limite. St £ € R est la limite
commune alors, pour tout n € N,

ungggvn

et les inégalités deviennent strictes en cas de stricte monotonie des suites.

Démonstration. — On pose w,, = v,, — u,. On a

Wn+1 — Wp = (UnJrl - Un) - (unJrl - un) <0.

La suite (w,) est donc décroissante de limite nulle, on en déduit que pour tout n € N,
Wy, = v, — U, = 0 (raisonner par 'absurde, si wy < 0 alors Vn > N, w, < wy et
donc 0 = limw,, < wy < 0, impossible). On en déduit que pour tout n € N, on a

Uogungvngvo-

Par conséquent, (u,) est croissante majorée (par vg) donc converge vers ¢ € R et on
a, pour tout n € N, u,, < ¢ (car (u,) est croissante). La suite (v,) est décroissante
minorée (par ug) donc convergente vers ¢/ € R et on a, pour tout n € N, v, > ¢
(car (vy,) est décroissante). Comme lim(v, —u,) =0ona =/ O

Remarque 2.61. — Les inégalités dans le Théoréme [2.60| permettent d’obtenir
des valeurs approchées de ¢ aussi précises que 1’on veut. En effet, u, et v, sont des
valeurs approchées de ¢ a v, — u, prés et on a lim(v,, — u,) = 0.

Exemple 2.62. — Les suites (u,) et (v,), ot pour n > 1 ona u, =1 — < et
v, = 1+ # sont adjacentes. En effet, pour tout n > 1, on a upq —u,, = m > 0,
Upal — Up = —% <0etv,—u, = % —1—% — 0. L’application du Théoréme [2.60

n’a pas d’intérét ici car il est facile de voir que les suites convergent vers 1.
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2.9. Suites récurrentes du type u, 1 = f(uy,)

Dans cette section, on se place dans la situation suivante : soient I un intervalle
de R, f: I — R une fonction continue et uy € I.

On aimerait construire la suite (u,) définie par les données de ug et de la relation
de récurrence u,y1 = f(uy). Il est clair que la suite (u,) est bien définie quand
f(I) C I (on dit que I est stable par f), et on se place dans cette situation dans la
suite.

2.9.1. Limites finies possibles de la suite. — On peut caractériser la conti-
nuité des fonctions en un point en utilisant les suites. Cela s’appelle la caractérisation
séquentielle de la continuité.

Théoréme 2.63. — Soit vy € J ou J est un intervalle ouvert de R. Soit f : J — R
une fonction définie sur J. La fonction f est continue en xq si et seulement si pour
toute suite (vy,) de J convergeant vers xq alors la suite (f(v,)) converge vers f(xo).

Définition 2.64. — Soit a € I. On dit que a est un point fixe f dans I si f(a) = a.

En utilisant le théoréeme précédent et dans notre situation, nous obtenons le co-
rollaire suivant.

Corollaire 2.65. — Siu,, — ( € I alors f({) = i.e { est un point fize de [ dans
I.

Démonstration. — Si u,, — £ alors (un+1) qui est une sous-suite de (u,) converge
aussi vers (. Ainsi, la suite (f(u,)) converge vers ¢ et par le Théoréme on obtient
F(0) =¢. O
Exzemple 2.66. — On considére la fonction f : z — 22 —z — 3 et la suite (u,)

définie par ug = 1 et u,41 = f(u,). Ici on peut prendre I = R. Si u,, converge vers
¢ alors ¢ = f({) et donc ¢* —2¢ —3 = ({4 1)(¢ — 3) = 0. Par conséquent les seules
limites finies possibles pour (u,) sont —1 et 3.

2.9.2. Représentation graphique de la suite. —

1) Commencer par tracer le graphe de f en étudiant la fonction et tracer aussi la
droite d’équation y = x.

2) Placer u,, sur 'axe des abscisses ou plus précisément considérer le point du plan
de coordonnées (uy, 0).

3) Tracer la droite verticale passant par le point (u,,0), cette droite va rencontrer
le graphe de f en un seul point de coordonnées (uy, f(u,)) = (Up, Upi1)-

4) Tracer ensuite la droite horizontale passant par (u,, u,.1), elle rencontre la droite
d’équation y = = en un unique point de coordonnées (U1, Upi1)-

5) Tracer la droite verticale passant par le point (w11, u,41), €lle intersecte la droite
d’équation y = 0 en un unique point de coordonnées (u,1,0).

2.9.3. Variations de la suite versus variation de la fonction. — Voici les
propriétés de la suite quand la fonction est monotone.
Proposition 2.67. — 1) Si f est croissante sur I alors (u,) est monotone.

2) Si f est décroissante sur I alors (ug,) et (usny1) sont monotones de sens de
variation opposés.
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Démonstration. — Preuve de 1). Puisque f est croissante ;1o — tpi1 = f(tps1) —
f(u,) est du méme signe que u, 41 — u,. Par récurrence on en déduit que pour tout
n € N, u,11 — u, est du méme signe que u; — ug et donc que (u,) est monotone.
Preuve de 2). Si f est décroissante sur [ alors f o f est croissante sur . De plus,
pour tout n, ug,io = f o f(uz,) et uspys = f o f(ug,y1). Par 1) on en déduit que
les suites (ug,) et (ug,41) sont monotones. On a g, 3 — Uspy1 = f(uonia) — fuzn)
et donc ug, 3 — Uz, est de signe opposé a ug, 1o — Usy, ce qui montre que (ug,) et
(u2n41) ont des sens de variation opposés. O

Exzemple 2.68. — On considére la suite (u,) donnée par la relation u, 1, = sinu,
et ugp € [—m/2,7/2]. On pose f(x) =sinz et [ = [—7/2,7/2].

Comme f(I) = [—1,1] C I, la suite (u,) est bien définie.

Pour déterminer les points fixes de f(x) = sinz, on étudie la fonction ¢(x) =
sinx — 2. On a ¢/'(xr) = cosx — 1 < 0 (et ne s’annule qu’en 0) et donc ¢ est
strictement décroissante. Comme ¢(0) = 0, on en déduit (Corollaire que si
(uy,) converge alors sa limite est 0.

Comme f est croissante sur I, la suite (u,) est monotone (Proposition .

Si ug € [—7/2,0] alors comme f([—7/2,0]) C [-7/2,0], on a, pour tout n, u, €
[—7/2,0]. Comme p(ug) = u; —uy = 0 (voir 'étude ), on en déduit que (u,,) est
croissante. Comme elle est majorée (par 0), elle converge et sa limite est 0 comme
vu précédemment.

Si ug € [0, 7/2] alors comme f([0,7/2]) C [0,7/2] on a Vn, u, € [0,7/2]. Comme
©(ug) = uy —up < 0 (voir I'étude ), on en déduit que (u,) est décroissante. Comme
elle est minorée (par 0), elle converge et sa limite est 0 comme vu précédemment.

On a montré que (u,,) est convergente de limite nulle.

Ezxzemple 2.69. — On considére la suite (u,) donnée par la relation u,1 = f(uy)
avec f(x) = 2® + & et up > 0.

La suite est clairement bien définie et pour tout n, u, € R,.

Comme f'(z) = 2x > 0 sur R, on en déduit que f est croissante et donc que (uy,)
est monotone (Proposition [2.67)).

On étudie le signe de f(x) — z sur Ry. On a
3 1 3
— — 2 — —_ — = —_ =
f@)—w=a =t = (- ])
et donc f(z) >z e rz<iouz>3 fa)<z s i<z<i et flz)=z& =1
ouxr= %. D’aprés le Corollaire [2.65] si (u,,) converge alors sa limite est }1 ou %.

1) On suppose ugy € [0, i] Ona0<u < i et si 0 < u, < i alors comme f est
croissante on a 0 < f(0) = % < Uni1 = f(u,) < f(3) = L. Par récurrence on a,

4) — 4
pour tout n, 0 < u, < %. Comme f(x) > x sur [0,1], on a u; > ug et comme

'
(u,) est monotone alors on en déduit que (u,) est croissante. Comme (u,) est

majorée (par 1), la suite (u,) converge vers une limite < § et donc limu,, = ;.

2) On suppose ug € [31,%[. Ona ; < uy < % et si ;1 < u, < 3 alors comme f
est strictement croissante on a 3 = f(3) < upy = f(u,) < f(3) = 3. Par

récurrence on a, pour tout n, i < u, < %. Comme f(z) — 2z < 0 sur [}L, %[ alors
uy —up < 0 et comme on sait aussi que (u,,) est monotone, on en déduit que (uy,)

est décroissante. Comme (u,) est minorée (par 1) alors (u,) est convergente et

la limite appartient a [}l, o) et est un point fixe de f. On a donc limu,, = %.

1
3) Siug =32 alors Vn, u, = 2 et donc (u,) converge vers 3.
4) On suppose ug E]%, +0oo[. On a % < uy et si % < u,, alors comme f est strictement
croissante on a 2 = f(2) < w41 = f(u,). Par récurrence on a Vn, 3 < u,.
Comme f(z) > z sur |2, +00[, on a uy > ug et comme (u,) est monotone alors on
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en déduit que (u,,) est croissante. Si (u,) est majorée alors elle converge vers une
limite qui appartient a [ug, +0o[ et qui est aussi un point fixe de f, impossible.
Donc (u,) est croissante et non majorée et donc lim u,, = +oo (Proposition [2.58)).

2.9.4. Méthode de Newton. —

Proposition 2.70 (Méthode de Newton). — Soit g : [¢,d] — R une fonction
deuz fois dérivable telle que il existe C,Cy > 0 tels que

Vo € le,d], 19"(x)|<Cr, ¢(x)>Cy.

On suppose que g s’annule dans |c,d|. Ce point est unique et est noté z. On pose,
pour tout x € [c,d],

9(x)
flx) =2 —
(@) g'(z)
Alors, on a, pour tout x € [c,d],
C
@) = 21 < gl = o1

De plus, il existe o €]0, %[ tel que I = [z — a, z + o] vérifie I C [e,d] et f(I) C I.
La suite récurrente définie par

Vn€N7un+1:f(un):un_

ug € 1

converge vers z. De plus, on a, pour tout n € N,

on 2n
lup, — 2| < (%OQWO - z|) < <2—C204) :
1

2.10. Comparaison asymptotiques des suites numériques

2.10.1. Domination et négligeabilité asymptotiques. — On introduit dans
cette section des notations dues en partie aux mathématiciens Landau et Hardy.

Définition 2.71 (Définition formelle de la domination)
Soient (uy), (v,) deux suites numériques. On dit que (u,,) est dominée par (v,,)
et on note u, = O(v,) (on prononce u, est un grand "o" de v,) sl existe A € R%
et N € N tels que
n =N =|u,| < Alv,.

Dans la pratique, on utilisera la proposition suivante.

Proposition 2.72. — Soient (u,,) une suite numérique et (v,) une suite numérique
ne s’annulant pas pour n assez grand. Si la suite (u,/v,) (bien définie pour n assez
grand) est bornée en module, alors u, = O(v,).

Exzemple 2.73. — Pour n € N on pose u,, = n? +n et v, = n. Pour tout n € N
on a u, < 2v, et par conséquent u, = O(v,).

Remarque 2.74. — Dire qu’une suite réelle est bornée est équivalent a dire que
cette suite est un O(1).

Définition 2.75 (Définition formelle de la négligeabilité)

Soient (uy,), (v,) deux suites numériques. On dit que (u, ) est négligeable devant
(v,) et on note u,, = o(v,) (on prononce wu,, est un petit "o" de v,,) ou aussi u,, << v,
si pour tout € > 0 et il existe N € N tels que

n=N = |u,| <elv,
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ou de fagon équivalente si il existe une suite numérique (g,) telle que pour tout
n €N, u, =¢e,v, et lime, = 0.

Dans la pratique, on utilisera la proposition suivante.
Proposition 2.76. — Soient (u,,) une suite numérique et (v,) une suite numérique

ne s’annulant pas pour n assez grand. Si la suite (u,/v,) (bien définie pour n assez
grand) tend vers 0, alors u, = o(v,).

Ezxzemple 2.77. — Pour n € N on pose u, = n — 2n% et v, = n3. On a ¥ =

Un
% —2 — 0 et donc u, = o(vy,).

Remarque 2.78. — Dire qu’'une suite numérique tend vers 0 est équivalent a dire
que cette suite est un o(1).

2.10.2. Equivalence asymptotique. —

Définition 2.79 (Définition formelle de ’équivalence)
Soient (u,) et (v,) deux suites numériques. On dit que (u,) est équivalente a
(v,) et on note u, ~ v, si (u, —v,) = o(uy,).

Proposition 2.80. — La relation ~ est une relation d’équivalence pour les suites
numériques. Cela signifie que si (uy), (v,) et (w,) sont des suites numériques alors
on a :

1) up, ~ uy (la relation ~ est réflexive).
2) Uy ~ Uy = Uy ~ uy, (la relation ~ est symétrique).
3) Uy ~ vy, et v, ~w, = u, ~ w, (la relation ~ est transitive).
Démonstration. — On a u, — u, = 0 = o(u,) donc u, ~ u,.
On suppose u,, ~ v,. On a donc (u, — v,) = o(u,) ce qui signifie qu’il existe une
suite g, tendant vers 0 telle que |u,, — v,| = €,|u,|. On a donc
|| = |ty — On + vn| < |vn| + €5ty

ce qui donne (a partir d’un certain rang)

|un| < E\“n\-

On en déduit que pour n assez grand
[un| < 2|v,] .
En particulier, u,, = O(v,). Pour n assez grand, on a
[tn, — vn| = enlun] < 2e,|v,|

et comme ¢, tend vers 0, on en déduit que (v, — u,) = o(v,) ce qui montre que
U, ™~ U,

On suppose u,, ~ v, et v, ~ w,. On a vu dans la preuve de 2) que v, = O(u,) et
par conséquent un o(v,) est un o(uy,). On a (v, —u,) = o(u,) et (w, —v,) = o(v,) =
o(uy,) et donc par addition (w, — u,) = o(u,), ce qui montre que w, ~ u,. O

La proposition suivante fournit une définition pratique de I’équivalence de suites
numériques.
Proposition 2.81. — Soient (uy,) et (v,) deux suites numériques.

1) u, ~ v, si et seulement s’il existe une suite o, telle que pour tout n € N,
U, = U, et lima, = 1.

2) Siv, ne s’annule pas pour n assez grand, alors u, ~ v, si et seulement si la suite
(un/vy) (bien définie pour n assez grand) tend vers 1.
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Démonstration. — 11 est clairement suffisant de montrer 1).

On suppose u,, ~ v,. Il existe une suite ¢, telle que pour tout n € N, u,—v,, = ,v,
et lime, = 0. On pose pour tout n € N, «,, =1+ ¢,. On a alors pour tout n € N,
U, = U, et lima, = 1.

On suppose qu’il existe une suite «,, telle que pour tout n € N, u,, = a,v, et
lima,, = 1. On pose pour tout n € N, ¢, = a,, — 1. On a alors pour tout n € N,
Uy, — Uy, = EpU, et lime,, = 0 et donc u,, ~ v,. O

Ezxemple 2.82. — Trouver un équivalent le plus simple possible pour une suite
c’est trouver une suite plus "simple" (par exemple polynomiale en n) équivalente a
cette suite. Par exemple (n® + nlnn +cosn) ~n3 et (nlnn —sinn) ~ nlnn.

Remarque 2.83. — Pour trouver un équivalent simple on utilise parfois les DLs :
Quand n tend vers 400 on a In(1+1/n) =1/n+o(1/n) donc In(1 + 1/n) ~ 1/n.

Deux suites équivalentes ont méme nature et méme limite si elles convergent :

Proposition 2.84. — Soient (u,) et (v,) deuz suites numériques équivalentes. Si
U, — £ € CU{+oo} U{—00} ((u,) est réelle dans les deux derniers cas) alors
vy, — L.

Démonstration. — D’aprés la Proposition [2.81} il existe une suite «,, telle que pour
n assez grand, u, = «,v, et lima, = 1. Le reste de la preuve est maintenant
facile. O

La réciproque de la proposition précédente est vraie dans les cas suivants :

Proposition 2.85. — Soient (u,,) et (v,) deuzr suites numériques convergentes
admettant la méme limite ¢ € C*. Alors

Up ~ Uy ~ L.

En particulier, la suite constante (€) est I’équivalent le plus simple possible des suites
(un) et (vy).

Démonstration. — On a lim(u, /¢) = lim(v,/¢) = 1 et donc u,, ~ ¢ et v, ~ (. Par
transitivité on obtient u,, ~ v,. O

Remarque 2.86. — La réciproque de la Proposition n’est pas vraie si { €
{0} U {400} U {400}, voici des contre-exemples :

¢ =0 : Les suites (1/n) et (1/n?) tendent toutes les deux vers 0 mais ne sont pas
équivalentes car (1/n)/(1/n?) =n — +oo.

¢ = 400 : Les suites (n) et (n?) tendent toutes les deux vers +0o mais ne sont pas
équivalentes.

Voici les opérations qui fonctionnent bien avec les équivalents. Pour des contre-
exemples avec la somme et la composition par une fonction, on consultera les exer-
cices.

Proposition 2.87. — Soient (uy,), (v,), (wy,) et (t,) des suites numériques et soit

a e R.

1) Siu, ~ v, et w, ~ t,, alors (u,wy,) ~ (v,t,) (le produit des équivalents est
équivalent au produit).

2) Siuy, ~ v, et w, ~t,, alors (u,/w,) ~ (v,/t,) dans le cas ou les quotients sont
bien définis (le quotient des équivalents est équivalent au quotient).

3) Siup ~ vy, alors (uy)® ~ (v,)* (la composition par x — x* d’équivalents restent
équivalents).
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Démonstration. — La preuve n’est pas difficile, utiliser la caractérisation de suites
équivalentes du 1) de la Proposition m O

2.11. Suites de Cauchy

La notion de suite de Cauchy est fondamentale en analyse.

Définition 2.88. — On dit qu’une suite numérique (u,) est de Cauchy si, pour
tout € > 0, il existe un entier N € N (dépendant de ¢) tel que pour tous m > N et
n > N on ait |u, — u,| < €.

Remarque 2.89. — L’implication

Ve >0,I3N €N, (m > Netn > N) = |u, —up| <¢
est équivalente a

Ve>0,3N e NNVpe N, n > N = |uyqy, — uy| < €.
Proposition 2.90. — 1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

3) Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. — Preuve de 1). Soit (u,) une suite convergente de limite ¢. Soit
e>0. Il existe Ne Ntel quen > N =| u, —(|<e/2. On a

Vn>N, Vm=2N, |u,—tp| <|u, =0 +|un—¥C <e/2+c/2=¢

et donc (u,) est de Cauchy.
Preuve de 2). Soit (u,) une suite de Cauchy et soit € > 0. Alors

AN eN, (m>=Netn > N) =|u, —uy, |[<c.
Soit (uy(m)) une suite extraite de (u,). Comme
VneN, ¢(n)=n,
on en déduit que pour tous p > N, ¢ = N, on a ¢(p) > N et p(q) = N et donc
[Up(p) — Up(g)] < €.

On a montré que (uy,(m)) est de Cauchy.
Preuve de 3). Soit (u,,) une suite de Cauchy. Prenons € = 1. Alors,

ANeN, YVn>N+1, |u,—uy|<1

et donc |u,| = |u, —uny +un| < 1+ |uyn|. On pose
M = max(|ugl, |ua], - .., Jun|, 1 + |un]) .
Alors, pour tout n, |u,| < M. ]

Le point 1) peut étre utilisé sous sa forme contraposée pour montrer qu’une suite
est divergente : une suite qui n’est pas de Cauchy est divergente.

Ezxzemple 2.91. — On considére la suite de nombres réels u,, = ZZ=1% définie
pour n > 1. Pour tout n > 0, on a
2n
1 n 1
|u2n_un|: Z E>_:_
k=n+1

et donc (u,,) n’est pas de Cauchy et donc est divergente. Comme (u,,) est croissante,
la Proposition dit que limu,, = +oc.
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Lemme 2.92. — Soit (u,) une suite de Cauchy. Si (u,) admet une sous-suite
convergente vers €, alors (u,) converge vers (.

Démonstration. — Soit (ug(y)) une sous-suite de (u,) convergeant vers { et soit
e > 0. Il existe Ny € N tel que

n = Ny = |ugm) — €] <e/2.

Il existe aussi Ny € N tel que (p > Ny, ¢ = Ni) = |u, —uy| < /2. Pour n >
max(Ng, N1), on a p(n) = n > N; et donc

|un —f| < |un —uw(n)| + |u<p(n) —£| < 8/2+6/2 =c.
]

Voici un théoréme important qui dit que les suites réelles ou complexes sont
convergentes. On dit que R et C sont complets.

Théoréme 2.93. — Toute suite réelle ou complexe de Cauchy est convergente.

Démonstration. — On fait la démonstration dans le cas des suites réelles. Pour les
suites complexes, il faut considérer les parties réelles et imaginaires qui vont étre de
Cauchy si la suite l'est. Soit (u,) une suite de Cauchy réelle. Posons ¢(0) = 0 et
Vn > 0 notons ¢(n + 1) le plus petit entier strictement plus grand que p(n) tel que

1

Pour tout entier n € N, posons v, = ugn) —27". La suite (v,) est croissante car
1 1 1 1 1

Un = Unt1 = Up(n) = Up(nt1) = op + ontl = 9ntl  9n + on+l 0.

De plus (v,) est majorée car (u,) est bornée (par 3) de la Proposition [2.90)). Donc
(vn) est convergente vers ¢ € R. Mais u,,) — ¢ car 27" — 0. Le Lemme
implique que u,, — /. O

Remarque 2.94. — Q n’est pas complet. En effet, la suite de nombres rationnels
Up = Y 1o 7 €St convergente vers e ¢ Q et donc elle est de Cauchy (par 1) de la
Proposition [2.90). Mais (u,) ne converge pas dans Q mais seulement dans R.

Remarque 2.95. — Pour montrer qu’une suite réelle est convergente avec la défi-
nition il faut déja connaitre I’éventuelle limite. Par le Théoréme [2.93] il est suffisant
de montrer qu’elle est de Cauchy et donc il n’y a pas besoin de connaitre I’éventuelle
limite.

2.12. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

On va donner une idée de la preuve du théoréeme de Bolzano-Weierstrass.
Théoréme 2.96 (des segments emboités). — Soient (a,) et (b,) deuz suites
réelles telles que :

1) ¥n, a, < b,.

2) Vn, [ant1,bni1] C [an, byl

3) (b, —a,) — 0.

Alors il existe un nombre réel unique € tel que

(lan, ba] = {}.

n=0
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Démonstration. — Le suites (a,) et (b,) sont adjacentes et donc convergent vers la
méme limite £. Comme ¢ = sup{a, } = inf{b,} on a bien [, o[an, bn] = {{}. O

Théoréeme 2.97 (de Bolzano-Weierstrass). — Un suite réelle bornée admet une
sous-suite convergente.

Démonstration. — Soit (u,) une suite réelle bornée. On va construire par récurrence
une fonction ¢ : N — N strictement croissante et deux suites réelles adjacentes (ay,),
(bn) telles que, pour tout n, a, < by, et Uy € [an, by

Il existe M € R tel que |u,| < M. On pose ¢(0) =0, ag = —M et by = M.

Soit n € N. Supposons que l'on ait construit ¢ : {0,...,n} — {0,...,n} stricte-
ment croissante et (a;)o<i<n, (bi)o<i<n tels que

Vi € {0,...,’/2}7 aiébi, uap(z) c [ai,bi], |CLZ—bz| <

de sorte qu'il existe une infinité de j € N tels que u; € [a;, b;].
On va construire ¢(n + 1), a1 et b1 tels que

2M

p(n+1)>¢(n), ap<anpr < Up(nt1) < b1 < by |ant1 = bpgr| < on+1

et tels qu'il existe une infinité de j € N tels que u; € [ant1, bnt1)-

Supposons qu’il existe une infinité de j € N tels que u; € [an, @] On pose

dans ce cas api1 = ay, byy1 = 232 et p(n 4+ 1) = j pour un j > ¢(n) tel que

u; € [an,@]. Dans le cas contraire, il existe une infinité de j € N tels que

uj € [%42 p,]. On pose dans ce cas an41 = 252, b,y = by, et p(n+ 1) = j pour
un j > ¢(n) tel que u; € [kt p, 1.

Par le théoréme des segments emboités ou le théoréme des suites adjacentes, les
suites (a,), (b,) convergent vers la méme limite ¢ € R. Par le théoréme des gendarmes

Up(n) —7 /. ]

2.13. Exercices

Exercice 46

Soit (uy,) la suite définie par ug =5 et 3u,+1 = u, + 4 pour tout n > 0.
1
2

) Calculer u; et us.
)

3) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
)
)

Montrer que u,, = 2 pour tout n > 2.

4) Montrer que (u,) est convergente et calculer sa limite.

5) On pose pour tout n € N : v, = u,, — 2. Montrer que (v,) est une suite géomeé-
trique et donner ’expression de v,, en fonction de n.

6) Soient S, =vg+vi+---+wv, et T, = ug+u;+---+u,. Déterminer I'expression
de S,, et de T, en fonction de n.

7) Déterminer la limite de (S,) et celle de (17},).

Exercice 47

Soit (u,) la suite définie par ug = 2 et u,11 = 2u,, —3 (n = 0).
Démontrer que pour tout n € N, on a u, = 3 — 2" et en déduire la nature de la
suite (uy,).
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Exercice 48

Montrer que pour tout entier n > 1, on a
n! > 21

Que peut-on en déduire pour la suite (n!)?

Exercice 49
Soit (uy,) la suite définie par
Up, + Up+1
2

1) Pour tout n € N*, on pose v, = u, — u,_1. Montrer que (v,) est une suite
géométrique convergente.

Vn eN, uyg = avec up=a, u; =b (a,b€R).

2) Calculer w, = vy +vy+ -+ v,. En déduire que la suite (u,) est convergente et
calculer sa limite.

Exercice 50
5 2n+1

3
1) Pour tout n € N on pose S, = 1+§+?+'”+ZT

S
2) En utilisant S,, — Zn’ donner une expression simplifiée de S,,.

3) En déduire la limite de la suite (S,).

Exercice 51

Soient a et b deux nombres réels tels que a # +b. On définit la suite (u,) par

uy; = a + b et, pour tout n > 1, par
ab
Upt1 = a+b — —.
U,

1) Calculer uy, us, us uniquement a l'aide de a—b, a>—b?, a®>—b* et a*—b*. Démontrer
que le résultat est général.

2) Montrer que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite.

Exercice 52

1) Montrer que si, trois nombres réels non nuls z,y, z, sont en progression géomé-
trique, on a, quel que soit n dans Z,

(xn+yn+zn) (xn_yn_'_zn) — w2n+y2n+z2n'

2) Application : déterminer trois nombres en progression géométrique sachant que
la somme de leurs inverses est égale a 26 et que la somme des carrés de leurs
inverses est égale a 364.

Exercice 53

1) Déterminer une suite arithmétique (u,),>1, sachant que la somme S,, de ses n
premiers termes est, quel que soit n, égale & 3n? + 4n.

2) Certains termes de cette suite sont des carrés parfaits (c’est-a-dire carrés d’un
nombre entier); donner l'expression générale de ces termes et calculer les six
premiers d’entre eux.
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Exercice 54

Un segment [AB] a pour longueur a. On appelle M; le milieu de [AB], M, le
milieu de [AM;], Mj le milieu de [M;Ms], ..., M, le milieu de [M,_oM, 4].

1) Calculer la longueur de [AM,,] en fonction de a et de n.

2) Montrer que, lorsque n tend vers 'infini, M,, tend vers une position limite L que
I’on déterminera.

Exercice 55
Soit (uy,) la suite définie par uy = 1 et u,1 = v/1 + u,, pour tout n > 0.
1) Montrer que la suite (u,,) est bien définie et étudier sa monotonie.

2) Montrer que (u,) converge et calculer sa limite.

Exercice 56
Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes :

2
Uy = 3 — et v, = 3+ :
" n+1 " n+3
puis
"1
un_Zﬁ et v, = u, + —.
k=1
Exercice 57
Soit (uy,) la suite définie par ug =0 et u,; = Zz:g.
1) Montrer que pour tout n € N, on a 0 < u, < 2.
2) Pour tout n € N, on pose v, = Z”j Montrer que la suite (v,) est géométrique

et préciser sa raison.

3) Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 58

Pour tout n € N*, on pose S, = 1+ 3 4 ---+ . On admet ici que la suite (S,)
n’est pas majorée et qu’elle tend vers +o0o. On considére la suite définie pour tout
n € N* par : u, = .5, — Inn.

1) Calculer uy pour k € [1,5].

2) Montrer que pour tout réel > —1, on a x > In(1 + z).

3) Montrer que pour tout n € N* on a

L (1 1 )
Ups1 — Uy = n(l-— )
+l n—+1 n+1

En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

3=

4) On pose a présent, pour tout n € N* v, = u, —
Montrer que pour tout n € N*, on a
1 1
Upi1 — Up = — —1In (1+—).
n n
Quel est le sens de variation de (vy,) ?

5) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. La limite commune de ces
deux suites est appelée constante d’EULER et notée ~.
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6) A l'aide des suites (uy) et (v,), donner un encadrement de v & 10~ prés.

Exercice 59

1) On définit, pour tout n € N*, la suite (u,) par u, = % et la suite (v,) par

Un+1 2
Up = “un
a) Montrer que lim v, = 1/2.
n——+0o00
b) Montrer que, pour tout n € N*, v, > %
c¢) Trouver le plus petit entier N tel que, si n > N, on ait v, < %.
d) En déduire que si n > N, alors u,41 < %un.

2) On pose, pour tout entier n > 5 : S, = us + ug + - - - + u,,. Montrer que

n—>5
3\ k
5 < 3 (3) w
k=1
et en déduire que S,, < 3us.
S,

3) Montrer que la suite (S,),>5 converge.

Exercice 60
Déterminer les suites définies par les relations linéaires d’ordre deux et les condi-
tions indiquées :
1) Upyo = —Upy1 + 2Up, ug = 0,u3 = 3.
2) Upio = 6Upyy — QUp, ug = 5, u; = 6.

3) Upyo = —Up,ug = 5,uy = 1.

Exercice 61

n?+1
n2+n+2
1) Déterminer un entier naturel N tel que, pour tout entier naturel n vérifiant n > N,
on ait |u, — 1] < 1073,
2) Plus généralement, étant donné un réel € > 0, déterminer un entier naturel N tel
que, pour tout entier naturel n vérifiant n > N, on ait |u, — 1| < e.

On considere la suite de terme général u,, =

Exercice 62

En revenant aux définitions du cours montrer que

. P _ n+1
1) la suite de terme général u, = =5 converge vers 1,
2) la suite de terme général u, = 2% converge vers 0,
. .. 2
3) la suite de terme général u, = 7:1;:11 tend vers +oo0,
: oy (="
4) la suite de terme général u, = 1 + converge vers 1,
n

5) la suite de terme général u, = converge vers 0,

_n__
n3+1

tend vers —oo.

6) la suite de terme général u, = —n + n
n



58 CHAPITRE 2. SUITES NUMERIQUES

Exercice 63

Soient (u,) une suite a valeurs complexes et ¢ € C. Montrer que (u,) converge
vers { si, et seulement si, les suites extraites (ug,) et (ug,1) convergent toutes les
deux vers /.

Exercice 64
Soit (up)n>1 une suite dans R, et soit (v,),>1 la suite des moyennes de Cesaro,
c’est-a-dire la suite définie par
un ot
- :

1) On veut démontrer que si (u,) converge vers ¢ € R, alors (v,) converge aussi
vers (.

VneN, v, =

a) A l'aide de la définition de la limite d’une suite, établir le résultat dans le cas
ou ! = 0.
b) En considérant la suite (u,, — ¢) établir le résultat pour ¢ quelconque dans C.

2) En prenant la suite de terme général (—1)", montrer que la réciproque de cet
énoncé est fausse en général.

Exercice 65

Soit (uy)n>1 une suite qui converge vers une limite ¢ non nulle. On suppose

que u, # 0 pour tout n > 0. Montrer que la suite (v,),>1 définie par la relation
suivante :

est convergente et calculer sa limite.
Indication : faire apparaitre une moyenne de Cesaro.

Exercice 66
Soient (u,) et (v,) les suites définies par
1 1 1
U, = 1+—4+---4+— et v, = u, + —.
1! n! n!

1) Montrer que ces suites convergent et ont méme limite, qu’on notera e.

2) Donner une valeur approchée de e & 107° prés.

3) Montrer que e n’est pas un nombre rationnel.

Indication : pour 3) supposer par l’absurde que e est rationnel c’est-a-dire qu’il
s’écrit sous la forme d’une fraction p/q ou p € N et ¢ € N*, puis observer que
Uy < e < .

Exercice 67

Montrer que les suites (u,) et (v,) définies par

u Uy + Uy,
n+l1  — T 5
ug >0, vy >0, 2

Un+1 = +/UnUn

sont adjacentes.

Exercice 68
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1) Montrer que pour tous a,b € R, on a

1
e ; max (a,b) = §(a+b—|—|a—b|)
V(a,b) € R,

1
min (a,b) = 5 (a+b—|a—10l).

Indication : discuter selon que a < b ou a = b.

2) Soient (un)ns0 €t (vn)nso deux suites réelles convergentes. Pour tout n € N, on
pose :
M, = max (up,v,) et m, = min(u,,v,).
Montrer que les suites (M, ),>0 et (my,),>0 convergent et préciser la limite de
chacune d’elles en fonction de celle des suites (uy,)n>0 €t (Vn)n>o0-

Exercice 69
Considérons la fonction f définie sur |0, + oo par f(z) = Inz, et posons u, 1 =

f(un).

1) Déterminer ug € ]0, +oo[ pour que u; soit bien défini et us ne soit pas bien défini.
2) Déterminer ug € |0, 4+ oo[ pour que uy, uy soient bien définis et ug ne soit pas bien
défini.

3) Soit N € N*. Déterminer ug € ]0, 4+ o0o[ pour que uy, us, ..., uy soient bien définis
et uy1 ne soit pas bien défini.

Exercice 70

Soit (u,) la suite définie par ug €10, 1] et par la relation de récurrence :

U, u?

Upi1 = > Z"
1) Montrer que : ¥n € N, u, > 0.
2) Montrer que : Vn € N, u, < 1.
3) Montrer que la suite (u,,) est monotone. En déduire que cette suite est convergente.

4) Déterminer la limite de la suite (u,).

Exercice 71

On considére la suite donnée par ug = 11/4 et par la relation de récurrence :

5 7
Un+1 :§+ Un—Z

1) Montrer que la suite (u,,) est bien définie.
2) Montrer que si (u,) converge alors sa limite est nécessairement égale a 4.

)
)
3) Montrer que la suite (u,) est majorée par 4.
4) Montrer que u, > 5/2 pour tout n > 0.

)

5) Montrer que (u,,) est croissante. Conclure.






CHAPITRE 3

LIMITES DES FONCTIONS DE LA VARIABLE
REELLE

3.1. Définition de la limite et propriétés
3.1.1. Généralités. —

Définition 3.1 (Limite finie en un point). — Soit / une partie de R non vide.
Soit a un point adhérent & I. Soit f : I — R. On dit que £ € R est limite de f en a
lorsque :

Ve>0,dn>0,Vz e R, (x €la—n,a+nN] = |f(x) = <e).
Cette définition s’adapte au cas ou a = +oc.

Proposition 3.2. — Sil1,ly € R sont limites de f en a, alors {1 = ly. Ce nombre
commun, noté im,_,, f(z) est appelé la limite de f en a.

Démonstration. — Nous faisons un raisonnement par I’absurde. Supposons qu’on ait
a la fois lim,_,, f(z) = {1 et lim,_,, f(x) = €y avec {1 # (s, disons {1 < {5. Posons
3h = ly — 1 > 0 et considérons les intervalles J; = [—h + {1, {1 + h] centré sur /; et
Jy = [=h + {3, s + h] centré sur {5, dont 'intersection J; N Jy est vide.

3h

—h'—i-£1 gvl ﬁl—lh—h'—i-@ 5'2 ﬁgji-h
Jl <]2

Par la définition d’une limite, f(x) appartient & J; et a J, dés que la distance |z —al
entre x et a est assez petite. C’est absurde puisque J; N Jy est vide. Donc ¢ = £

nécessairement. O
Ezemple 3.3. — Montrer que R 3 z — 22 € R admet une limite en tout point de
R.

Exemple 3.4. — On considére la fonction partie entiére R 5 =z — E(z) € R.

L’entier relatif F(z) est le plus grand entier inférieur ou égal a x. En quels points la
fonction E admet-elle une limite ?

Si f n’admet pas de limite en a, on dit qu’elle est divergente en a.

Ezemple 3.5. — On considere la fonction f : R\ {1} 5 z — -L;. Montrer qu'il
existe un point en lequel f n’a pas de limite.

Définition 3.6 ( Limites a droite). — On suppose que a est un point adhérent
a droite de I. On dit que ¢ € R est limite a droite de f en a lorsque :

Ve>0,dn>0,VzeR,(x € [a,a+nN] = |f(z) = <€) .
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y = f(x)

segment |y — (| < ¢
centré sur /¢

—
segment |z —al <7
assez petit

FIGURE 1. Limite lim,_,, f(x) = £p : pour tout segment | |y — ¢| < € | centré

sur ¢ on peut trouver un segment |r —a| <7 centré sur a tel que pour

tout x vérifiant |z —a| <n, f(x) vérifie | |f(z) — | < e

Un tel £ est unique; il est appelé la limite a droite de f en a et noté lim, ., f(x).

r=a
On définit de méme la limite & gauche.

Proposition 3.7. — Si f a une limite en a, alors elle admet une limite a droite
et a gauche en a et

lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).

Tr—a Tr—a Tr—a

r=>a rz<a
Démonstration. — C’est une conséquence évidente des définitions. O
Proposition 3.8. — Si f a une limite a droite et a gauche en a et que ces limites

coincident, alors f a une limite en a et

lim f(z) = ilir(ll f(z) = lim f(x).

T—a T—a
r=a r<a
Définition 3.9 (Limite infinie en un point). — Soit / C R un intervalle non

réduit a un point, a € I et f une fonction définie sur I sauf peut-étre en a.

On dit que f(x) tend vers +oo, resp. —oo, quand = tend vers a lorsque tout
intervalle de la forme [A, +oo[, resp. | — oo, A], contient toutes les valeurs f(z)
(x € I sauf peut-étre a) dés que la distance |z — a| de x & a est choisie assez petite.
Dans ce cas, on note lim,_,, f(z) = +oo, resp. lim,_,, f(z) = —oo. Cf. Fig.

On définit également la notion de divergence en +oo a droite et a gauche.
Définition 3.10. — On dit que f tend vers +o0o en a lorsque :
VM eR,In>0,Vz e R, (z €la—n,a+nNl = f(z) > M) .

On définit de facon analogue la divergence en —oo.

1
Ezemple 3.11. — 1. On considére la fonction f(r) = —;, définie sur I = R*.
T

Le tableau suivant donne les valeurs de f(x) pour des = de plus en plus proche
(mais différents) de O :

x =] £107° (proche de 0) | #1071 (encore plus proche de 0)
f(x) = 110" (proche de + o0) | 10% (encore plus proche de + oo)
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intervalle

[A, +oo| |f(z)

/ segment

|z —a|l <7

FIGURE 2. Limite lim, ,, f(z) = 400 : pour tout ’intervalle [A, —i—oo[‘

on peut trouver un segment |z —a|<7n tel que pour tout z vérifiant

|z —al <7, f(x) Vériﬁe’f(x) € [A, —1—00[‘.

1
De fait (affirmation) : lim, o — = +oo.
T
1
2. On considére la fonction f(z) = —, définie sur I = R*. Le tableau suivant

donne les valeurs de f(z) pour des > 0 de plus en plus proche de 0 :

(x>0) =] 107° (proche de 0) 1071° (encore plus proche de 0)
f(x) =] 10° (proche de + 0o) | 10'° (encore plus proche de + co)

1
De fait (affirmation) : lim, ,o+ — = +o0.
x

Le tableau suivant donne a présent les valeurs de f(x) pour des z < 0 de plus
en plus proche de O :

(r <0)=] —107° (proche de 0) —10710 (encore plus proche de 0)
f(z) =] —10° (proche de — oo) | —10'Y (encore plus proche de — oo)
1
De fait (affirmation) : lim, ,o- — = —o0.
T
Proposition 3.12. — Si f admet une limite strictement positive (resp. négative)

en a, alors il existe n > 0 tel que, pour tout x €la —n,a + n[NI, f(x) > 0 (resp.
flz) <0).

3.1.2. Caractérisation séquentielle. — On peut caractériser les limites de fonc-
tions & l'aide de suites. C’est ’objet de la proposition suivante.

Proposition 3.13. — Soit f : I — R. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :
i. f admet une limite en a.

ii. Il existe £ € R tel que pour toute suite (up)nen, avec u, € I, pour tout n € N,
avec limu = a, on a lim, ;o f(u,) = L.

Dans ce cas, le { du deuzieme point est la limite de f en a.
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Démonstration. — Supposons que f admet une limite en a et notons la £. Soit
(Un )nen, avec u, € I, pour tout n € N, avec limu = a. Soit ¢ > 0. Il existe n > 0
tel que, pour tout = € I tel que |x —al <, |f(x) — ¢ <e. Il existe N € N tel que,
pour tout n > N, |u,, — a| < 1. Ainsi, pour tout n > N, |f(u,) — ¢| < €.
Réciproquement, supposons que f n’admette pas ¢ (donné par le deuxiéme point)
comme limite en a. Il existe € > 0 tel que pour tout n > 0, il existe x € I\ {a} avec
|z — a| < tel que [f(z) —{| > &. On choisit n = —5 avec n € N et on consideére
zy, € I avec |z, —a| < =5 tel que |f(z,) — {| > . En passant a la limite, on trouve
0 > € > 0. C’est une contradiction. O]

Le lecteur est invité a écrire et démontrer 1’énoncé dans le cas ou f tend vers 400
en a.

Ezemple 3.14. — Montrer que la fonction R\ {0} 3 = — sin (1) € R n’admet
pas de limite en 0.

3.1.3. Propriétés de la limite. —

Proposition 3.15. — Soient f et g deuz fonctions de I vers R. Soit a adhérent a
I. Soit A € R.

i. Si f et g admettent respectivement pour limites s et {y en a, alors f + g admet
une limite en a qui vaut £y + L4, fg admet une limite en a qui vaut (¢l, et \f
admet My comme limite en a.

ii. Si f est bornée et si g tend vers £oo, f + g tend vers £oo.

iii. Si f et g divergent en a vers oo, f+ g diverge en a vers oo et fg diverge en
a vers +o0.

iv. Si f converge en a vers £y > 0 et si g diverge en a vers oo, fg diverge vers
+o0.

v. St f est bornée et si g tend vers 0 en a, alors fg tend vers 0 en a.

vi. i f ne s’annule pas et est convergente en a de limite £y # 0, alors la fonction

% est bien définie pres de a et converge vers %

1

vii. i f ne s’annule pas et diverge en a vers £00, la fonction + converge vers 0 en

!
a.
[ Limite de la somme f+g |
‘ hmx—)a f($) f —+00 —00
lim, ., g(x)
7 e+ v +00 — 00
+00 +00 +00
—00 — —00
H Limate du produit f x g H
_ e @)y S 0l 0<o| 0 | 400 | =00
hmz—)a g(]})
>0 Cx 0| ex 0| 0 |+o0|—00
<0 Cx V| 0xl | 0 |—oc0|+oo
0 0 0 0
—00 —00 +00 —00 | +00
Exemple 3.16. — Montrer que, pour tout n € N, n > 1, la fonction R 3 = —

2" € R tend vers +o0o en +oo.
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Proposition 3.17 (Composition de limites, changement de variable)

Sotent I, J des parties de R non vides. Soient f : I — J et g : J — R.
Soit a point adhérent a I. On suppose que f admet une limite en a. On pose
b=lim, ., f(x). Alors b est un point adhérent a J. De plus, si g admet une limite
en b, alors go f admet une limite en a et lim,_,, g o f(x) = lim,_;, g(x).

Proposition 3.18. — Soient deux fonctions f,g définies sur I a valeurs dans R
telles que :

Veel flz)<g(x).
On suppose que a est adhérent a I, éventuellement a = +oo. Si f et g convergent
en a vers Uy et {y respectivement, on a :

0 <,

Théoréme 3.19 (Théoréme d’encadrement, souvent dit « des gen-
darmes »)

Soient f,g,h : I — R trois fonctions définies sur un intervalle I C R et
a,beR oua,b=toc0. Alors :

g(x) < f(z) < h(zx) pour tout x € 1
— lim f(x) =b.
lim, ,, g(x) = lim, ,, h(z) =0 ea
Ezemple 3.20. — On peut montrer a I'aide de considérations géométriques que,
pour tout x €]0, 5[,
cos T sinx

x
5 < 5 L tanzx.
On en déduit que .
. sinz
lim =1,
z—0t X
et par imparité de sin sur
. sinzx
lim =1.
z—0

On dispose d’une notion d’asymptote.

Définition 3.21. — Soit a € R et f :Ja,+00[— R. On dit que la droite d’équation
y = mx + p est une asymptote au graphe de f en 400 lorsque :

lim (f(x) = (mz+p)) =0.

r—-+00

On définit de méme les asymptotes en —oo.

Y

asymptote obliqie y = mz + p

courbe y = f(z)

A :
/

FiGure 3. Courbe représentative d’une fonction f et de son asymptote
oblique en +oc.
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Ezxzemple 3.22. — Soit f : R — R définie, pour tout x € R, par : f(z) = izﬂ
Montrer que le graphe de f admet des asymptotes en +oo.

3.2. Quelques limites classiques

3.2.1. Limites des fonctions monotones. — Soit [ un intervalle de R non vide
et non réduit & un point.

Proposition 3.23. — Soit [ une fonction monotone sur I. Alors, f admet en
tout point intérieur de I des limites a droite et a gauche. Elle admet aussi une
limite (éventuellement infinie) a l’extrémité gauche et une limite (éventuellement
infinie) a l'extrémité droite.

Démonstration. — Considérons le cas ol f est croissante et examinons seulement
le cas d’un point intérieur a. Montrons que f admet une limite & gauche en a. On
pose :

A={f(x), =€l et x<a}.

A est une partie non vide et majorée par f(a) (car f est croissante). Notons S la
borne supérieure de A. On a, pour tout x € IN| — 00, al, f(z) < S. Soit € > 0. 1l
existe xg € IN] — 00, a[ tel que f(xg) > S —e. Par monotonie, on en déduit que pour
tout x €|y, al,
52 fx) 2 flzo) 25 —¢.

On a donc montré que f admet une imite & gauche en a et elle vaut S.

On montre de la méme facon que f admet une limite a droite en considérant une
borne inférieure. O

3.2.2. Quelques exemples. —

Proposition 3.24. — Pour tout entier naturel non nul n € N* :

1. limy o 2™ = 400.

2. lim,_, o x™ = 400 sin est pair, lim,_,_ . " = —00 si n est impair.
3. limy 1 oo /T = 400.
Proposition 3.25. — Soit f une fonction polynomiale définie sur R a valeurs dans

R. Alors, si le coefficient dominant de [ est positif,
i. f tend vers +o00 en +o0,
ii. f tend vers +00 en —oo si le degré de f est pair,
iii. f tend vers —oo en —oo si le degré de f est impair.
Proposition 3.26. — Soit f et g des fonctions polynomiales définies sur R a

valeurs dans R. On suppose que g ne s’annule pas et on pose h = 5. On note ay et
ay les coefficients dominants de f et g. Alors les assertions suivantes sont vraies.

i. Sideg(f) < deg(g), alors h tend vers 0 en +oo.
ii. Si deg(f) > deg(g) et ara, > 0, alors h tend vers +00 en +00.

iii. Sideg(f) > deg(g), aray > 0 et deg(g) —deg(f) est pair, alors h tend vers 4+o00
en —oo.

iv. Si deg(f) > deg(g), ara, > 0 et deg(g) — deg(f) est impair, alors h tend vers
—00 en —oo.

Proposition 3.27. — On a : lim,_, . In(x) = 400 et lim, ,oIn(z) = —oo.
De plus, lim,_, o e® =0 et lim,_, o ¥ = 400 .
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Démonstration. — La fonction In posséde une limite finie ou infinie en +oo car elle
est croissante. Montrons que f n’est majorée. Soit n € N. On a In(2") = nln(2).
Comme 2 > 1, 0on aln(2) > 0 et donc f n’est pas majorée. Comme elle est croissante,
on en déduit qu’elle tend vers 4+o0co. L’autre limite se déduit aisément. O

Les limites suivantes doivent étre connues. Nous établirons certaines d’entre elles
dans le chapitre sur la dérivabilité.

Proposition 3.28 (Exponentielle, logarithme népérien et puissances)

6])

Jm 2" =0, lim T =+too, lm —==+oo (neN).
1 1
lim zln(z) =0, lim y/zIn(z) =0, lim n(z) =0, lim n(z) =0.
r—0t z—0t r—+o0o0 I T—+00 \/E

3.3. Exercices

Exercice 72

Calculer les limites en +oo des fonctions suivantes, par factorisation du terme

dominant.
202 —3x+1 -z V222 -32+1

2+1 7 x+37 x

z3 — 82% + 10,

Exercice 73

Calculer les limites en x = 1 des fonctions suivantes, par factorisation et simplifi-

cation.
22 —4xr +3 224+ —2

r—1 7 22244xr—6"

Exercice 74
Soit f(x) = L3242,

x2—4
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Calculer les limites de f en —oo, 400, —2 et 2.

Exercice 75
Calculer les limites suivantes en utilisant 1’expression conjuguée :
x Vvor+4—3
lim ———, im;, lim vz —2—+z—3.
=0\/x +4—-2 2=l r—1 T—+00

Exercice 76

1

Calculer les limites lim, o+ v/z(e* + In(x)), lim, o xfﬁ% et lim, oo 770

Exercice 77

Calculer les limites suivantes par changement de variable :

1- lim,_,o+ “’”2%@_10. Poser y =2 — .
222 -10
2- lim,_,o+ W%- Poser y = %
—x
1
3- lim, 1o Sin (;2111) Poser y = xx;——l— T
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Exercice 78
r? — 3z — 3y/7 cos(x)

Soit f:x € [0, +o0[— f(z) = 3z + 2

d’une asymptote oblique en +o0.

. On veut montrer ’existence

1- Montrer que lim,_, cos@) _ ),

£ %

(z

—

1

3

2- Montrer que lim,

—_
—_

3- Montrer que lim,_,,, f(z) —

|

1
3
4- Conclure.

Exercice 79
Soit f(z) = Va2 + 2z.
1- Déterminer le domaine de définition de f.
2- Montrer que lim,_,, @ =1.
3- Montrer que lim, o f(z) — 2z = 1.

4- En déduire ’équation d’une asymptote oblique & la courbe représentative de f
en +oo.
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CONTINUITE

4.1. Définitions et propriétés
4.1.1. Généralités. — Soit [ une partie de R non vide et a € I. Soit f: I — R.

Définition 4.1. — On dit que f est continue en a si f admet une limite ¢ en a.
Plus précisément, cela signifie que :
Ve>0,In>0,Ve eR,(z €la—n,a+nNl = |f(z) — | <e) .
On note que, nécessairement, ¢ = f(a).
Exemple 4.2. — Montrer que R 3 z — 2% € R est continue en 1.

Ezxzemple 4.3. — Montrer que si f est continue en a, alors |f| est aussi.

Définition 4.4. — On dit que f est continue a droite (resp. & gauche) en a si f
admet une limite & droite (resp. a gauche) en a. Cette limite vaut f(a).

Proposition 4.5. — [ est continue en a si et seulement si f est continue a droite
et a gauche en a.

Ezemple 4.6. — On définit sur R la fonction f par f(z) =1siz > 0et f(x) =0
si x < 0. Montrer que f n’est pas continue en 0. Montrer qu’elle admet une limite a
droite et a gauche en 0.

Proposition 4.7. — Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions sur I
a valeurs dans R et continues en a est une fonction continue est a.

Définition 4.8. — On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point
de I. L’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans R est noté C(I,R).
Toute combinaison linéaire et tout produit de fonctions continues sur I a valeurs
dans R est une fonction continue.

Exzemple 4.9. — Montrer que, pour tout n € N, n > 1, la fonction R 3 z — 2" €
R est continue.

Ezxemple 4.10. — Montrer que les fonctions polynomiales sont continues.

Proposition 4.11. — Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

Démonstration. — Montrons-le seulement pour le sinus. On rappelle que
iii% su;x _1,

En particulier (voir par exemple Proposition , lim,_,¢sinz = 0 = sin(0). Ainsi,
sin est continue en 0. Soit a € R. On doit examiner, pour h € R,

sin(a 4+ h) —sina.
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Or, on a
sin(a + h) = sinacos h + sin hcos a,

donc
sin(a + h) — sina = sina(cosh — 1) 4+ cosasinh .
Or, on a, en conséquence de la formule de duplication (pour cos(h + h))
cosh =1 — 2sin*(h/2),
et ainsi :
sin(a + h) — sina = —2sinasin®(h/2) + cosasinh .
En utilisant que lim,,_,osinu = 0, il vient

lim sin(a 4+ h) — sina = 0.
h—0

4.1.2. Prolongement par continuité. —

Proposition 4.12. — Soit I une partie de R non vide et a un point adhérent a
I n’appartenant pas a I. Soit f : I — R. On suppose que [ admet une limite £ en
a. On définit f sur I U{a} par f(z) = f(z) pour x € I et f(a) = (. Alors f est
continue en a. La fonction f est appelée prolongement par continuité de f en a.
Ezxemple 4.13. — Soit

g : R — R

sin x Si T 7& O
T z .
1 sinon

Montrer que g est continue sur R.

4.1.3. Opérations sur les fonctions continues. —

Proposition 4.14. — Soient f, g et h trois fonctions de I vers R et A € R. Si f
et g sont continues en a, alors f + g, fg et A\g sont continues en a. Si f(a) # 0,
alors il existe n > 0 tel que pour tout x €la — n,a + n[NI, f(x) # 0 et la fonction

la—n,a+nNl>z— ﬁ € R est continue en a.

Proposition 4.15. — Soient I, J des parties de R non vides. Soient f : I — J et

g:J —R. Soitae€l. On suppose que f est continue en a. On pose b= f(a). Si g
est continue en b, alors g o f est continue en a.

4.2. Valeurs intermédiaires et théoréme du maximum
4.2.1. Valeurs intermédiaires. —

Théoréme 4.16 ( Valeurs intermédiaires). — Soit I un intervalle et f : I — R
une fonction continue. Alors f(I) est un intervalle.

Démonstration. — Soient ¢,d € f(I) avec ¢ < d. On écrit ¢ = f(a) et d = f(b).
Supposons que a < b. Soit y € [c,d]. Montrons qu’il existe xy € [a,b] tel que
y = f(xp). On pose :

A={x€la,b]: f(z) <y}.
A est non vide car a € A et A est majorée. Soit xy la borne supérieure de A. On a
xg € [a,b]. Montrons que f(zg) < y. Soit n > 0. Il existe a, € A tel que

To— — <, < 2o -
0 1+n\ n X 40

On en déduit que (a,)nen converge vers zg. On a alors f(a,) < y et donc f(zg) < v.
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I1 faut montrer que f(zg) = y. Si zg = b, il n’y a rien a faire. Sinon on a xy < b et
il existe N € N tel que pour n > N, xo—l—%ﬂ € la,b) C 1. On a f(:c0+n+_1) > .
En passant a la limite, on en déduit que f(xq) > v.

Par conséquent, f(xg) = y.

On traite le cas b < a de fagon analogue en faisant intervenir une borne inférieure.
On en déduit que f(I) est un intervalle.

[l
Y
x
F1GURE 1. Courbe représentative d’une fonction continue f sur [a,b]. On
a f([a,b]) = [c,d] et tout |yp € [¢,d] | admet au moins un antécédent (deux
sur la figure, )
e
a T b
f(b)
FIGURE 2. Courbe représentative d’une fonction continue f sur [a,b]. On
a f(a)f(b) < 0, donc f s’annule au moins une fois sur ]a, b[, en dans
notre cas.
4.2.2. Théoréme du maximum. —
Théoréeme 4.17 (Théoréme du maximum). — Soit a,b € R tels que a < b et

I =la,b]. Si f est continue sur I, alors f est bornée et atteint ses bornes. De plus,
f(I) = [min f(z), max f(z)] .
Démonstration. — En vertu du Théoréme on a:
Jinf f(x),sup f(z)[C f(I).
z€l zel
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Il s’agit juste de montrer que f admet un maximum et un minimum sur /. Montrons
par exemple qu’elle a un maximum (pour le minimum on utilise la fonction continue
—f). Montrons que sup; f < +o00. Si ce n’est pas le cas, il existe une suite (z,)nen
d’éléments de I telle que (f(z,)) tend vers +o0. Par le Théoréme [2.97] il existe une
application strictement croissante ¢ : N — N telle que = o ¢ converge vers a. Le
lecteur peut facilement vérifier que f o x o ¢ tend encore +o00. Mais, par continuité
de f elle converge aussi vers f(a). Clest contradictoire. On a donc montré que
sup; f < 4+00. On montre que le supremum est atteint par un argument similaire,
en considérant une suite d’éléments de [ telle que (f(x,)) tend vers sup; f. O

4.3. Réciproque des fonctions continues et strictement monotones

4.3.1. Fonctions continues et strictement monotones. —

Lemme 4.18. — Soit I un intervalle non vide de R ouvert. Soit J CR et f: 1 —
J. Supposons que f est continue et bijective. Alors J est un intervalle ouvert et f est
strictement monotone. De plus, f=' est strictement monotone de méme monotonie

que f.

Démonstration. — Comme [ est subjective, on a f(I) = J et J est donc un inter-
valle. Montrons que f est monotone. Pour cela on raisonne par ’absurde. On suppose
que f n’est pas monotone. Il existe, par exemple, x < y < z trois éléments de [ tels
que f(z) < f(y) et f(z) < f(y). Soit b €] f(z), f(y)]. Par le théoréme des valeurs in-
térmédiaires, il existe a € [x,y] tel que b = f(a). Onaa # x et a # y d'ot a €]z, y|.
De méme il existe a’ €ly, z[ tel que f(a’) = b. Ainsi, pour a # d', f(a) = f(da’) et
f n’est pas injective. On a donc montré que f est monotone. L’injectivité implique
alors la stricte monotonie.

Montrons que J est ouvert. Supposons sans perte de généralité que f est stricte-
ment croissante. Supposons que .J est majoré et notons b son extrémité supérieure.
Sibe J,ilexiste a € I tel que b= f(a). I étant un intervalle ouvert, il existe n > 0
tel que Ja —n,a +n[C 1. Soit a’ €]a,a + n[. On a f(a’) > f(a) = b. Cela contredit
la définition de b. Ainsi b n’est pas dans I. On raisonne de méme avec 'extrémité
inférieure. m

Proposition 4.19. — Soit I un intervalle non vide de R ouvert. Soit J C R et
f:I— J. Supposons que f est continue et bijective. Alors f~1: J — I est continue.

Démonstration. — On applique le Lemme [£.18] J est un intervalle ouvert et on peut
supposer que f est strictement croissante (et f~!' aussi). Soit b € J et € > 0. On
écrit b = f(a) avec a € I. 1l existe g9 €]0,¢[ tel que [a — gg,a + €9 C I. On a,
par le théoréme des valeurs intermédiaires, [f(a — ), f(a + €9)] C J. On a aussi
fla—g¢) <b< f(a+eg). Alors, pour tout y €]f(a — &g), f(a+&o)[, on a :

a—e<a—g< Ty <ate <ate.

La conclusion s’ensuit aisément. O

Théoréeme 4.20 (Théoréme de la bijection continue)
Soit I =]a,b] un intervalle de R ouvert (a € RU{—o00} et b € RU {+0o0}).
Soit f: I — R, continue et strictement croissante. Alors, on a

£1) =) Jim_ f(@), Tim f(@)=e.d]

et f:1— f(I) =lec,d] est une bijection. De plus, =1 est continue et strictement
croissante. La limite de f~! en c, resp. d, est a, resp. b.
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Démonstration. — Traitons le cas ot les limites sont finies. Soit xg € I et ¢ > 0. 1l
existe n > 0 tel que xg < b—n et pour tout z €]b—n,b[NI, f(x) < lim, ;- f(z)+e.
en particulier, on a f(xg) < lim, - f(x) 4+ € pour tout € > 0. Ainsi, f(zg) <
lim, - f(x). On traite autre extrémité de la méme fagon. On a donc

fI) ¢} lim f(z), lim f(z)].

Soit yg €] lim,_ o+ f(x),lim,_ ;- f(2)[. En utilisant la définition des limites, il existe
x1, Ty € I tel que f(x1) < yo < f(22). On en déduit, par le théoréme des valeurs
intermédiaires, que yo € f(I). O

4.3.2. Une application fondamentale : les fonctions puissances. — Pour
n € N, on considére la fonction p, :]0,+o0c[> x — z™ €]0,+oc[. On pose, par
convention, ¥ = 1.

Définition 4.21. — Pour n € Navecn > 1 et z > 0, on pose 27" = —=. On
continue de noter p,, la fonction puissance correspondante.

Proposition 4.22. — Soit ny,ne € Z. On G : Pnyny = Py © Pny = Pny © Pny -
Proposition 4.23. — Soit n € Z avec n # 0. Alors la fonction p, :)0,+o0[> x —

™ €]0, +o0[ est continue, strictement monotone et bijective. On note, pour x > 0,

zw = p-l(z) et on pose pi(x) =z,

Proposition 4.24. — Soient ny,ny € Z non nuls. On a

pL_ =piopi=piLopi.
ni n ny ny

nin2z

1\P 1
Proposition 4.25. — Soit x > 0 et n,p € Z avec n # 0. Alors <x5> = (2P)" et,

(pour d’autres entiers n,p), on a :

() =)

. b
Cette valeur commune est notée xn.

st 2=
n

ST

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que ([Ep)% est 'antécédent de 2P par p,. On

caleule donc ()] = ()" = ()] =

Pour la deuxiéme partie de I’énoncé, on commence par écrire

<x%>ﬁ _ (xﬁ)% 7

puis, de méme,
1

(ORI

et la conclusion s’ensuit. O

I
—
—~

8
™
SN—
3
—_
3=
|
—
8
3
h
| I
3
I
8
S

Définition 4.26. — Pour ¢ € QQ, on définit
Dq 10, +00[2 x +— 27 €]0, +o0].

Proposition 4.27. — Pour ¢ € Q et ¢ > 0 (resp. ¢ < 0), la fonction p, est
strictement croissante (resp. décroissante), continue et bijective.
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4.4. Exercices

Exercice 80

Soit une fonction continue f sur [—3, 2] dont le tableau de variation est le suivant :

r | =3 —2 1 2
5) 1
() /! NS
-2 0
1- Déterminer les images par f des intervalles [—2; 1], [-2, 2], [-3, 1].

2- Combien de solutions a I'équation f(z) = 0 et I'équation f(z) =27

Exercice 81

Soit f et g deux fonctions de R dans R continues en a. Soit les applications
min(f,g) et max(f,g) qui a tout réel x associe le minimum entre f(z) et g(x)
(respectivement le maximum). Montrer que ces fonctions sont continues. On pourra
montrer que min(z,y) = 3 (z +y — |z —y|).
Exercice 82

Etudier la continuité sur R de la fonction f(z) = [z], avec [z] représentant la
partie entiére de x.

Exercice 83
Soit P(z) = 62° — 82% — 3z + 4 défini sur R.

1- Calculer les images de -1; 0; 1 et 2 par P. Démontrer que le polynéme admet au
moins 3 racines.

1
2- Déterminer un intervalle d’amplitude 3 pour chacune d’elles.

Exercice 84

Soit f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que f(0) = g(1) = 0 et
f(1) = ¢g(0) = 1. Montrer que pour tout réel A > 0, il existe z, € [0,1] tel que
f(@a) = Ag(an).
Exercice 85

Soit la fonction f(z) = z® + z'°.
1- Montrer que f est strictement croissante pour x > 0.
2- Soit 1’équation

2'® + 2! = 544
a- Montrer qu’elle posséde une seule solution réelle positive.
b- Déterminer un intervalle d’amplitude 1 pour cette solution.

c- Déterminer cette racine (indication : utiliser la substitution ¢t = z? ; en résulte
une équation par rapport a t; chercher sa racine qui est un nombre naturel en
utilisant la factorisation de 544).

Exercice 86

Existence d'une solution
1- Soit la fonction f(x) = cos(2x) —x. Montrer que cette fonction s’annule sur [0, 1].

2- Soit I’équation 2zv/z2 + 1 = = + 1. Montrer 'existence d’une solution sur [0, 1].
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3- Soit I’équation 2 cosx = x.

(a) Montrer que les solutions, si elles existent, appartiennent a l'intervalle
[—2,2].

(b) Montrer I'existence d’au moins une solution.






CHAPITRE 5

DERIVABILITE

5.1. Définition et interprétation
5.1.1. Définition. —

Définition 5.1. — On dit que [ est dérivable en a lorsqu’il existe ¢ € R tel que :
GECRFPAY

V5>0,E|77>0,‘v’x€]R,<x€]a—n,a+n[ﬂ[\{a}———> -

Un tel £ est unique et on le note f’(a) et on 'appelle dérivée de f en a.

Comme pour la continuité, on définit la dérivabilité a droite et & gauche en un
point.

tangente )
X sécante

FiGURE 1. Courbe représentative ¥ d’une fonction dérivable f en a. La
tangente & € au point (a, f(a)) est obtenue comme limite des sécantes
passant par les point (a, f(a) et (z, f(x)) quand = — a.

Ezxemple 5.2. — Pour tout n € N, la fonction R 3 x — 2" € R est dérivable en
tout point de R.

Ezemple 5.3. — La fonction R\ {0} > z + x~! € R est dérivable en tout point
de R\ {0}.

Ezxzemple 5.4. — La fonction [0,400[3 x — /2 € R est dérivable en tout point
de 0, 400[, mais pas en 0.

Proposition 5.5. — Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.
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Définition 5.6. — Si a est intérieur a I et si f est dérivable en a, on appelle
tangente au graphe de f en (a, f(a)) la droite d’équation

y=fla)+ f(a)(z —a).
Si a est Pextrémité gauche (resp. droite) de I, on dit dans ce cas que la demi-droite
d’équation y = f(a)+ f'(a)(x —a), x > a (resp. x < a) est la demi-tangente a droite
(resp. gauche) au graphe de f en (a, f(a)).

Définition 5.7. — On suppose que a n’est pas 'extrémité droite de I. On dit que
f est dérivable a droite en a lorsqu’il existe £ € R tel que :

f@) = fla) _ 4 <.

r —a

V5>O,EI77>O,VIER($ €la,a+nNl =

Un tel ¢ est unique et on le note f)(a) et on 'appelle dérivée de f a droite en a.
La demi-droite d’équation y = f(a) + fi(a)(x — a), v > a (resp. x < a) est, par
définition, la demi-tangente & droite au graphe de f en (a, f(a)).

On définit la dérivabilité a gauche en a d’une fagon analogue.

Définition 5.8. — On dit que [ est dérivable sur [ si f est dérivable en tout point
de I. L’ensemble des fonctions dérivables sur I est noté D(I) C C(I). Si D'(f) est
'ensemble des points de I ot est f est dérivable, la fonction D'(f) 3 z — f'(z) € R
est appelée fonction dérivée de f.

Définition 5.9. — On dit que f est continuement dérivable sur I quand f est
dérivable en tout point de I et quand sa dérivée f’ est continue sur I. On note C*(I)
I’ensemble des fonctions continuement dérivables sur I. Plus généralement, on note
C*(I) I'ensemble des fonctions k-fois dérivables sur I & dérivées continues sur 1. On
note C*°(I) I'ensenble des fonctions indéfiniment dérivables sur /.

5.1.2. Propriétés. —

Proposition 5.10. — Les assertions suivantes sont vraies.
i. Si f est dérivable en a, alors f est dérivable a droite et a gauche en a

ii. i f est dérivable a droite et a gauche en a et que fi(a) = f;(a), alors f est
dérivable en a.

Dans ce cas, on a f'(a) = fi(a) = f;(a).

Proposition 5.11. — Soient f,g: I — R et A € R. Si f et g sont dérivables en
a, alors f+ g, fg et A\f sont dérivables en a, de dérivée respectives f'(a) + ¢'(a),

f'(a)g(a) + f(a)g'(a) et Af'(a).

Proposition 5.12. — Soient I et J deux intervalles non vides de R. Soit f : I — J
et g - J — R. On suppose que f est dérivable en a et que g est dérivable en f(a).

Alors go f est dérivable en a et (go f)(a) = ¢ (f(a))f'(a).
Démonstration. — Soit £ €]0,1[. On pose b = f(a). Il existe n €]0, [ tel que, pour
tout y €]Jb —n,b+n[NJ, y # b, on a
9(y) — 9(b)
y—>b
ou encore, pour tout y €]b —n, b+ n[NJ,
9(y) = 9(b) —g'(b)(y = b)| < ely — 0],

_g/(b) < €,
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On a aussi I'existence de " €]0, e[ tel que |’ f'(a)| < Z et pour tout z €]a—7', a+1'|

et r#a
f(l’) — f<a> / n
EEETIEREAL D)
En particulier, on a :
@) = F(@)] < Sz —al +|f(@)lle —al < 3+ =7

On en déduit que :
l9(f(2)) — g(f(a)) = ¢'(f(a))(f(z) = f(a))| <elf(z) — fla)l,
On en tire :
l9(f(2)) = 9(f(a)) = ¢'(f(a))(f(z) — f(a))]| < e(|f"(a)[|z — a] + %Ix —al).
De plus, on a
19'(f(a))(f(z) — f(a)) — ¢'(f(a)) f'(a)(z — a)| < |g'(f(a))|lz — a!g :

On en déduit, par I'inégalité triangulaire, que :

1
9(£e) - (@) = /7D (@)~ )] < el —al (I @]+ 5 + 1o @)
et la conclusion s’ensuit par des manipulations élémentaires. O

En combinant la dérivée de la fonction inverse et la proposition précédente, on
obtient la proposition suivante.

Proposition 5.13. — Soit f : I — R dérivable en a et telle que f(a) # 0. Soit
n > 0 tel que, pour tout x €la —n,a +n[NI, f(z) # 0. On pose

1
Vo €la —n,a+n[NI, g(z) = )
Alors, g est dérivable en a et ¢'(a) = —]’:EC(S%

En utilisant la dérivée du produit et de l'inverse, on en déduit la dérivée d’un
quotient.

Proposition 5.14. — Soit f : I — R dérivable en a et telle que f(a) # 0. Soit

n > 0 tel que, pour tout x €la —n,a + n[NI, f(z) # 0. Soit g : I — R une fonction

dérivable en a. Alors, £ est dérivable en a, de dérivée

f
0\ @) - fa)g' o
<f>(> Fay |

Proposition 5.15. — Soit I un intervalle non vide et a un point intérieur a I.
On suppose que a est un mazimum (resp. minimum) local de f, c’est a dire que :

> 0,Ve cla—n,a+nl, f(z) < fla) (resp. f(z) > f(a)),

et que f est dérivable en a. Alors, on a f'(a) = 0.

Démonstration. — Pour x >a et x € I, on a :
x)— fla
@0 - 1@ _
r—a

En passant & la limite (a droite), il vient f'(a) < 0. Par ailleurs, pour z < a et x € I,

e f(z) - f(a)

T —a

20,



80 CHAPITRE 5. DERIVABILITE

et donc, par passage a la limite (a gauche), f'(a) > 0. O]

FIGURE 2. Courbe représentative d’une fonction f dérivable sur [a,b]. Le
maximum de f est f(b) tandis que f(z1) est un maximum local ou f'(z1) =
0. Le minimum de f est f(z2) ou f'(z2) =0.

Une application immédiate de la notion de dérivabilité est le calcul de limites. En
voici un exemple.

Proposition 5.16 (Régle de I’Hopital). — Soient f et g deux fonctions sur
la,b] dérivables en c € [a,b] telles que ¢'(c) # 0. Alors,
. /
@) - S0 _ o)

we g(z) —gle)  g(c)

5.2. Dérivées de quelques fonctions usuelles

Proposition 5.17. — La fonction In :]0, +oo[— R est dérivable sur R et, pour

tout x €0, +oo|, In'(z) = % Si f est une fonction dérivable et strictement positive

sur un intervalle ouvert I non vide, alors In f est dérivable sur I et de dérivée fTI

Ezxzemple 5.18. — Donner un domaine de définition pour la fonction z +— In(x +
22 4+ 1) et étudier sa dérivabilite.

Proposition 5.19. — La fonction exponentielle exp : R — R est dérivable sur R

et exp’ = exp.

Démonstration. — Nous allons le montrer en admettant que exp est dérivable en 0
de dérivée 1 et en admettant que, pour tout z,y € R, exp satisfait exp(z + y) =
exp(x) exp(y). Soit a € R. On écrit, pour x # a,

expr — expa (exp(a:—a) -1 )
————————— —expa =expa —exp(a) | .
r—a r—a
Le membre de droite tend vers 0 quand x tend vers a. Ainsi, par définition, exp est
dérivable en a et exp’(a) = exp(a). O
Proposition 5.20. — Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R et

cos’ = —sin, sin’ = cos .
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Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve de la proposition [4.11] et remar-
quer que
sin(a + h) —sina  h |

B Smasin2(h/2) N Cosasmh
h 2 (h/2)? h’

et d’utiliser que lim, ;o ** = 1 pour en déduire que sin est dérivable en a et

sin’(a) = cosa. O

Proposition 5.21. — Soit f : I — R une fonction définie dérivable sur l’intervalle
I C R. Alors

L[ =nf ot ne N
[cos(f)]/:—f’sin(f),
) [sin(f)}/:f’cos (f),

4.osif>0, [VF] = 2{/7,

Lo o

. [ef]/:f’ef,

6. si f>0, [ln (f)], = fTI (appelée la « dérivée logarithmique de f »).
Fonction Dérivée Ensemble
f(z) = A ( constante) | f'(x) =0 R
f(z) =2a™(n € N¥) f'(z) =nz"1 |R
f@)=mneN) | f(z)=—3x |R
flz) =z f'@) =55 0, +00]
f(x) = cos(x) f'(x) = —sin(z) | R
f(z) = sin(x) f'(x) =cos(z) |R
flz) =e" f'(x) =e" R
f(x) = In(z) fll@) =+ 0, +o00]

5.3. Accroissements finis et applications

5.3.1. Théoréme de Rolle. —

Théoréeme 5.22 ( Théoréme de Rolle). — Soient a,b € R tel que a < b. Soit
f :[a,b] = R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur]a,bl. On suppose que

fla) = f(b). Alors, il eziste ¢ €]a,b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. — Par le théoréme du maximum, f admet un maximum et un mi-
nimum. Si ces extrema sont tous les deux atteints en a et b, alors f est constante
et la conclusion s’ensuit. Sinon, soit ¢ un extremum atteint dans |a, b[. On a, par la

Proposition [5.15] f'(c) = 0. O

5.3.2. Théoréme des accroissements finis. —

Théoréeme 5.23 ( Théoréme des accroissements finis)
Soient a,b € R tel que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et

dérivable sur]a,b[. Alors, il existe ¢ €]a,b] tel que f'(c) = %
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F1cURE 3. Courbe représentative 4 d’une fonction dérivable f telle que
f(a) = f(b). Selon le théoréeme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] (ici ¢; et ¢2) tel
que f'(¢) = 0, ce qui correspond & un point ou la tangente a € est
horizontale.

Démonstration. — On applique le théoréme de Rolle a la fonction définie par :

vrelot], o) = @)~ 0O )

FI1GURE 4. Courbe représentative ¥ d’une fonction dérivable f. Selon le
théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €|a, b[ tel que la tangente a ¢
au point d’abscisse ¢ est paralléle & la sécante passant par les points de &
d’abscisses a et b.

5.3.3. Applications : monotonie, prolongement dérivable. —

Définition 5.24. — Soit A C Ret f: A — R. Soit K > 0. On dit que [ est
K-lipschitzienne lorsque

Ve,ye A, |f(z) = fy)l < K|z —yl.
Exzemple 5.25. — Montrer que R > z + a|z| + b € R est lipschitzienne sur R.
Ezxzemple 5.26. — Montrer que [0, +oo[> x — /x € R n’est pas lipschitzienne.

Proposition 5.27. — Soit A C R et f: A — R une fonction K-lipschitzienne.
Alors f est continue sur A.

Proposition 5.28. — Soit I un intervalle non vide, non réduit a un point. Soit
f I — R dérwable sur I. On suppose qu’il existe K > 0 tel que, pour tout x € I,
|f'(z)| < K. Alors f est K-lipschitzienne.

Exzemple 5.29. — Montrer que [1,+00[> x — /x € R est lipschitzienne.
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Corollaire 5.30. — Soit I un intervalle non vide, non réduit a un point. Soit
f I — R dérivable sur I et de dérivée nulle. Alors f est constante.

Exemple 5.31. — On cherche les fonctions u deux fois dérivables sur R telles que
v +u=0.

Premiére méthode : On sait que sin et cos sont deux solutions & ce probléme.
On pose

v(0) = u(0)sinf +u'(f) cosh, w(f) =u(f)cosd —u'(f)sinf.
En dérivant, on trouve
V'(0) =0, w'(f)=0.
Ainsi, il existe a,b € R tels que pour tout 6 € R,
v@)=0b, w@) =a.
Ainsi, en résolvant un systéme linéaire, on a
u = acos+bsin .

Seconde méthode : Soit u une solution. On pose u(0) = a et «'(0) = b. Pour tout
0 € R, on pose

d(0) = (u(f) — (acosf + bsin6))? + (v'(0) — (—asinf + bcosh))?.
On observe alors que d' = 0 et, puisque d(0) =0, on a d = 0.

Proposition 5.32. — Soit I un intervalle non vide, non réduit a un point. Soit
f 1 — R dérivable sur I croissante (resp. décroissante). Alors la dérivée de f est
positive (resp. négative) sur I.

Proposition 5.33. — Soit I un intervalle non vide, non réduit a un point. Soit
f 1 — R dérivable sur I et de dérivée positive (resp. strictement positive). Alors f
est croissante (resp. strictement croissante).

Ezemple 5.34. — On considére la fonction [ : I =0, +oo[— —= +In (-4;).

.Z’-‘rl( 3 z+1
z+1l)—x
Cette fonction est dérivable sur I, de dérivée : f'(x) = (xji)g + “;*%2 = I(I}rl)Q.
On voit que f'(z) > 0 pour tout z € I, donc f est strictement croissante sur I.
Par ailleurs, lim, o+ f(z) = —oco tandis que lim,_, o, f(z) = 0. Le tableau suivant
synthétise le signe de la dérivée et les variations de la fonction f :
x 0 +00
signe de f'(x) +
0
f(z) /
—00
On en déduit que f(z) < 0 pour tout = €]0, +o0.
Exemple 5.35. — Donner un exemple de fonction strictement croissante sur R et
dérivable sur R dont la dérivée s’annule en au moins un point.
Exemple 5.36. — Montrer que |0,7] 3 z — 2% € R est décroissante sur ]0, 7).

Exemple 5.37. — Montrer que | — 7, 7[2 z +— tanx € R est dérivable. En déduire
que, pour tout x € [0, 3 [, tanz > x.

Ezxzemple 5.38. — Montrer que, pour tout x € [0, g],

a:3<, . 3 2P
l'—g\Slnﬂf\.fE—g—i—a.
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Proposition 5.39 (Prolongement dérivable). — Soit f : [a,b[— R une fonc-
tion dérivable sur la,bl. On suppose que f admet une limite { en b et que la f’
possede également une lzmzte ¢ en b. Alors le prolongement par continuité f (au
sens de la Proposmon de f en b est une fonction dérivable en b et f’( )y =1

Démonstration. — Notons f le prolongement par continuité de f en b. Montrons
que f est dérivable en b. Soit £ > 0. Il existe n > 0 tel que b —n > a et pour tout
x €]b—n,b[, |f(z) — | <e. Soit x €]b—n,b|. Par le théoréme des accroissements
finis, il existe ¢, €]a, b tel que :

TR 2O e = fen).

On a alors |f'(c;) — ¢'| < ¢ et la conclusion s’ensuit aisément. O

Exemple 5.40. — Montrer que la fonction de ’Exemple est dérivable sur R.
Calculer la dérivée en tout point. On pourra utiliser I’Exercice [5.38| pour appliquer
le théoréme du prolongement dérivable en 0.

Proposition 5.41 (Théoréme de Darboux). — Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b], dérivable sur la,b]. Alors f' :|a,b|— R wvérifie la propriété des
valeurs intermédiaires, c’est a dire : si c1,co € f'(Ja,b]), alors [c1, 2] C f'(Ja,b]).

5.4. Dérivabilité des fonctions réciproques

Proposition 5.42. — Soit I =|a,b| un intervalle de R ouvert (a € RU{—oo} et
b e RU{+o0}). Soit f: 1 — R, dérivable sur I et telle que f' > 0 sur I. Alors
f(I) = J est un intervalle ouvert, f est strictement croissante et f=' : J — I est

dériwable sur J et, pour tout y € J, (f_l)/(y) = f’(f—ll(y))'

Démonstration. — La fonction f est strictement croissante. On rappelle la Propo-
sition relative a la continuité de la réciproque. Soit b € J. Il existe un unique
a € I tel que b = f(a). Soit € > 0. Il existe n € (0, f’(a)) tel que, pour tout
x E]a—n>a+77[(c I)?

() = fla) = (z — a)f'(a)| < €|z —a].

On sait que f~! est continue en b. Il existe donc 1’ > 0 tel que, pour tout y €
Jb—n'b+7'[(C J),

[F7Hy) = f7H ) <,

si bien que :
ly—b— ([T y) — O @) <elfy) - ) <en<efa).
Il reste a diviser par f’(a) et la conclusion s’ensuit. O

Ezemple 5.43. — La fonction f : x €]0, +oo[—~ f(z) = 2? est dérivable sur [ =

10, +o0] et pour tout « € I, f'(x) = 2x > 0. La fonction f est donc une bijection de

I =]0, 400 sur J = Jlim, o+ f(x),lim, o f(z)] =]0, +o0]. La bijection réciproque

ftryeJw f~Hy) = /y est dérivable sur J et pour tout y € J, (f~1)(y) =
1 1 1

) = 2 OV =T ) = v done () = 52
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5.5. Etudes de quelques fonctions usuelles

Les exemples qui suivent pourront étre traités en exercices.

5.5.1. Les fonctions du second degré. — Soit f : R — R une fonction du
second degré définie par :

Yz eR, f(z)=a2®+bx+c,
avec (a,b,c) € R3 et a # 0. Supposons que a > 0.

Proposition 5.44. — [ est une fonction dérivable sur R (et donc continue sur
R), strictement décroissante sur] — oo, [ et strictement croissante sur [— 2=, 400l.

. R . . 2
Son unique minimum est atteint en —% et il vaut ¢ — 4%.

5.5.2. Les fonctions logarithme et exponentielle. — On rappelle que le lo-
garithme népérien est défini par :

Ve >0 ln(x):/ ldu.
LU

Nous montrerons plus tard que, comme |0, +00[> u — % € R est continue, In est
bien définie et dérivable sur ]0, 00| et de dérivée In'(x) = <, pour tout = > 0. La
fonction In est donc strictement croissante sur 0, 4o00]. Elle est aussi continue car
dérivable. On observe que In(1) = 0.

Proposition 5.45. — Pour tout x,y > 0, on a : In(zy) = In(x) + In(y).

Démonstration. — Soit y > 0 et, pour x > 0, f,(z) = In(xy). Par composition, f,
est dérivable sur |0, +-00[ et f}(x) = 1 = In'(z). Il : s’ensuite que f, —In est constante
sur l'intervalle |0, 4o00[. Pour tout y > 0, il existe donc ¢, € R tel que pour tout
x>0, In(zy) = In(z) 4 ¢,. La fonction ¢(-) = In(z-) — In(-) est dérivable sur ]0, +o0|
de dérivée ' (y) = % si bien qu’il existe une constante a telle que, pour tout y > 0,
c(y) =In(y) +a. On a a=¢(1) = 0. O

La fonction In :]0, +oo[— R, étant continue et strictement croissante (de limite
—oo en 0 et +00 en 400, par la Proposition, elle est une bijection. Sa bijection
réciproque est exp : R —]0, +oo[. Elle est dérivable par la Proposition et sa
dérivée vaut, pour tout y € R, exp’(y) = m = exp(y). La fonction exp est
strictement croissante et lim, , . exp = 0 et lim,_, ,, exp(z) = +oc.
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exp(1.5) e

1.5 =In(e'®) ¢

FiGure 5. Courbes représentatives des fonctions exp et In.

Proposition 5.46. — On a, pour tout x,y € R, exp(x + y) = exp(z) exp(y).
Démonstration. — C’est une conséquence de la Proposition [5.45 O

Proposition 5.47. — Si f : R — R est dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 1 et
satisfait, pour tout z,y € R, f(x +y) = f(x)f(y), alors f = exp.

Démonstration. — 11 est facile de voir que f(0)* = £(0) et que si f(0) = 0, alors f
est identiquement nulle. On a donc f(0) = 1. Par la preuve de la Proposition m,
on obtient que f est dérivable sur R et que f' = f. Si on pose, pour tout = € R,
g(x) = f(z)exp(—z), on en déduit facilement que ¢’'(x) = 0 pour tout x € R. g est

donc constante égale a g(0) = 1. O
Lemme 5.48. — On alim,_oxInz = 0.

Démonstration. — On définit, pour z > 0, f(z) = zlnz. On a, pour tout x > 0,
f'(x) =Inx + 1. Sur | — oo, e[, la dérivée est strictement négative et donc f y est

strictement décroissante ; f posséde donc une limite finie ou —oo en 0. Pour n € N,
on pose u, = 27" (u tend vers 0 par valeurs supérieures). Par la caractérisation
séquentielle de la limite, on sait que (f(u,)) tend vers la limite de f en 0. Or, on a,
f(u,) = —n27"1In2. Il est aisé de montrer que cette suite tend vers 0 quand n tend
vers +00. ]

Définition 5.49. — Pour a,x > 0, on pose : 2% = exp(aIn(z)).

Proposition 5.50. — On a, pour tout a > 0 : lim,_, ., x% % = 0.
Démonstration. — Par définition, on a

20T — g—vtalnz _ oz(—1-az” 'zt
On conclut grace au Lemme [5.48 et une composition de limites. O
Proposition 5.51. — Soit a > 0 et f :]0,+00[> x — x* €]0,+00|. f est stricte-

ment croissante et dérivable de dérivée f'(x) = ax® 1 .

Démonstration. — C’est une conséquence de la Proposition [5.1 O
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Proposition 5.52. — On a, pour tout a > 0 : lim,_,oz*In(z) = 0.

Proposition 5.53. — Soit a > 0, a # 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. la fonction x € R — a” est dérivable sur R, de dérivée (a®) = In(a)a®. Elle est
strictement monotone, de sens donné par le signe de In(a) :

T ‘ —00 400
variations de a* too
quand a > 1 /

0
x \ —00 +00

variations de a® o0
quand 0 < a <1 \ 0
2. la fonction x € R — a® est une bijection de R sur |0, +o0[ ;
3. Vr,y € R, a*¥ = a* x a¥;
4.a=1;
5. Vx € R, In(a”) = z1In(a) ;
6. Vx e R, a™" = a%;
7. pour tout réel b > 0, Vx € R, (ab)® = a® x b".
8. Y,y € R, (a)¥ = a™.
5

5.5.3. Les fonctions sinus et cosinus hyperboliques. — On définit, pour x €
R,
cosh(z) = %, sinh(x) = %

La proposition suivante se déduit aisément des propriétés de I'exponentielle.

Proposition 5.54. — La fonction cosh est paire et la fonction sinh est impaire.
FElles sont toutes deux dérivables sur R de dérivées cosh’ = sinh et sinh’ = cosh.
La fonction sinh est strictement croissante sur R et la fonction cosh est strictement
croissante sur 0, +o0[. On a

lim cosh(z) =+o00, lim sinh(z) = +o0.
z—+o0 r—=+00
Définition 5.55. — On définit argcosh comme la fonction réciproque de cosh :

[0, +00[— [1, +o0[ et argsinh la bijection récriproque de sinh.
Proposition 5.56. — On a :
Vo > 1,argecosh(z) = In(z + Va2 — 1),

et

Vz € R, argsinh(z) = In(z + Va2 +1).
De plus, pour x > 1, argcosh’(z) = I;_l et pour x € R, argsinh’(z) = x;+1‘
Démonstration. — Examinons le cas de argsinh. Soit y € R. Cherchons z € R tel

que y = sinh(z). On sait déja qu’un tel = est unique. On a donc :

Cela est équivalent a :
e — 2" —1=0.



88 CHAPITRE 5. DERIVABILITE

On pose X = e* et on veut résoudre :
X?-2yX —-1=0.

Le discriminant est A = 4(y* + 1) > 0. La seule racine positive est :

Xi=y+v1+y2

La conclusion s’ensuit de maniére élémentaire. On traite de méme argcosh. O]
5.5.4. Les fonctions sinus et cosinus. — On a déja vu que les fonctions sin et
cos sont définies sur R, dérivables sur R, de période 27 et que cos’ = — sin, sin’ = cos.

On rappelle aussi ’Exemple [10.26]

Proposition 5.57. — La fonction sin : [—g, g] — [—1,1] est une bijection stric-
tement croissante. Sa bijection réciproque est notée arcsin et elle est dérivable sur
| = 1,1] de dérivée :

1
s !
Ve €] —1,1], arcsin'(x) Vi
Démonstration. — On sait déja que la fonction sin est dérivable sur R et que sin’ =
cos. Il s’agit de montrer que cos ne s’annule pas sur | — 7, 7[; cela peut étre montré
en considérant 1'Exemple Par continuité et du fait que cos(0) > 0, on en
déduit que cos > 0 sur | — 7, Z[. Le reste de la preuve est une conséquence de la
Proposition [5.42] O

La proposition suivante s’établit d'une facon analogue.

Proposition 5.58. — La fonction cos : [0,7] — [—1,1] est une bijection stricte-
ment décroissante. Sa bijection réciproque est notée arccos et elle est dérivable sur
| = 1,1[ de dérivée :

1

V1—a22

Vo €] —1,1[, arccos'(z) = —

5.5.5. La fonction tangente. —

Proposition 5.59. — La fonction tan : }—g,% — R est une bijection strictement
croissante et dérivable, dont la dérivée vaut tan'(x) = 1 + tan®(z) pour tout x €

}—5, 5 [ Sa bijection réciproque est notée arctan : R — }—5, 5[, elle est dérivable
1

sur R et, pour tout x € R, arctan’(z) = 177

Démonstration. — 1l s’agit de dériver un quotient et de dériver une bijection réci-
proque. ]

5.6. Exercices

Exercice 87

1- Montrer que la fonction f(x) = 23 est dérivable en tout réel zq et que f'(xq) =
3z2. On pourra montrer que a® — b* = (a — b)(a® + ab + b?).
2- Montrer que la fonction f(x) = /z est dérivable en tout réel o > 0 et que
f'(20) = =——=. On pourra penser & utiliser I'expression conjuguée de v/a — v/b.
2\ /L
3- Montrer que la fonction f(z) = /x est continue en 0 mais non dérivable.

4- Calculer I'équation de la tangente (T3) a la courbe d’équation y = 2° — 2% — x au

point d’abscisse x = 2. Calculer a afin que la tangente (7,) au point = = a soit
parallele a (75).
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5- Montrer que si une fonction f est paire et dérivable, alors f’ est une fonction
impaire.

Exercice 88
Les fonctions suivantes prolongées par continuité en 0 sont-elles dérivables en 0 et
le cas échéant deux fois dérivable en 07
1
. f(x) =xsin— si x#0 et f(0)=0,
x

2

1
2. g(z)=a*sin— si z#0 et g(0)=0.
T

Exercice 89
Calculer les dérivées des fonctions suivantes (on pourra donner le domaine de
deérivabilité) :
1- z +— x%” et z > 2%(1 + 1)°
2- x— (227 + /r + 1)e” et x — In|z|

1 sin x
3- x> e et x — (Cos 29T

2
4- xHﬁetxHx”flmx

5- len(%) et z— xlnz

6- v Va2 +let o (22° +Va2+1+1)2
7- x— In(z® — 1) et © — *
8 x — tan(x/2) et z — tan®(z/2)

Exercice 90
On définit la fonction f par :

1—
f(a;):ﬂ pour z >0 et f(0)=0.
T

1- Calculer la limite de f en +oo.

2- Calculer la limite de f en 0.

3- Montrer que la fonction f est continue en 0.

4- Montrer que la fonction f est continue sur [0; +oo.
5- Montrer que f est dérivable en 0.

6- Montrer que la fonction f est dérivable sur [0;+o00].

7- La fonction f’ est-elle continue sur [0; +oo[?

Exercice 91

Etudier la fonction f(z) = x° — 5z + 1 définie sur R. En déduire que I'équation
2% — 5x + 1 = 0 admet trois solutions réelles distinctes.

Exercice 92
sin 2z T —sinw
Calculer les limites suivantes quand = tend vers 0 : a. b. c.
x x

cosx — 1
72
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Exercice 93
3 2

Soit f(x) = % + % — 22 + 2. Etudier la fonction f. Tracer son graphe. Montrer

que f admet un minimum local et un maximum local.

Exercice 94

Déterminer les extremums de f(z) = z* — 23 + 1 sur [—1, 1] puis sur R.

Exercice 95

On se place dans le plan muni du repére canonique (0,7,?). On considére
A = (0,a) et B = (c,—b), avec a, b, ¢ strictement positifs. Un probléme physique
trés ancien est de savoir quel trajet un rayon lumineux partant de A et arrivant
en B en traversant un interface y = 0 entre deux milieux homogénes. On considére
aussi deux réels n; > 1 et ny > 1 qui représentent les indices de réfraction des deux
milieux.

Notons M = (z,0) (avec € [0,c]) un point de l'interface ou le rayon passe
possiblement d’un milieu & 'autre.

Le principe de Fermat, concernant la propagation des rayons lumineux, nous dit
que le point M doit rendre minimale la quantité

C(M)=n1AM + nyBM .
1- Exprimer C(M) en fonction de z. On notera C(M) = f(z).
2- Justifier que f est dérivable sur [0, ¢|. Calculer la dérivée de f. Que valent f'(0)
et f'(c)?
3- Déterminer le minimum z, sur le segment [0, ¢] de f. On note My = (zo,0).
4- Ori)note iy € [0,7/2] angle entre T et ]\/[—01)4. On note iy € [0, 7/2] 'angle entre
— 1 et W. Etablir que
N1 8N4, = NgSiniy .

Cette relation est appelée loi de Snell-Descartes.

Exercice 96

En premiére approximation la Terre et Mars décrivent des trajectoires circulaires
autour du Soleil.

On note ar la distance entre la Terre et le Soleil, et aj; la distance entre Mars et
le Soleil. Mars fait un tour autour du Soleil en 687 jours.

La position de la Terre est déterminée, dans un repére orthonormé centré sur le
Soleil, par les deux coordonnées suivantes :

xp(t) = apcos(t/Pr), yr(t) =arsin(t/Pr).
De méme, pour Mars,
xa(t) = aprcos(t/Par),  yu(t) = arrsin(t/Pyy) .

A D'instant ¢, la distance entre la Terre et Mars est donnée par la fonction

d(t) = /(2 (t) — 27(t))? + (yae(t) = yz(t))?.
Déterminer les minimas de d.
Le 30 mai 2016, la distance entre la Terre et Mars était minimale. Donner ap-
proximativement trois dates (au mois prés) ou cette distance a été ou sera & nouveau
minimale.

Exercice 97
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1. Soit f(x) = y/x. Appliquer le théoréme des accroissements finis sur I'intervalle

1 1
(100, 101]. En déduire ’encadrement 10 + 73 < V101 < 10 + 20"

2. Soit f(z) = e*. Que donne 'inégalité des accroissements finis sur [0, x| ?

Exercice 98
Dans I'application du théoréme des accroissements finis a la fonction
f(z) = ax® + Bz +
sur l'intervalle [a, b] préciser le nombre “¢” de |a, b[. Donner une interprétation géo-

métrique.

Exercice 99
Montrer & ’aide du théoréme des accroissements finis que :

1- ¢* > 1 + x pour tout réel x.
2- Inx < x — 1 pour tout réel x > 0.

3- |sinz| < z pour tout réel z.

x
4- Montrer que pour tout réel positif x, on a v/1+x <1+ 5

Exercice 100

1- La fonction R \ {0} > 2 + In|z| € R est-elle dérivable sur son domaine de
définition ?

2- On considére I'expression

1
—1In
2

Montrer qu’elle permet de définir une application f (dont on précisera le domaine
de départ et le domaine d’arrivée).

x+1
r—1

3- Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée.

Exercice 101
On pose D =R\ {%} Soit f: D — R la fonction définie par
2x
T 3r—1

Vee D, f(x)

1- Déterminer f(D).
2- La fonction f est-elle injective ?

3- On considére g : D 5 x — f(z) € f(D). Expliquer pourquoi g est bijective et
expliciter sa réciproque.

4- Esquisser les graphes de g et ¢! sur un méme dessin.

Exercice 102
On pose I =] — 3, +o0| et on considére [ > z +— f(z) =5 — 122 — 22% € R.

1- Montrer que f est strictement décroissante et réalise une bijection sur son image
(bijection qu’on appellera encore f). Donner la bijection réciproque.

2- Esquisser le graphe de f et le graphe de son inverse sur un méme dessin.
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Exercice 103
On considére les fonctions définies sur R et a valeurs dans R par :
et —e™” e’ +e "

Ve e R sinh(z) = — cosh(z) = 5

1- a- Etablir que, pour tout (a,b) € R?,
cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b) .
b- Montrer que, pour tout z € R, cosh? z — sinh? z = 1.

2- a- Montrer que sinh : R — R est une bijection et donner ’expression explicite de
sa bijection réciproque, notée argsh.

b- Calculer la dérivée de argsh.
c- La fonction cosh : R — R est-elle surjective, injective ?

d- On considére maintenant cosh : [0, +oo[— [1,+oo[. Montrer que la fonction
est bien définie et qu’il s’agit d’une bijection dont on calculera la réciproque,
notée argch.

e- Calculer la dérivée de argch.

Exercice 104
Trouver des exemples numériques pour montrer qu’en général

arcsin(z)
arctan(w) m .

Exercice 105

Simplifier les expressions suivantes :
1- sin(arcsin(x)), pour z € R,

2- arcsin(sin(x)), pour z € [—-5, 3],

4

5- cos(arcsin(z)),
)

(z)) 2
3- arcsin(sin(z)), pour x € [, 37],
(z))

arcsin(sin(z)), pour = € [3%,55],

6- sin(arctan(z)).

Exercice 106

Donner le domaine ou les fonctions suivantes sont définies et dérivables et déter-
miner la dérivée sur ce domaine :

(a) fi(z) = ln(iw) + arcsin(z?); (b) arctan (%) . (c) arccos(2z® —1).

Exercice 107
Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,, de R dans R par :

Ve eR, fu(z)=2"+nr—1.

1- a- Montrer que
Vne N, 3Jlu, eR, fu(u,) =0.

b- Montrer que : Vn € N*, u,, € [0, 1].
2- a- Calculer f,1(u,) en fonction de w,.

b- En déduire la monotonie de la suite (u,,).
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3- a- Montrer que la suite (u,) est convergente et que sa limite ¢ appartient a [0, 1].

b- Montrer, en raisonnant par 1’absurde, que ¢ = 0.

Exercice 108
On définit la fonction f :]0, +00[—]0, +o00| par f(z) = zexp(z), pour tout = > 0.
1- Montrer que, pour tout n € N\ {0}, il existe un unique w,, €]0,+oo[ tel que

fluy) =n.

2- Etudier la monotonie et la convergence de la suite (u,).






CHAPITRE 6

INTEGRATION

Soit I = [a, b] avec a < b.

6.1. Intégrale des fonctions en escalier

Définition 6.1. — On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est en escalier s’il
existe une subdivision de [a,b], sp = a < $1 < ... < s, = b telle que, pour tout
i € {0,...,n — 1}, f est constante sur |s;, s;+1[. On dit dans ce cas que s est une

subdivision adaptée a f.
On observera qu’une telle subdivision n’est pas unique.
Exemple 6.2. — Toute fonction constante est en escalier.

Définition 6.3. — Si s = (S;);=0,..n est une subdivision de [a,b] et ¢ € [a,b], on
note s U {c} la subdivision s si ¢ = s pour un certain k. Sinon, on note k l'unique
entier tel que ¢ €]s, sp41] et s U {c} désigne la subdivision s’ définie par s} = s;
pour j < k sj,, =cet si =s;1 pour j > k+ 1. On définit alors par récurrence la

réunion de deux subdivisions sUs" et ona s Us=sU5s".

Proposition 6.4. — La réunion d’une subdivision adaptée a une fonction en es-
calier f avec une subdivision quelconque est encore adpatée a f.

Démonstration. — La preuve se fait par récurrence. Il suffit de voir que ’ajout d’un
point & une subdivision adaptée en fait une subdivision adpatée. O

Proposition 6.5. — Soient f, g : [a,b] — R en escalier et A € R, alors f + \g est
en escalier.

Définition 6.6. — Soit une fonction f : [a,b] — R en escalier et s une subdivision
adaptée a f. On pose :
e

I(f,8) =) (sis1—s0)f (#) :
=0

Proposition 6.7. — Soit une fonction f : [a,b] — R en escalier. Si s et s’ sont
deux subdivisions adaptées a f, on a I(f,s) = I(f,s"). Cette valeur commune est
appelée intégrale de [ sur |a,b] et est notée fabf(x)dx ou encore f;f

Démonstration. — On note §” = sU §'. C’est encore une subdivision adaptée. Il
suffit de montrer que, pour ¢ € [a,b], I(f,s) = I(f,sU{c}). 1l s’ensuivra alors par
récurrence que I(f,s) = I(f,s") et, comme s” = s'Us, on a aussi I(f,s") = I(f,s").

O

Exemple 6.8. — Si f est constante égale a ¢, alors fab f=cb—a).
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Proposition 6.9. — Soient f,g : [a,b] — R en escalier et A € R, alors fab(f +
N)= [ F+ N[ g Sif<g onallf<[g.

Démonstration. — 11 suffit de considérer une subdivision adpatée simultanément a
f et g, en prenant la réunion d’une subdivision adaptée a f et d’une subdivision
adaptée a g. O]

Proposition 6.10. — Soient f : [a,b] — R en escalier et ¢ € [a,b]. On a : f;f =
facf + fcb f

6.2. Intégrale des fonctions continues
Nous savons maintenant calculer I'intégrale des fonctions en escaliers. Expliquons

comment en déduire une définition de I'intégrale d’une fonction continue.

6.2.1. Définition de l’intégrale. — Les fonctions continues sont approchables
uniformément par les fonctions en escalier.

Proposition 6.11. — Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors, pour tout
e > 0, il existe deuz fonctions en escalier sur [a,b], notées Ey et Fs, telle que

Va € [a,b], Ei(z) < f(x) < Ey(z) ¢,
et

Vr € [a,b], Es(z) — e < f(z) < Ex(x).
Définition 6.12. — Soit f une fonction continue sur [a, b]. On pose

b b
L(f) = sup /E (= mf [ B

E escalier Eescalier |
E< E>f

S

Ces quantités sont finies en vertu du fait que f est bornée et atteint ses bornes sur

[a,b]. On a :
1(/) < (b— o) max f(z), T_(f)>(b—a) min f(z).

z€[a,b] z€[a,b]
Proposition 6.13. — Si f est en escalier, on a I .(f) =1_(f) = fabf
Proposition 6.14. — Soit f, g continues sur |a,b]. Si f < g, I.(f) < I.(9).

Proposition 6.15. — Soit f une fonction continue sur [a,b]. On a I (f) = I1_(f).
Cette valeur commune est appelée intégrale de f sur [a,b] et est encore notée fabf

Démonstration. — Soit ¢ > 0 et considérons les fonctions E; et Fy définies en
Proposition [6.11] On obtient facilement que, pour tout = € [a, bl

|Eq(z) — Eq(x)| < 2¢.
Ensuite, on a : I_(f) < fab Eyet I (f) > ff E;. On en tire alors que

L(f) >/ By —2e(b—a) > I(f) — 2(b—a).

Cela étant vrai pour tout € > 0, on en déduit que I, (f) = I_(f).
Par ailleurs, on a I_(f) > f; Ey et I.(f) < fab E,. On déduit de méme que

IL(f) < I_(f). -
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1le 4271
Unité d’aire ——

tr .
oy

FIGURE 1. L’aire grisée «7] est « sous la courbe y = fi(x) », elle est de
mesure fab fi(z)dx > 0. L’aire grisée o est « au dessus de la courbe y =
fa(x) », elle est de mesure — fcd fo(x)dx > 0.

6.2.2. Propriétés. —

Proposition 6.16 (Linéarité de l’intégrale). — Soient f, g : [a,b] — R conti-
nues et A € R, alors on a :

L%ﬁ+m%i[7+A£Z-

Proposition 6.17 (Croissance de l'intégrale). — Soit f, g continues sur |a, b|

telles que f < g. Alors on a
b b
/ < / g-

Proposition 6.18 (Relation de Chasles). — Soient f : [a,b] — R continue et

¢ €la,b]. On a:
/abf=/a6f+/cbf.

Proposition 6.19. — Soit [ continue sur [a,b]. On a f:f’ < f; |f].
Démonstration. — Cela provient du fait que —|f| < f < |f]. O
Proposition 6.20. — Soit f une fonction continue et positive sur |a,b] et d’inté-

grale nulle, alors f est nulle.

Démonstration. — Soit ¢ € [a,b]. Supposons que f(c) > 0. Comme f est continue
en ¢, il existe n > 0 tel que, pour tout x € [a —n,a+n]Nla,b], f(x) >0.Or, on a:

b min(a+n,b)
L/f> f= min f(z) >0,

max(a,a—n) z€[max(a,a—n),min(a+n,b)]

car f est continue sur le segment [max(a,a —n), min(a +n,b)| et elle y atteint donc
son minimum qui est strictement positif. m

Définition 6.21. — Si b < a et f continue sur [b,a] on pose fabf =— [ f. On
vérifie aisément que les propriétés de linéarité, de Chasles sont toujours valables.
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Définition 6.22 (Valeur moyenne). — Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur le segment [a, b] (a < b). On appelle valeur moyenne de f sur [a, b] le nombre

Proposition 6.23 (Inégalité de la moyenne). — Soit f : [a,b] — R une fonc-
tion continue sur le segment [a,b] (a < b). Soit m € R un minorant de f et M € R
un magjorant de f sur [a,b] : pour tout x € [a,b], m < f(z) < M. Alors

1 b
m < b—a/a flx)de < M.
6.3. Primitives
6.3.1. Généralités. —
Proposition 6.24. — Soit f une fonction continue sur [a,b]. Pour x € [a,b], on

pose :
Fla) = / ()t

Alors F est C' sur [a,b] et F'(x) = f(z) pour tout x € [a,b]. En d’autres termes, F
est une primitive de f.

Démonstration. — Soit zo €Ja, b] et £ > 0. f est continue en xy. Il existe donc n > 0
tel que Jzg — n, 2o + n[C [a,b] et, pour tout = €]zg — n, 2o + [, |f(z) — f(xo)| < €.
On a, par la relation de Chasles,

F(z) — F(x) 1 v
Fa=Fa) . 1

T — X9 r — X

[f (&) = f(xo)]dt .

zo

On applique la Proposition [6.19 a 'intégrale du membre de droite et la conclusion
s’ensuit. On traite de méme zy = a, b. n

Corollaire 6.25. — Soit f une fonction dérivable sur|a,b| et de dérivée continue.
Alors, pour tout x,y €]a,b],

/:f’zf@)—f(x)-

6.3.2. Un exemple fondamental : le logarithme népérien. — Un exemple
trés classique est la définition du logarithme népérien comme primitive s’annulant
en 1 de la fonction inverse :

1
Ve >0, ln$::/ —dt.
1t

On a montré que In est dérivable sur ]0, +o00] et, pour tout z > 0, In'(z) = 1.

6.3.3. Primitives usuelles. —
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Proposition 6.26 (Primitives usuelles). — Dans le tableau ci-dessous, u est
une fonction €' et u' est sa dérivée.

f J ft)dt
n+1 H)dt
R f 1)
n—+1
e e’ e’
n €N, u'u"
1 n +1]_ uleu eu
N* —
mER n" cos(x) sin()
Lo 1
n € N7, un T haur u’ cos(u) sin(u)
a € R\ {-1}, z° “j:ll sin(z) —cos(x)
a e R\ {-1}, v'u* ’L;ajll u'sin(u) — cos(u)
1 m =1+ tan®(x) tan(z)
— In |z|
o i = (1 tan(w)) | tan(u)
— In |ul
u
6.4. Calcul d’intégrales
6.4.1. Intégration par parties. —
Proposition 6.27. — Soient f et g deux fonctions C sur [a,b]. Alors, on a :
b b
[ ro=tral- [ 14
Démonstration. — On observe que (fg)' = f'g + fg¢’. On intégre ensuite sur [a, b]
et on applique le Corollaire [6.25] O

Ezxzemple 6.28. — Trouver une primitive de f :]0,+oo[> x — Inz € R.

6.4.2. Changement de variable. —

Proposition 6.29. — Soient a < b et ¢ < d. Soit f continue sur [a,b] et soit
¢ : [e,d] — [a,b] une fonction C' sur [c,d] telle que p(c) = a, p(d) = b. Alors, on
a:

/:ﬂx)dx = /Cdf(w(y))sz?’(y)dy.

Exemple 6.30. — Calculer l'intégrale f_ll v 1 — x2dz. On pourra utiliser le chan-
gement de variables x = cosu.

6.4.3. Formule de Taylor et application. —

Proposition 6.31 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soit f € C"([a,b]). Alors, on a, pour tout k € {0,--- ,n} :

f¥(a)

£0) = F@) + F@)b—a)+ -+ T Do a4 5 [ 000 - vt
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Démonstration. — Elle se fait par récurrence sur k. Pour k = 0, cette formule est

claire car :
b
- [ v

Supposons que la formule est satisfaite au rang 0 < k£ < n. On peut donc écrire :

#) (g
e L

f(b) = f(a) + f(a)b—a) + -+

Comme k+1 < n+1, on f*#*D est de classe C! et on peut ainsi faire une intégration
par parties :

b
/ f(k+1)(t)(b _ t)kdt _ (bk_j)?l f(k+1) } " +1 / f k+2 t)k—i—ldt'

Cela implique :

/ PO e = ) 4 / (b -
. Ck+1 kE+1J, '

Il suffit alors de remplacer dans la formule supposée vraie par récurrence. O

Exemple 6.32. — Soit x € R. On définit la suite u, = >, _, %’T En appliquant la
formule de Taylor a ’exponentielle, montrer que la suite (u,) converge et donner sa
limite.

6.5. Calcul intégral approché

Soit f une fonction suffisamment réguliére sur [a, §]. On va donner quelques mé-

thodes d’approximation de ff f(z)dz. Le cas écheant on donnera une estimation de
I’erreur.
De fagon générale, on se donne une subdivision de [«, /] :

a=aqp<a <--<ap=p.
On note, pour : =0,--- ,k — 1.
hi = aiy1 — ;.
On notera hy,q, = max(h;).

6.5.1. Méthode des rectangles & gauche. — Le principe est d’approcher I'in-
tégrale par :

k-1
Z hif(%‘) .
i=0

Estimons I'erreur. On remarquera que cette méthode est exacte pour les fonctions
constantes.

Proposition 6.33. — On suppose que f est C' sur [a,b]. On a :

8 k—1 M
| fla)da - 2; hif(00)| < (B = @)himas
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Démonstration. — On a :

/f dx—thocz ¥

[ @) - e

Nous pouvons utiliser I’ 1negallte des accroissements finis :

|f(x) = flou| < Moy — x| .

Il vient :
B k—1 k—1 iyl
f(x)dx—Zhif(oz,) < MZ/ (x — a)dx .
o i=0 i=0 V%
Ainsi, nous avons
8 k—1 M k—1
r)dr — hif(og)| < — Qi1 — ;) = — (8 — a)hmaz
af() ; Hlaa)| < 5 Z:o( +1— Q) (B —a)

6.5.2. Méthode des rectangles & droite. — Le principe est d’approcher I'in-
tégrale par :
k—1

Z hif(ai—i-l) :

=0

Ezxemple 6.34. — Calculer 'erreur de la méthode.

6.5.3. Méthode du point milieu. — Le principe est d’approcher I'intégrale par :

k—1
Q; + Q1
o ()

Estimons I'erreur. On remarquera que cette méthode est exacte pour les fonctions
affines.

Proposition 6.35. — On suppose que f est C* sur [a,b]. On a

/ e daz—th e)| < 28— o),
ou My = = max[a o | "]
Démonstration. — On a
B k-1 k—1 Qi1
/ f(z)dz — Z hif(ci) = Z/ (f(x) = f(c;))dx .
@ =0 i=0 Y Qi

Nous utilisons la formule de Taylor & l'ordre 1, au point ¢; :

|f(z) = fc) = fl(c)(x— )| < Malx — Ci|2-

Ainsi, nous écrivons :

Z /al+1 — f(a) = f(e)(x — ¢;))dx

<M Z/ o — cde < 22 (8~ a)h?
X 2i:0 o 7 X 4 .
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Nous remarquoins :

it
/ (x —¢;)dx =0.

A

O

6.5.4. Méthode de Simpson. — Le principe est déja d’approcher f par des arcs
de paraboles. On approche alors I'intégrale par :

Zh( flow) + = f<cz>+ f(az+1))-

Ezxemple 6.36. — Calculer 'erreur de la méthode.

6.6. Exercices

Exercice 109
Calculer les intégrales suivantes :

g 3 2
A= / |cosz|de, B= / |2? — 2 — 2|dx, C:/ max(z? + 2z, 20° + 1)dx
0 -2 -1

Exercice 110

Marcel et Albertine montent dans leur voiture. Ils désirent emprunter la route
qui les ménera de Combray & Balbec. Ils roulent sur cette route pendant une heure.
Albertine s’ennuie profondément avec Marcel et ne trouve rien a lui dire. Pour passer
le temps, elle regarde sa montre et les bornes kilométriques.

Elle estime que, durant le premier quart d’heure, la vitesse moyenne est de 80km /h
et que, durant les trois derniers quarts d’heure, elle est de 84km /h. Elle se dit alors
que la vitesse moyenne devrait étre de 82km/h sur I’ensemble du trajet et en conclut
qu’ils ont parcouru 82km. Que pensez-vous du raisonnement d’Albertine 7 Combien
de kilomeétres ont-ils parcouru?

On pourra considérer la fonction vitesse t — v(t) (supposée continue et positive)
et utiliser que la distance parcourue a l'instant ¢ est

Exercice 111

A Tarrét a l'instant ¢ = 0, une voiture accélére a raison de 2, 7m.s~2 pendant 10
secondes, puis roule & vitesse constante pendant 5 minutes. Au bout de ce temps, elle
freine brusquement, & raison de —9m.s~2, jusqu’a ce qu’elle s’immobilise. Calculer
la vitesse moyenne de la voiture durant le trajet effectué et la distance parcourue.

Exercice 112

Calculer une primitive des fonctions suivantes
1- [E2 —x
2- arctanx
3- e” cos(x)
4- gPe
5 Inzx

6- In’x
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7- x3shz

Exercice 113
Calculer une primitive des fonctions suivantes en les mettant sous la forme ¢’ f'(¢)

2425
2_ 1
(14+z)vz
x
3 1—x4
e.’l)
4- e?r4+1
sin x
D 4—cos? x
6- cos®x

Exercice 114

Calculer une primitive des fonctions suivantes

1
cos T

9. L

chz

Exercice 115

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes et en calculer
une primitive :

1

1- X3-X

9. X2+2X+5
X2-3X+2

3. 2X2+41
(X2-1)?

4. XP
(X2+X+1)2

Exercice 116

Calculer les intégrales suivantes :
1- f1/2 3

2- fo 12— t+1 dt

1 3t243t42
3- f B2 141 dt

Exercice 117
Soit f : R — R une application continue et F' : R — R l'application définie par

= fox f(t) dt

Répondre (en le justifiant) aux affirmations suivantes :
1- F' est continue sur R.

2- F est dérivable sur R de dérivée f.

3- Si f est positive sur R alors F' est positive sur R.

4- Si f est croissante sur R alors F est croissante sur R.
5- Si f est négative sur R alors F' est décroissante sur R.
6- Si f est paire alors F' est impaire.

7- Si f est T-périodique sur R alors F' est T-périodique sur R.
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Exercice 118

1- Montrer que si f : [a,b] — R est Riemann-intégrable, alors

/f dx—/fa+b—x

2- Calculer, en utilisant 1), les intégrales suivantes :

a) /07r _zsinz) dx b) /1I In (1 4+ tan(x)) du.

1 + cos?(z) 0

Exercice 119
Déterminer toutes les fonctions continues f : [a, b] — R telles que :

/f — (b—a) sup f(t).

te€la,b)]

Exercice 120
Soit f : [0,1] — R une application strictement croissante telle que f(0) = 0 et

f1)=1.

Calculer la limite de la suite u,, = fo ) dw.

Exercice 121
On pose [, = fog(sin x)"dx.
1- Calculer I et I;.
2- Montrer que la suite (I,,) converge.
3- Etablir une formule de récurrence entre I,, et I,,_».
4- Montrer que le produit (n + 1)[ I,,11 est constant.

5- Calculer lim,, o0 I, lim,, oo -2 T et lim,, o0 /N1,

6- Calculer I, et I5,,1 sous forme de produit et en déduire une suite de rationnels
convergeant vers .

Exercice 122
Pour tout entier n > 1, on pose

1
In:/ In(1 4 2")da
0

1- Montrer que pour tout > 0, on a 0 <In(1+2z) <=z
2- En déduire 'encadrement 0 < I,, < (n + 1)~!, puis la limite de la suite (7,,).

Exercice 123
Pour tout entier n > 0, on pose

1 1 1 1 (1 —z)me”
Sp=1+—F—+—+-+— et I,=[ ——dn.
20 3l n! /0 n!
1- Calculer Iy et montrer a I'aide d’une intégration par parties que, pour tout n > 0,
1
I, =——+1,.
(n+1)

En déduire que e = s,, 4+ I,, pour tout n > 0.
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2- Aprés avoir étudié les variations de (1 — z)e® sur l'intervalle [0, 1], démontrer
I’encadrement

1
1

0</(1—x)”exdx<—, n>1.
0 n

3- Etablir I'encadrement 0 < e — s,, < (n!n)~!, puis démontrer que lim,_,o s, = e.

4- Démontrer que le nombre e n’est pas rationnel. (Indication : en supposant que
e =p/q avec p,q € N et ¢ # 0, on s’intéressera a la nature du nombre (e — s,)q!
et a sa localisation.)

Exercice 124

On considére deux fonctions dérivables sur R, x; et x5 et de dérivées continues.
Le couple (z1(t), x2(t)) représente les coordonnées, dans le repére canonique du plan
(O, i, j), du point M(t). En Physique, t représente le temps et un probléme clas-
sique est de comprendre comment évolue la position M (t) en fonction de ¢ (en
appliquant des principes physiques idoines). A cette fin, il est parfois commode de
repérer le point M (t) a 'aide de la distance a l'origine donnée, pour tout ¢ € R, par

\/!101 2 4 xo(t
et a l'aide de I’angle 0(t) formé entre i et OM (t). On suppose, pour simplifier, que

My = (1,0).
Le but de cet exercice est de décrire la fonction #. On suppose que r > 0.

Un cas particulier. — Commencons par examiner le cas particulier ou r = 1, c’est-
a-dire, quand, pour tout t € R,

l‘l(t)2 + J]Q(t)Q =1.
i) Montrer que, pour tout t € R,

r1(1)2) (1) + wo(t)5(t) = 0.

ii) On pose, pour tout t € R,

(1) = / (1 (7)2y(7) — 2a(r), (r))dr

Quelle est la dérivée de 67

iii) Montrer que, pour tout ¢ € R,
ry(t) = =0 (D)a2(t),  2y(1) = 0'()2a(1) -
iv) On pose, pour tout ¢t € R,
yi(t) = cos0(t),  yalt) = sinf(t)
et

F(t) = (@1(t) — 51(£)” + (22(t) — 2(1))*.

Calculer la dérivée de f et conclure que, pour tout ¢ € R,

x1(t) = cosO(t), xo(t) =sinf(t).
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Cas général. — Explorons maintenant le cas général. Posons, pour j € {1, 2} et tout

teR, 7;(t) = ff'((tg). On pose, pour tout t € R,

(1) = / (i (7)E(7) — Ea(r), (7))dr

i) Etablir que, pour tout ¢ € R,
x1(t) =r(t)cosO(t), wo(t) =1r(t)sinb(t).

ii) Exprimer la dérivée de r en fonction de xy, x9, ) et xb.
iii) Exprimer les dérivées de Z; avec fonction de z;, 27, r et r'.

iv) Vérifier que, pour tout t € R,

Exercice 125
On définit la fonction f :]0, +oo[— R par f(z) = = + In(z), pour tout = > 0.

1- Montrer que, pour tout n € N\ {0}, il existe un unique x, €]0, 400 tel que
f(z,) = n. Donner la valeur de z;.

2- Etudier la monotonie et la convergence de la suite (z,).

3- Etudier le signe de f(n) —n pour tout entier n > 0. En déduire que x,, < n. Par
une méthode analogue, montrer que n — In(n) < x,.

4- En déduire, si elle existe, la limite de (%)neN\ o)

6.7. Le pont révé des étangs Saint-Nicolas

Sophie, étudiante en physique, habite a Avrillé et a révé qu’on faisait suspendre
un pont de corde au-dessus des étangs Saint-Nicolas pour qu’elle se rende plus vite
a l'université d’Angers. En se réveillant, elle se dit qu’elle connait la distance &
parcourir en ligne droite, et s’interroge sur la longueur a prévoir pour un tel pont.
Elle demande conseil & Emmy, une étudiante en mathématiques.

En regardant le pont de loin, elle se disent qu’il ressemblerait & une corde dans un
plan (quand il n’y a pas de vent!). Elles décident alors de considérer le plan muni
de son repére canonique. Elles considérent A = (a,0) avec a > 0. Elles conviennent
que O désignera I'extrémité du pont de coté d’Avrillé et A celle du coté d’Angers. a
est la distance entre O et A a vol d’oiseau.

6.7.1. Ce que pensait Galilée. — Sophie se souvient que Galilée conjecturait
que cette courbe qui relie O & A est le graphe d’une fonction du second degré (c’est-
a-dire une parabole).

Emmy affirme que, si Galilée a raison, il existe un nombre p tel que, pour tout
z € [0,al,

f(z) = px(z —a).

Expliquer pourquoi.



6.7. LE PONT REVE DES ETANGS SAINT-NICOLAS 107

6.7.2. Quand Newton dit que Galilée a tort. — Sophie se souvient alors que
le principe fondamental de la dynamique formulé par Newton pourrait permettre
de décrire la fonction f. Au terme de quelques lignes de calculs mystérieux, elle
affirme & Emmy que la fonction f est dérivable au moins deux fois et qu’il existe un
nombre A > 0 tel que, pour tout z € [0, al,

(6.7.1) f(z) = A1+ f/(z)?

et que f(0) = f(a) = 0 (puisque le graphe passe par O et A).

Emmy fait alors quelques calculs et affirme que la conjecture de Galilée est in-
compatible avec cette équation.

D’aprés vous, quel cheminement Emmy a-t-elle fait pour arriver a une telle conclu-
sion ?

Sophie est bien désappointée.

6.7.3. Cosinus et sinus hyperboliques. — Emmy suit des cours de mathéma-
tiques et il lui est arrivé de rencontrer les cosinus et sinus hyperboliques. Elle ne leur
a pas vu tout de suite une utilité, mais se souvient avoir trouvé les formules jolies.
Elle se rappelle leurs définitions

et + e " et —e
- = inh - - =
5 sin (x) 5

i) Ces fonctions sont-elles dérivables ? Que valent leurs dérivées ?

Vx € R, cosh(z) =

ii) Montrer que cosh(z)? — sinh(z)? = 1, pour tout x € R.

iii) Montrer que sinh : R — R est une bijection. On note argsinh sa bijection
réciproque.

iv) Montrer que cosh : [0, +00[— [1, +00o[ est une bijection.

v) Soient a,b € R tels que cosh(a) = cosh(b). Expliquer pourquoi a = b ou a = —b.

6.7.4. Quand on devine une solution... — Emmy suggére alors d’introduire
la fonction g = f’ et d’examiner I’équation

(6.7.2) g (x) =A\/(1+g(x)?, Vzel0,aq].
i) Elle pense avoir deviné une fonction g qui pourrait vérifier (6.7.2). Elle devine
qu’il devrait exister un nombre C' tel que, pour tout x € [0, a,

g(x) = sinh(Az + C).
Montrer que cette fonction g vérifie ((6.7.2)).

ii) Emmy suggére alors qu’il existe une autre constante D telle que, pour tout
x € [0,al,

flz) = %cosh(Ax +C)+D.

Qu’est-ce qui lui faire dire ¢a ?

iii) Sophie remarque alors que les conditions f(0) = f(a) = 0 n’ont pas été utilisées.
Elle affirme alors que

A
C=-—, D=—A"1'cosh (;) )
Expliciter son possible raisonnement.

1. Ce nombre est 22, ot g est I'accélération de la pesanteur, p la masse linéique du pont assimilé
& une corde et T la tension horizontale de la corde.
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iv) Sophie considére donc la fonction, définie pour tout x € [0, a], par

1 a Aa
- h<A< ——))— n(22)) .
f(z) A <cos T =3 cosh { —
Montrer que cette fonction vérifie (6.7.1).

v) Sophie se souvient qu’'un professeur de physique avait expliqué comment trouver
la longueur d’une courbe définie par le graphe d’une fonction. Il avait affirmé
que la longueur est donnée par la formule

L:/ V1+ fl(z)?de.
0
En regardant (/6.7.1)), Sophie sourit et écrit sur son brouillon :

2
L = L sinh (A%) .
D’ou sort cette valeur ?

6.7.5. Résolution compléte du probléme. — Emmy et Sophie ont deviné une
solution de . Sophie considére que son probléme est résolu et abandonne
Emmy. Mais Emmy n’est pas vraiment satisfaite. Elles n’ont fait que deviner une
solution de I Elle en est convaincue : deviner n’est pas comprendre.

Elle écrit alors, pour tout = € [0, al,

g@  _,
1+ g(z)?
i) Elle pose

u 1
F(u) = /0 ﬁdv,
et observe que, pour tout x € [0, a,
(Fog)(s)=A.
Justifier.
ii) En utilisant le changement de variable v = sinh(z), Emmy en déduit que
F(u) = argsinh(u) .
Expliquer.

iii) Emmy est enfin satisfaite. Pourquoi ?



CHAPITRE 7

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Dans tout ce chapitre, nous travaillons au voisinage d’un point a (qui sera trés sou-
vent 0 d’ailleurs). Nous utiliserons en permanence des fonctions e(x),e;(x), ..., n(x)
qui sont toutes destinées a tendre vers 0 quand z tend vers le point a autour duquel
nous travaillons. Il ne faudra jamais perdre de vue ceci méme si quelquefois, pour

éviter des lourdeurs d’écriture, nous omettons de réécrire ”lim e(z) = 0”.
Tr—a

7.1. Introduction et définition

Soit. f une fonction dérivable au point a; on sait qu’on peut écrire
f(x) = fla)+ f'(a)(x —a) + (x —a)e(x) avec lim eg(z) = 0.
Tr—a

La droite d’équation y = f(a) + f'(a) (x — a) est la tangente a la courbe représen-
tative de f au point d’abscisse a. Cette courbe “colle” a la courbe, et c’est celle qui
approche le mieux la courbe au voisinage de a.

La fonction polynéme P(z) = f(a) 4+ f'(a) (r — a) donne une approximation de f
au voisinage de a puisque la différence f(z) — P(x), égale a (xr — a) e(z) tend plus
vite vers 0 que x — a lorsque x tend vers a.

Lorsque f est dérivable en a, on sait donc approcher f au voisinage de a par une
fonction polynéme de degré inférieur ou égal & 1. Pour obtenir de meilleures ap-
proximations, on va tout naturellement chercher & approcher f par des polynomes
de degré plus élevé.

Dans ce chapitre, nous donnons les moyens d’écrire une fonction comme somme d’un
polynome et d’une quantité “négligeable”. C’est la notion de développement limité.

Définition 7.1. — On dit qu'une fonction f est négligeable devant une fonction g
quand z tend vers a s’il existe une fonction h définie sur un intervalle Ja — a,a +
al (a > 0), sauf peut-étre en a, telle que

Ve €la—a,a+af, f(xr) = g(z)h(x) avec limh(x)=0.

r—a

On note alors f = 04(g) (lire : f est un petit o de g au voisinage de a). C’est ce
qu’on appelle la notation de Landau.

Ezemple 7.2. — 23 = op(2?) puique 23 = 2? x = avec liH(l)l’ = 0.
z—
Remarque 7.3. — 1. Si g(x) # 0 sur Ja — «a, a + «f (sauf peut-étre en a), alors
f = o049 <= lim @) = 0.

223 g(x)

2. Lorsqu’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira simplement f = o(g) au lieu

de f = 0a<g)'
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Dans un premier temps, nous ne considérerons que des développemnts limités au
voisinage de 0; nous étudierons le cas général plus tard.

Définition 7.4. — Soit f une fonction définie sur un intervalle | —«, o[ (sauf éven-
tuellement en 0) et soit n un entier naturel. On dit que f admet un développement
limité a 'ordre n en 0 s’il existe des réels ag,ay, ...,a, et une fonction € définie
dans | — a, a (sauf peut-étre en 0) tels que

Ve el —a,a], f(x) =a+ax+...+a,2" +2"e(x) avec lin%s(a:)zo.
z—

Le polynoéme ag + a1x + ... + a,x" est appelé partie réguliere d’ordre n du dévelop-
pement limité ; tandis que le terme x™ e(x) est le reste du développement limité.

La partie réguliére d’ordre n d’un développement limité en 0 de f est également
appelée le polynome de Taylor de degré n en 0 de f.

Remarque 7.5. — Par définition, le développement limité ci-dessus peut donc
s’écrire aussi

f(x) = ap+ a1z + ...+ az" + o(z").
Cette notation est d’usage plus pratique mais il faut bien comprendre que o(z™)
désigne une fonction de la forme 2™ e(x) ot () est une fonction de limite nulle en
x=0.

7.2. Propriétés immédiates des développements limités

Proposition 7.6. — Soit f une fonction admettant un développement limité
d’ordre n en 0 donné par f(x) == ag+ a1z + ...+ a,z" + 2™ e(x). Alors,

1. f est continue en 0 et on a f(0) = aop.

2. f est dérivable en 0 si, et seulement sin > 1 et dans ce cas, on a f'(0) = a;.
Démonstration. —

Remarque 7.7 (1.) — Par définition de la continuité en 0, il existe une fonction
e(x) telle que f(x) = f(0) + e(x) ou e(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. Cela
montre bien que f admet un développement limité d’ordre 0 & I'origine.
Si f est dérivable en 0, cela signifie que 'on peut écrire f(z) = f(0)+xf'(0)+z e(z)
ot () tend vers 0 quand = tend vers 0. Cela signifie que f admet un développement
limité a 'ordre 1 en 0.
Réciproquement, si f admet un développement limité & un ordre n > 1 en 0, alors
ap = f(0) et (f(x)—f(0))/xz admet une limite quand z tend vers 0 et cette derniére
est égale a ay ; ceci signifie précisément que la fonction f est dérivable en 0 et que
f'(0) = a.

O

Remarque 7.8. — On verra plus loin que si f est n fois dérivable au voisinage
de 0, alors elle admet un développement limité a ’ordre n en 0. Mais la réciproque
est fausse dés que n > 2. Par exemple, f(z) = 1 — bz + 22 + 23 Sin% admet un
développement limité a 'ordre 2 en 0 mais f n’est pas 2 fois dérivable en 0.
Proposition 7.9. — Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n
en 0, alors celui-ci est unique.

Démonstration. — Supposons que f admette deux développements limités a I'ordre
n sur le voisinage | — a, [ de 0 :

(7.21) f(z) = ag+amz+ ...+ apz" +2"e(x) = by + brx + ...+ bya™ + 2" n(x)

ou £(x) et n(z) tendent vers 0 quand x tend vers 0.
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Nous avons vu précédemment que ag = f(0) et by = f(0), ce qui implique ag = by.
En éliminant ag et by de I’égalité ci-dessus, nous obtenons pour tout x € | —a, af :

G+ ... +aa" +a"e(xr) = e+ ...+ b + 2" n(x)

égalité dans laquelle nous pouvons diviser par z (pour z non nul) et obtenir la
relation

a4 .. a2 e(x) = b+ b "  y(2).
En faisant tendre x vers 0, sachant que hII(l] e(z) = lir% n(xz) = 0, nous obtenons a; =
z— z—

b1~

Il suffit maintenant de répéter n fois ce procédé pour montrer que a, = b, pour
tout k € {1, ...,n}. La derniére étape fait intervenir I'égalité a,, +(x) = b, +n(x),
valable pour tout z dans | — «, [\{0}.

Un passage a la limite quand z tend vers 0 nous donne alors a,, = b, et donc
e(z) = n(x) pour tout = de | — o, .

Les deux développements dans ont les mémes coefficients et le méme reste :
il y a donc bien unicité du développement limité. O

Remarque 7.10. — La proposition ci-dessus affirme simplement 1'unicité de
I’éventuel développement limité de f, elle n’affirme pas du tout qu'un tel dévelop-
pement existe.

Une fonction quelconque n’a aucune raison d’admettre un développement limité a
un ordre n donné au voisinage de 0. Ainsi, la fonction partie entiére n’est pas continue
en 0 : elle n’admet donc pas de développement limité au voisinage de 0, a quelque
ordre que ce soit. De méme, la fonction wvaleur absolue admet un développement
limité & 'ordre 0 (ce qui signifie qu’elle est continue en 0), mais n’admet pas de
développement limité a un ordre n > 1 puisqu’elle n’est pas dérivable en z = 0.

Une bonne approximation a un ordre élevé doit logiquement impliquer qu’on peut
aussi avoir une approximation moins bonne. Plus précisément, on a le résultat sui-
vant.

Proposition 7.11. — Si f admet un développement limité d’ordre n en 0 :
flx) = ap+arx+ ...+ a,z" + 2" e(x)

alors pour tout entier p inférieur a n, la fonction f admet un développement limité
d’ordre p en 0, développement dont la partie réguliére s’obtient en prenant les termes
de degré inférieur ou égal a p dans la partie réguliere du développement limité d’ordre
n:

f(x) = ap+ @z + ... + apx? + 2P n(z)
ot n(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.

Démonstration. — En effet, I’égalité

flx) = ap+ax+ ...+ a2 + 2" (x) avec liirtl)g(x) =0

peut s’écrire
f(@) = ao+az+ ...+ apa? +a? X (ap1z+ ...+ a,a™ P + 2" Pe(x))

o N(x) = app1T + ... + a, 2" P + 2" Pe(x) tend bien vers 0 quand z tend vers
0. ]

Rappelons qu'un polynoéme est dit pair (respectivement impair) lorsqu’il ne
contient que des puissances paires (respectivement impaires) de z. Il est donc rai-
sonnable d’imaginer qu'une fonction paire (respectivement impaire) est approchée
au voisinage de 0 par un polynéme pair (respectivement impair).
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Proposition 7.12. — Soit f une fonction ayant un développement limité d’ordre
neno:

— si f est paire alors son développement limité n’a que des termes pairs,
— si f est impaire alors son développement limité n’a que des termes impairs.

Démonstration. — Supposons par exemple f paire. On a alors f(—z) = f(z) pour
tout x €] — a, af. Sur cet intervalle, on a donc

ap — a1 + axr® + ...+ (=1)"apz" + 2" e(—x) = ag+ ax + ...+ apa" + 2" ().

Par unicité du développement limité, on a alors a; = —aq, a3 = —as.... Tous ces
coefficients a1, as, ... d’ordre impair sont donc nuls.

On procéde de maniére analogue pour montrer que lorsque f est impaire, tous les
coefficients d’ordre pair sont nuls. O
Remarque 7.13. — On démontrera plus loin que le développement limité a 1’ordre
5 en 0 de la fonction sinx est donné par

sinx = x—$—3+$—5 + 2°e(x)
3! 5l '

Or, si 'on cherche son développement & 'ordre 6, la partie réguliére sera la méme
puisque sin x étant impaire, son développement ne contient que des puissances im-
paires de . On peut donc tout aussi bien écrire

Ainsi, pour une fonction paire, une partie principale contenant des puissances 22, . . .,

jusqu’a 22" correspond donc & un développement limité a I'ordre 2n, mais en fait a
lordre 2n + 1.

De méme, pour une fonction impaire, une partie principale contenant des puis-
sances «,. .., jusqu’'a 2"t correspond donc & un développement limité & 1'ordre
2n + 1, mais en fait & 'ordre 2n + 2.

7.3. Développements limités en un point a

Jusqu’a présent nous avons parlé de développement limité au voisinage de 0. Il
est en fait possible de faire des développements limités au voisinage de tout point a.

Définition 7.14. — Soit a un réel et f une fonction définie sur un voisinage
la —a,a+ af. On dit que f a un développement limité & 'ordre n au voisinage de a
si la fonction h +— f(a+ h) admet un développement limité & 'ordre n au voisinage
de O :

Vh el —a,al, fla+h) = ag+ah+...+a,h" +h"e(h) avec }llir%s(h)zo.
—

En d’autres termes, pour tout z € Ja — o, a + «f, on a

fl@) =ap+a(r—a)+...+an(x—a)"+ (x —a)"n(z) avec 1i_r>n n(xz) =0.

La partie réguliere du développement limité est toujours un polynoéme en z — a :
on ne développera pas ce polynome suivant les puissances de z, on le gardera en
x — a.

Remarque 7.15. — Ecrire le développement limité de f en a, c’est écrire le dé-
veloppement limité au voisinage de 0 de la fonction g définie par g(h) = f(a + h);
cela explique qu’en pratique toutes les formules classiques de développement limité
sont données au voisinage de 0, puisqu’on s’y ramene toujours.
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FExemple 7.16. — Calculons le développement limité a 'ordre 2 en z = 1 de la
fonction f(z) = 23 + 222 + 3.
On se raméne au voisinage de 0 en posant © = 1+ h, d’ou

fA+h)=(1+h)?*+2(1+h)*+3 = 6+T7h+5h*+ h%(h)

ou e(h) = h tend vers 0 quand h tend vers 0.
Pour tout x au voisinage de 1, on a donc

fx) =6+T7(@—1)+5(x—1)*+ (z—1)*n(z) avec glcgrr%n(x):o.

Il ne faut surtout pas développer les différentes puissances de x — 1!

7.4. La formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young, appelée aussi formule de Taylor avec reste de Young,
joue un role crucial pour I’étude locale d'une fonction et elle est particulierement
bien adaptée aux problémes de développement limité.

Théoréme 7.17 (formule de Taylor-Young). — Soit I un intervalle ouvert non
vide de R et soit a un point de I. Soit f : I — R une fonction et n un entier > 0.
On suppose que f est n fois dérivable sur I. Alors il existe une fonction (x) définie
sur I, qui tend vers 0 quand x tend vers a, telle que que l'on ait pour tout x € I :
2 n
£@) = fa)+ 2 )+ S o 0 o)t
Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, 'hypothése im-
plique que f est continue en a et la formule est évidente avec e(x) = f(z) — f(a).
Pour n = 1, la formule n’est autre que le développement limité de f d’ordre 1 au
point a, dont I'existence équivaut a la dérivabilité de f en a.

Supposons la formule vraie pour n — 1, n > 2, et passons a n. On applique
la formule de Taylor-Young & l'ordre n — 1 > 1 & la fonction f’ qui en vérifie les
hypothéses. En particulier, f’ est dérivable, donc continue. On a donc pour tout
tel:

Fe) = o)+ =2 )+ T o) (= e,

ol &¢(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers a. On note que la fonction (t —a)" ! ey (t) est
différence de deux fonctions continues (la fonction f” et le polynéme de Taylor), donc
elle est continue. On peut donc intégrer 'égalité précédente entre a et x (z # a) et
on obtient par linéarité de l'intégrale :

(x —a)? (z —a)"

[ 7= -0 p@+ S5 e S 0@ [Car e ar

L’intégrale du premier membre vaut f(x) — f(a). On définit la fonction € par la
formule

— t—a)"te(t)dt si x#a

o) = { e ], a0 ’

0 sit =a.
Avec cette fonction on a la formule de Taylor-Young pour f dés lors qu’on aura
démontré que €(x) tend bien vers 0 quand z tend vers a. Pour cela, soit € > 0.
Comme t +— go(t) tend vers 0 au point a, il existe un n > 0 tel que |t —a| < n
implique €o(t)| < €. Si on suppose |z —a| < n, on a alors

le(x)] < /x(t—a)”_ldt = %

Tz —alr

€
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On en déduit que, pour |z —a| <7, on a |e(z)| < €/n ce qui signifie que e(z) tend
vers 0 quand x tend vers a. O

Trés souvent on se place au voisinage de x = 0 et la formule devient :

Corollaire 7.18 (formule de Mac-Laurin). — Soit f une fonction de classe n
fois dérivable sur un intervalle ouvert non vide I contenant 0. Alors il existe une
fonction € définie sur I telle que

372

f@) = £0) + 5 £0) + T f1(0) + o+ T f0(0) + a7 e(a)
ou £(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.

Ainsi toute fonction f, n fois dérivable au voisinage de 0, admet un dévelop-
pement limité a 'ordre n en ce point et les coefficients de ce développement sont

£(0), £(0), f7(0)/21, ..., f™)(0)/nl.

Mais, comme on ’a vu, la réciproque est fausse.

7.5. Liste de développements limités usuels

Tous les développements limités de cette section sont au voisinage de 0. Pour les
obtenir, le premier moyen est de calculer les dérivées successives et d’en déduire le
polynéme de Taylor.

Soit f(x) = sinz. Cette fonction est clairement n fois dérivable sur R et pour tout
n > 1. De plus, on a

f'(x) =cosz, f'(x) =cosz, fO(z) = —cosz, fH(z) =sinz
Par récurrence, on en déduit que
FE0) =0 et fEHI(0) = (-1

La formule de Mac-Laurin nous fournit donc, au voisinage de 0, le développement
limité suivant :

P n z?r 2n+2
—sinx _ZE’—?—FE‘{‘ +(—1) m+0($ )
IQ {L'4 . x2n —_—
— cosx —1—5—1—]—1— A+ (-1) @)l + o(z™*)
p_ 1, " 7 z" .
—e toyto e +m+0(x)
et 4+e " 2t 2"
o h - - -1 - - 2n+1
cosh x 5 tortpytet )l + o(z"™)
' et — et $3 .1'5 x?n—l—l onto
fsmhx :T :I—’—y—l—a—’— —I—m—f—O(ZE )
R "
— In(1 =r———+ =4 ... B e n
n(l+z) =z 2+3+ + (-1) n—l—o(a:)
ala—1 ala—1)...(a—n+1
(1+x)°‘:1+ax+(T)x2+...+ ( ) n'( )x"+o(az”)

pour o nombre réel fixé quelconque.
En particulier, pour o« = 1/2, on a

1 ~1)"1t1.35...(2n -3
*\/1+5E:1—|—£——x2+...+( ) (2n )
2 8 27 (n!)

— De méme, pour a = —1/2, on obtient

" + o(x")
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1 :1—£+§x2+---+(_1> 1.35...(2n—1)

v+ 2 8 27 (n!)
— Et pour a=—1,0n a
1
14z
Ces formules sont utilisées fréquemment, il est fortement conseillé de les connaitre
par coeur.

z" + o(a™)

= l—a+2® -2 +2"+.. .+ (=1)"2" + o(z").

7.6. Opérations sur les développements limités

On ne calcule presque jamais un développement limité en appliquant la formule
de Taylor-Young. En effet, on effectue des sommes, produits, compositions, etc.
de développements limités de fonctions élémentaires connues comme celles listées
ci-dessus. Dans ce paragraphe on considére deux fonctions f et g définies sur un
voisinage |a — a, a + o de a, admettant chacune un développement limité & ’ordre
nena:

flz) =ay+a(z—a)+...+a,(z—a)"+ (zr —a)"e1(z) avec limey(z) =0

r—a
g(x) =bo+bi(zx—a)+...+b,(z—a)"+ (zr —a)"ez(z) avec limey(z) =0.
r—a
Par changement de variable (translation), on se raménera systématiquement en 0

pour les démonstrations.

7.6.1. Somme de développements limités. —

Proposition 7.19. — Si f et g admettent un développement limité au méme ordre
n en a, alors la somme f + g admet un développement limité a l’ordre n en a dont
la partie réguliere est la somme des parties régulieres de f et de g.

Démonstration. — On a en effet

(f+9)(x) = (ag+bo) + (a1 + b))z + ...+ (a, + by)x" + 2" ()
ot £(z) = e1(x) + e2(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. O
Remarque 7.20. — On fait la somme de développements limités de méme ordre :

si f admet un développement limité & un ordre m > n, on se raméne dans un premier
temps & un développement limité & I’ordre n et on obtient ensuite le développement
limité & 'ordre n pour la somme f + g.

7.6.2. Produit de développements limités. —

Proposition 7.21. — Si f et g admettent un développement limité au méme ordre
n en a, alors le produit f X g admet un développement limité au méme ordre n en a,
développement dont la partie réguliere s’obtient en effectuant le produit des parties
réqulicres de f et g et en ne conservant que les termes de degré inférieur ou égal a
n.

Démonstration. — On a

flz) xg(x) = (ap+ax+...4+apz" +2"1(x)) X (bg + byx + ... + bya™ + 2"eq(x))
= (ap+ax+ ...+ a,z") X (bg+ byx + ...+ byz") + x"e3(x)

ou

e3(z) = (ap + a1z + ... + apz™)es(z) + (bo + bix + ... + byz™)er(z) + 2" g1 (x)ea(x)

tend vers 0 quand x tend vers 0.
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De plus,

(ap + a1z + ...+ apx™) X (bg + byx + ... + byz")

= agby + (arby + agh1)x + ... + (anby + a1bp_1 + ... + anb) " + (@n_1by + anbp_1) "1 + apbyz®"
= agby + (a1bo + apb1)x + ... + (anbo + a1by—1 + ... anby) " + 2" ()
ou e,(x) = (arby +agby—1+...+ayb) x+ ...+ a,b,x" + 2"¢(z) tend vers 0 quand
x tend vers 0.
Finalement, on a

f(x) x g(x) = aghy + (arbg + agby)x + ... + (apbo + a1by—1 + ... axbg)x™ + " e(x)
ou e(x) = e3(xz) 4+ £,(x) tend vers 0 quand z tend vers 0. O
Ezxzemple 7.22. — Calculons le développement limité de f(x) = cosz x e* a l'ordre
4 au voisinage de 0.

En prenant le développement a l'ordre 4 en 0 des fonctions cosz et e, on a

2 4 2 .’13'3 1.4

1= (1= e ggratam) x (1ras G T g ratan)

et I'on effectue le produit des parties réguliéres en ne conservant que les puissances
inférieures ou égales a 4; toutes les autres entrent dans le reste. On obtient

11 11 11 1
— 1 ___)2 (___ 3 T DA '
/(@) +"’3+<2 2)" T \6 2)“7 Flag it e Trel)

d’ou
3 4
cosx X e = 1+$—§—E+$48($).

7.6.3. Composition de développements limités. —

Proposition 7.23. — Soit g une fonction telle que g(0) = 0 et admettant un
développement limité d’ordre n en 0 :

g(x) =bix+ ...+ bz" + 2"es(x).
Soit f une fonction ayant un développement limité d’ordre n en 0 :
f(x) =ap+ a1z + ...+ a2z + 2" ().
Alors la composée f o g admet un développement limité a 'ordre n en 0 dont on
obtient la partie réquliere en développant [’expression
ag+a; (hix+...+b,2")+ ...+ a, (bix + ...+ bz")"

et en n’y conservant que les termes de degré inférieur ou égal a n.

Remarque 7.24. — La fonction f est définie dans un voisinage | — o, of de 0, la
fonction ¢ étant continue en 0 et vérifiant ¢(0) = 0, il existe un intervalle | — 3, 3]
dont l'image par g est incluse dans | — «, [. La compsée f o g considérée dans la
proposition ci-dessus est donc au moins définie sur U'intervalle | — 3, A].

Ezxzemple 7.25. — 1) On a vu au paragraphe 1.5 qu’au voisinage de 0, on a
1

14+x
En composant avec x — —x, on obtient aussitot

=l—a+2® 2> +2*+. . +(=1)"2" +o(a").

1
.- = l+a+2°+2° +a' +... 4+ 2"+ o(z").
— X

x sin x

2) Calculons le développement limité & 'ordre 4 en 0 de x +— e
= (fog)(x) avec f(x) =¢€" et g(x) = xsinz.

rsinzx

Ona e
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On a bien g(0) = 0. De plus

5
sinx =z — 5 + o(z?)

donc

(7.6.1) rsiny = a° — %4 + o(z).

De méme,

(7.6.2) et = 1+u+u—2+u—3+u—4+0(u4).

2 6 24

En remplagant dans (9.3) la variable u par la partie réguliére de (9.2), on a

. xt 1 N\ 1 N\ 1 4\
zsinz 1 2 - 2 - 2 el 2 7 4
e +(az 6>+2<x 6) +6(93 6) +24<x 5 + o(x")

P
= 1+x2—€+5+0(aﬁ4)
!

= 1—1—51:'2—1—?—1—0(3;4)

7.6.4. Calcul du développement limité d’un quotient. —

Proposition 7.26. — Soient f et g deuzr fonctions définies au voisinage de 0
et admettant en 0 un développement limité au méme ordre n de parties réguliéres
respectives

Alx) = ap+ a1z + ...+ a,z”
B(xz) = b+ bix + ...+ b2 avec ¢(0) = by # 0.

Alors le quotient f /g est défini au voisinage de 0 et y admet un développement limité
a l'ordre n.

Démonstration. — On considére le quotien 1/¢g comme une fonction composée, en
mettant la constante non nulle by en facteur pour avoir
b by, "
g(x) = by (1+ =2+ ..+ 22"+ —ey(x) | = box (14u)
bo bo bo

et développer
1 1

I+ 824 +an+ Ze(x)  1+u

en utilisant le développement limité de 14+u ol u est au voisinage de 0.
Pour obtenir le développement limité du quotient f/g, on effectue ensuite la mul-
tiplication du développement limité de 1/g par celui de f. O

cos T
chz °

Exemple 7.27. — Calculons le développement limité & 'ordre 4 en 0 de z +—

La formule de Taylor-Young nous donne
2 ot
chr = 1+ 5 + 21 + ztei(z)

et nous savons aussi que pour u au voisinage de 0, on a

1
1+u

= 1—u+u®+e(u)



118 CHAPITRE 7. DEVELOPPEMENTS LIMITES

ou un développement limité d’ordre 2 suffit puisque la partie réguliere du dévelop-
pement de chx ne comporte que des puissances de 2. On a ainsi

1 1
chr 1+ 2 + L+ aiey ()
2 7t 22\’
= 1= 4= o 4
(2 +24>+(2 +24) + z%e3(x),
donc )
1 x )
T e S ‘
I 2+14x + z%ey(x)
Comme
2 ozt
cosT = 1_3+ﬂ+$ es(x),
on obtient finalement
cos T ) x2+5 Uy ptey ) x (1 x2+x4+45()
= — — 4+ — " aey(x — — 4+ — +xe5(x
chz 2 24 ! 2 24 i
7
= 1-2°+ ) + zte(z).
7.6.5. Intégration d’un développement limité. — Voici un résultat trés pra-

tique pour le calcul de développements limités, mais il faut faire trés attention a
I’énoncé exact de la proposition :

Proposition 7.28. — Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0 et dont la
dérivée [’ admet un développement limité a l'ordre n en 0 :

f'(z) =ag+ a1z + ... + apa™ + 2"e(x) .
Alors la fonction f admet un développement limité a ’ordre n+1 en 0 dont la partie
réquliere s’obtient en intégrant terme a terme la partie réguliere du développement
de [’ en y ajoutant la constante f(0) :

2 xn+l

x
f(x):f(0)+a0x+a1?+...+ann+1

ou n(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.

+ 2" n(x),

Remarque 7.29. — On fera trés attention qu’on suppose que la dérivée f’ admet
un développement limité et que 'on en déduit que la fonction f elle-méme admet
un développement limité et non le contraire!

On notera aussi qu'une fonction f peut admettre un développement limité & un
ordre n en un point sans que sa dérivée y admette un développement limité & ’ordre
n—1.

Par exemple, la fonction f définie par

1
flz) = 23 sin= si x#0
= x
0 si =0
admet un développement limité a l'ordre 2 en 0 puisque
f(z) = 2*e(x) avec e(x) = x sin —
x

ou e(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

Par ailleurs, la fonction f est dérivable sur R avec f'(0) = 0 et I'étude de f'(z)
quand z tend vers 0 permet de voir que f’ n’admet pas de développement limité a
I'ordre 1 en 0.
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On pourra donc retenir le résultat ci-dessus sous la forme (moins dangereuse)
suivante :

Proposition 7.30. — Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant
0 et admettant un développement limité a ["ordre n en 0 :

flz) =ao+a1x + ...+ aza”™ + a"e(x).

Alors toute primitive F' de f admet un développement limité a l'ordre n 4+ 1 en 0
donné par la formule :

2 n+1

T x
F(z) = F(O)+agx+a1?+...+ann+1

ot n(z) tend vers 0 quand x tend vers 0.

+ 2" n(2),

Démonstration. — 1l suffit de considérer la primitive F' de f qui s’annule en 0.
On a alors par linéarité de l'intégrale :

F(z) = /:f(t)dt:/Ox(ag+a1+...+ant")dt—{—/oxt”»s(t)dt
22

xn+1

= a0x+a1?+...—|—ann+1

+ / t"e(t) dt,
0

et observons que la fonction ¢ — " (t) est continue sur I comme différence de f et
de son polynéme de Taylor d’ordre n.
Posons alors

1 xr
e1(z) = :cn+1/0 t" e(t) dt.

Il reste & montrer que
glﬂlir(l] ei(z) = 0.
Mais puisque £(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0, on a
Ve' >0, 3a>0, |t|<a = [et)] <&

Ainsi, pour tout = €] — a, af, on déduit que

1 /gC
t”et)dt‘
xntl 0 (
! /x]tna(t)\dt
In—',—l 0
1

xT 6/
/ / " dt <
0 n+].

lei(z)| =

~

xn—i—l
ce qui prouve bien que (z) tend vers 0 quand z tend vers 0. ]
Exemple 7.31. — Calculons le développement limité de la fonction x — arctan z.
On sait que cette fonction est dérivable sur R et que pour tout x réel, on a
1
arctan’(z) = ——.
(@) 1+ 2?2

. , e 1 PR
En utilisant le développement limité de u — 1 on déduit que

arctan’(z) = 1 —a2* +a* + ...+ (=1)" 2™ + 22" e(a).

A Taide de la proposition ci-dessus et sachant que arctan(0 = 0, on a finalement

) 23 +x5 7 . 4 (1) 2+l
arctany = r — — + — — — + ... —
2n+1

3 5 7 + £L‘2n+2 n(x>




120 CHAPITRE 7. DEVELOPPEMENTS LIMITES

7.7. Développements limités et calcul de limites

L’utilisation des développements limités est 1’outil le plus puissant pour résoudre
les problémes de forme indéterminée et trouver les limites de fonctions.

7.7.1. Recherche d’équivalent en un point a. — Pour trouver un équivalent
de la fonction f que ce soit en 0 ou en un point a quelconque, on développe f jus-
qu’au premier terme non nul dans son développement limité.

Un équivalent de f est alors fourni par le premier terme non nul de son développe-
ment limité. En effet, si 'on a trouvé

f(z) = aya™ + z"e(x) avec a, #0

alors on peut écrire

flz) = a,a" <1 + M),

Qn,
et comme la quantité entre parenthéses tend vers 0 quand x tend vers 0, on en déduit
que
f(z) ~ an "
Il en va de méme au voisinage d’un point a quelconque.

2

Ezemple 7.32. — 1) Trouvons un équivalent de x*> — sin® z au voisinage de 0.

. 3
Onasinex = x— % + 23<(x), donc
6 b

3 4

sin?x = x—x—+x35(x)2—a:2—x—+x4 (

= 5 = 3 n(z).
z? 4 RN 2 102 4
% — o'n(r), dou 2 —sin”x ~ 5

Donc 22 —sin’x = z

2) Trouvons un équivalent de f(z) = ¢?* cosz au voisinage de /2.

La fonction €** est évidemment équivalente a sa valeur (non nulle) e™ au voisinage
de m/2.

Cherchons maintenant un développement limité de cos en 7/2. En posant v = u+ 7,
on se rameéne a la recherche d’un équivalent au voisinage de 0 et on a

7r , 7r m
cosxT = cos<u—i—§> = —sinu = —u + ue(u) = 5% + (§—x> n(x)

ot n(x) tend vers 0 quand x tend vers 7/2.

On en déduit que cosz est équivalent a = —

5 — T au voisinage de 7/2, et finalement

T
e cosx ~ e’ (——m).
z 2
2

7.7.2. Recherche d’équivalent en +0co. — La méthode consiste a poser y =
ou y tend vers 0 quand z tend vers I'infini et I'on fait un développement limité d
g(y) = f(1/y) jusqu’a trouver son premier terme non nul.

8 |=

@

Ezemple 7.33. — Trouvons un équivalent de f(z) = v +1 — J/z en +oo.
En posant y = 1/z, on a

f@) = £(7) = {fo x (VTFu=1) = v ()" - 1),

Y
On en déduit que

f(l) =y <1+%+y€(y)—1) =

y y?? (1+32(y))

1
3
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et donc

c’est-a-dire
f(.T) _;:o g 22/3"

7.7.3. Calculs de limites, formes indéterminées. — Les limites difficiles &
calculer se présentent sous forme indéterminée. Les développements limités per-
mettent de lever ces indéterminations. Voici deux cas importants que ’on rencontre
souvent.

20 2

7.7.3.1. La forme indéterminée — 1l s’agit de calculer la limite de f(x)/g(x)
quand z tend vers 0 sachant que f(x) et g(x) tendent vers 0 quand z tend vers 0.
La méthode consiste a chercher en premier lieu le développement limité du dénomi-
nateur g jusqu’au premier ordre donnant une partie réguliére non nulle. On effectue
ensuite le développement limité du numérateur a cet ordre défini par le dénomina-
teur.
Ezemple 7.34. — Calculons lim w

x—0 x )
On doit développer le numérateur a 'ordre 3, soit : sinx = x — % +2%e(z). On a
donc

’ Sinx—:z;_l, ( 1+ ()>_ 1
po0 23 am\ 6 W) T TE
7.7.3.2. La forme indéterminée "1°”. — On cherche & calculer la limite de f(z)9®)

quand z tend vers 0 sachant qu’en ce point f(z) tend vers 1 et g(x) tend vers +oo.
Cette forme indéterminée "1 puissance I'infini” se raméne & une forme indéterminée
"0 x 00” en écrivant (f(x))g(l‘) = exp (g9(z) In f(z)) (on notera que f(z) > 0 au
voisinage de 0 puisque f(x) tend vers 1 quand x tend vers 0).

Ezxzemple 7.35. — Calculons lir% (cos )%
T—

On a (cosx)Y S exp (m% In cos x) Sachant qu’on a fait apparaitre un dénomi-

nateur en z2, il nous faut développer Incosx a l'ordre 2, c’est-a-dire développer a
I'ordre 2 la quantité In (1 — %2 +22 6(:6)) I1 suffit en fait de prendre le développement
de In au premier ordre et on a Incosz = —% + 22 n(z).

Nous en déduisons que

1
= Incosz = ) + n(x)

tend vers —1/2 quand x tend vers 0. Par continuité de la fonction exponentielle, on
conclut que
1
lim (cos :1:)1/””2

z—0 - P (_§> B %

7.8. Applications a I’étude locale des courbes

Faire le développement limité a ’ordre n d’une fonction au voisinage d’un point
xo, c¢’est approcher cette fonction par un polynoéme de degré inférieur ou égal a n,
la différence entre la fonction et ce polyndéme étant négligeable devant (x — xq)".
L’utilisation des développements limités permet donc une étude locale des courbes.
Voici quelques exemples fréquents de cette utilisation.
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7.8.1. Position d’une courbe par rapport a sa tangente. — Rappelons que
I'équation de la tangente (lorsqu’elle existe) a la courbe représentative de f au point
de coordonnées (xg, f(zo)) est donnée par la partie réguliére du développement limité
de f al'ordre 1 en z.

Si f(x) = ag+ ay (x — xo) + (v — xp) () est ce développement limité, on sait que
ag = f(xo) et que a; = f'(xg), une équation de la tangente est bien

y = ag + a1 (z — xp)

Pour obtenir une équation de la tangente et la position de la courbe par rapport a
cette tangente, on cherche le développement limité de f en xp & un ordre n > 2 :

f(x) = ap+ a1 (x — xo) + a, (x — x0)" + (x — x0)" ()

ou a, est le premier coefficient non nul dans le développement aprés a; (qui, lui,
peut étre nul, la courbe ayant alors une tangente horizontale).

La mesure algébrique (mesurée sur I'axe 3'Oy) de la distance entre le point (z, f(z))
de la courbe et le point de méme abscisse x sur la tangente en (zg, f(zo)) est donnée
par

flz) —ap—ay (x —x0) = (x —x0)" X (a, +e(x))
ou a, + &(z) tend vers a, # 0 quand x tend vers x.

Au voisinage de xg, le signe de la différence f(z) — ag — a1 (x — o) est celui de
an (r — x0)™ -

e si n est pair, le signe de a, (r — ()" est constant, égal au signe de a, que z
soit plus petit ou plus grand que zy. Cela signifie qu’au voisinage de xy la courbe
reste d’'un méme coté de la tangente en xy. Plus précisément, la courbe est toujours
au-dessus de sa tangente si a,, > 0 et est en-dessous si a,, < 0.

e si n est impair, la quantité a, (r — x¢)" change de signe suivant que x est soit
plus petit ou plus grand que xy. La courbe est située d’'un coté de la tangente pour
x < xo et passe de 'autre coté quand x > xy. On dit que la courbe présente un point
d’inflexion en xg.

Ezxemple 7.36. — Etudions la courbe représentative de f (x) = chx — %xQ —2® au
voisinage du point d’abscisse 0.
On a

2
chz = 1—1—% + 2°e(x) donc f(z) = 1 —2° + 23 ¢().

On en déduit qu’au point (0, f(0)) = (0,1) la courbe représentative de f a pour
tangente la droite d’équation y = 1 et que (0,1) est un point d’inflexion pour cette
courbe.

7.8.2. Position d’une courbe par rapport a ses asymptotes. — Si l'on peut
écrire la fonction f sous la forme

e(z)

xn

ou €(x) tend vers 0 quand x tend vers I'infini et ou la constante ¢ est non nulle, alors
la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique de f en +o00 (ou —o0) et le
signe de ¢ donne la position de la courbe par rapport a son asymptote.

f(z) = ax+b+x—cn+

Si 'on considére une asymptote comme étant une "tangente a I'infini", on retrouve
bien les mémes principes que pour la tangente & une courbe en un point zq fini.

Il suffit simplement ici de se ramener au voisinage de 0 en posant y = 1/x et en
développant g(y) = f(1/y) sous la forme

a
9(y) = ; +bo+cy" +y"e(y).



7.9. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES 123

On dit que 'on a effectué un développement asymptotique de f en x au voisinage de
I’infini.

Exzemple 7.37. — Etudions I'asymptote éventuelle de f(z) = /a3 —4x +3 et
précisons la position de sa courbe représentative relativement a cette asymptote.

Posons y = 1/z et g(y) = f(1/y). On a

1 4
9(y) = yi|m—-+3 =2 YT-a2+3y
vy y
4
— (1—4?+3y")"° = L2y’ + y'ey).

On en déduit que

c’est-a-dire

La courbe représentative de f admet donc la droite d’équation y = x comme asymp-
tote oblique lorsque x tend vers l'infini. De plus, en —oo cette courbe est au-dessus
de 'asymptote, et en +oo elle est au-dessous.

7.9. Développements asymptotiques

On trouve dans les développements limités une idée simple, qui est I'idée de base
de toute approximation : pour approcher une fonction au voisinage d’un point,
il faut choisir une échelle "d’infiniment petits” (les "z"” dans le cas des dévelop-
pements limités ordinaires). On écrit alors I'approximation souhaitée comme une
combinaison linéaire des infiniment petits de I’échelle. Bien d’autres échelles que les
7x™” sont possibles. On peut aussi transposer la méme idée pour les développements
au voisinage de +o0o, ou encore pour des échelles d’infiniment grands. Nous ne ferons
pas de théorie générale des développements asymptotiques dans ce chapitre. Nous
nous contenterons d’une liste d’exemples, qui se déduisent tous par composition des
développements limités ordinaires.

e Echelle des z* au voisinage de 07 :

2

N R (R ),

3/2 5/2
% 4 % - % + o(z°/?).

e Echelle des z" (Inx)™ au voisinage de 0% :
On a

22+ = exp ((2° +2) Inz)

1 1
= l+azhe+ §x2 (Inz)® +2* Inz + éx?’ (Inz)* + 2° (Inz)? + o(z?).

e Echelle des 2" au voisinage de 400 :
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T+ 2
2 —1

1
T

- 1(1+2> <1+i+i+o<i>>
x x x?  at x?
12 1 2 1

= statmtatos)

e Echelle des ¢™*" au voisinage de +o :
—2x 6—3:1:

2+3

e

In(l+e™) =e ™ — + o(e™).

7.10. Exercices

Exercice 126

On considére la fonction f : 2+ 23 —x + 2.
1. Quel est le développement limité de f en 0 a 'ordre 37 a 'ordre 27 a l'ordre 17

2. Trouver le développement limité a 'ordre 3 de f au point xy = 2.

Exercice 127
Soit f la fonction x ++ 2 — 42? + 1727 — 22

Sans passer par le calcul explicite des dérivées, déterminer f(0) et f02(0) ou

f®)(0) désigne la dérivée d’ordre k de f en 0.

Exercice 128

Soient n un entier naturel quelconque et f une fonction indéfiniment dérivable sur
R. Les propositions ci-dessous portent sur des développements limités d’ordre n en
. On suppose que f est paire. On peut en déduire ( vrai ou faux et pourquoi?) :

. Le développement de 1/f ne contient que des termes impairs.
. Le développement de z — f(z?®) ne contient que des termes impairs.
. Le développement de x +— f(sinx) ne contient que des termes pairs.

. Le développement de x +— = f(x)/|z| ne contient que des termes impairs.
. Le développement de f” ne contient que des termes pairs.

. Si F' est une primitive quelconque de f, le développement de F' ne contient que

0
1
2
3
4. Le développement de = +— sinz f(x) ne contient que des termes impairs.
5
6
7
des termes impairs.

Exercice 129

Les propositions suivantes portent sur des développements limités d’ordre n en 0.
Lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

e’ = z+o(x).

e = el +0(1).

e” = 1+ x4 o(2?).

el = e+ ex® + o(z?).

e = ¢ — 2ex + 3ea? + o(z?).
(e* —1)? = 2% + 223 + o(2?).
()2 =1 = o(x).

(€¥)? — 1 = 2x + 22 + o(2?).

P NSOt WD
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Exercice 130

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant 0, telle que f(z) = x+ 2?4+ o(x?).
Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier votre
réponse :

— La fonction f est continue en 0.

—Si f est 2 fois dérivable en 0 sur un intervalle ouvert contenant 0, alors f”(0) = 1.
— La fonction z — f(x)/x admet un développement limité d’ordre 3 en 0.

— La fonction z — 2% f(z) admet un développement limité d’ordre 5 en 0.

~On a f(2?) = 2> + z* + o(zP).

~ On a f(z*) = o(z*).

~ On a f(22?%) ~ 212

Exercice 131
Soient f et g deux fonctions telles qu’au voisinage de 0,

fx) =z +2°+o(z®) et glx) = —z+2°+ o(z?).

Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est vraie ou fausse et justifier votre
réponse :

fx) +g(x) = o(a?)
* f () —g(x) = o(z)

« f(2) +29(z) = o(f(x))

«2f(x) +9(x) ~ f(z)
« f(x) g(z) = —a? +a° + o(a°)
« f(z) - 2(1’) ~ 4964
* f2( )g(x) ~

f(z) g*(z) ~

Exercice 132

On considére f : o+ 14 22 + 2% + 423 + 2 Sin(%) , o #0.
Cette fonction admet-elle en 0 un développement limité a 'ordre 17 27 37 47 57
Si oui, les décrire.

Exercice 133

Soit f(x) = ZL‘4SID<2> i x#0,et f(0)=
1. Montrer que f adme% en 0 un developpement limité & l'ordre 3, dont la partie
réguliére est nulle.
2. Montrer que f est dérivable en O .
3. Montrer que la dérivée f’ n’admet pas de développement limité en 0.
4. Conclusion.

Exercice 134
Montrer que Inzx ~ T 1 et en déduire la limite quand x tend vers 1 de la

1
fonction x +— =1 .

Exercice 10
Soient f(z) =14 % +sin’z et g(z) =1+ .
Montrer que f ~ 9. A-t-on In f ~ Ing?

Exercice 135
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1. A I'aide des développements limités , montrer

11111[12 —1]:

z—0 Lsin®x 2

1
3
2. Que pensez-vous du raisonnement suivant :

On sait que sinz ~ z,donc sin?z ~ 22, dott — L
0 0

- ~ -3, et par conséquent
0

sin® x

hm[l —1}:0?

e—0 Lsin?x 2

Exercice 136
Soit f la fonction définie par f(z) = z*sin (%) si 2 #0 et f(0) = 0.
1. Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 3, dont la partie
réguliere est nulle.
2. Montrer que f est dérivable en 0.
3. Montrer que f’ n’admet pas de développement limité en 0.
4. Conclusion.

Exercice 137

Etablir les développements limités suivants

2 2P
*cosxln(l—i—x):x—g—g—ko(fl)
1 x? 5zt
=14+ 4+ 4
*COSZL’ +2+24 + o)
1 52° 2t
I —T 2 el = 4
* T oma LI S + o(z%)
, arcsinz N x3+ ()
—— =+ —+o(z
V1 —x? 3
2 !
| = = 4
* In(cos x) 5 19 + o(x")
r? bt
. 1 oL 4
* cos(sin x) 5 1t 51 + o(z")
3
Tte _ cr  er 3
% e e+ 5 +48+ ()
3
T T
t zy — z_ 3
* arctan(e”) 1 + 5 13 + o(x?)
L 5
*ln(2—|—x—|—\/1—|—az):1n3+§—g+ﬁ+0(:c)
r 5x* b
In(2 i =n24+—-——+— 3.
* In(2cosz +sinz) = In + 3 g + 24+0(x)

Exercice 138

Soit n un entier naturel. Le but de cet exercice est de retrouver, par différentes
méthodes, le développement limité d’ordre 2n en 0 suivant :

= 1+22+2* + -+ 27 + o(2®™).

1 —a?
1. Ecrire le développement d’ordre n de z + 1/(1 — ), puis composer avec x — x2.
2. Ecrire les développements d’ordre 2n de o + 1/(1 — z) et x + 1/(1 + z), puis
faire la demi-somme.
3. Ecrire les développements d’ordre 2n de z + 1/(1 — z) et 2 ~— 1/(1 + x), puis
faire le produit.
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Exercice 139

Soit n un entier naturel. Le but de cet exercice est de retrouver, par différentes
méthodes, le développement limité d’ordre n en 0 suivant :

i 142z +32° + -+ (n+ 1)2" + o(z"™).

1. Ecrire le développement d’ordre n de z + (1 + x)* pour a = —2, puis composer
avec la fonction z — —ux.

2. Ecrire le développement d’ordre n + 1 de x + 1/(1 — ), puis dériver.

3. Ecrire le développement d’ordre n de o + 1/(1 — z) puis élever au carré.

4. Ecrire le développement d’ordre n de z +— 1/(1—z) puis composer avec la fonction

x— 2 — 2.

Exercice 140

Soit n un entier naturel. Démontrer les résultats suivants :

i} 1 1 22 +x4 T (—1)m 2 + o(a®)
—_— = ——— 4+ — —+4 ...+ —— + o(x
2+ 22 2 4 8 2+l
§ 1 1+x+3x2+ +(n+1)x"+ (")
— = =4+ =4+ —+ ...+ — + o(x
(x —4)? 16 32 44 4n+2
§ x? 2 2l " g
= —— - —— ... = o(x
x—4 4 16 4n—1
x 2 ny ,.n n
Exercice 141
x2
On considére f donnée pour tout x € R par f(zr) = ¢ x_l si x # 0 et par

f(0) =0.

1. Montrer que f induit une application bijective de R sur R. On note f~! sa
réciproque.

2. Montrer que f~! admet un développement limité de tout ordre en 0 et déterminer
le développement a l'ordre 3.

Exercice 142

Le but de cet exercice est de retrouver, par différentes méthodes, le développement
limité d’ordre 5 en 0 suivant :

x3 3

arcsine = z+ — + — + o(z”).

6 40
On notera a, b, c les réels (supposés inconnus) tels que arcsin z = ax+bx>+cx®+o(z”).
1. Ecrire le développement limité d’ordre 4 en 0 de z + 1/y/1 — 22 et en déduire les
valeurs de a, b, c.

2. Ecrire les développements limités d’ordre 4 de sinus puis de sin o arcsin. Retrouver
les valeurs de a, b, c.

3. Ecrire les développements limités d’ordre 5 en 0 de cos, puis de cos o arcsin, et
enfin de = — /1 — z2. En utilisant la formule cos(arcsinz) = /1 — 22, retrouver
les valeurs de a, b, c.

4. Ecrire, en fonction de a, b, ¢, les développements limités d’ordre 6 de la primitive
de arcsin nulle en 0, ainsi que de la fonction z — z arcsin(z) — 1 —22 + 1. En
utilisant le fait que ces deux fonctions sont égales, retrouver les valeurs de a, b, c.

Exercice 143
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Démontrer les résultats suivants :

2
. e¥ —coszx 3
* lim ——— = —
x—0 .112 2

v lim r(e®+1)—2(e*—1) 1
20 3 6

. cosx —V1— a2 1
* lim T = -
x—0 X 6

o lig OB (x —sinz)

1
=0 JIta3—1 3

. 1—cosz
* lim —— =
z—0 tan® x
. rarctanxr — x
* lim =
=0 cos(z?) — 1 3

o N~
()

Exercice 144

Déterminer, quand elle existe, chacune des limites suivantes

SINx — T COSx
—5 - ¢fn 0
x? sinx

vVr+6-3
k ———— en 3
vr+1-2
In(32? — 2)
sin(z — 1)
*
2

* tan(3z) In(2sinz) en §

en 1

1
>I en + oo

Exercice 145
1. A T’aide des développements limités , montrer

lim[l—l]:

r—0 2

1
sin” x x? 3
2. Que pensez-vous du raisonnement suivant :

sinx ¥ z,donc sin®z ~ 22, doll — ¥ % , et par conséquent

sin“ x
1 1
I [— — —} — 07
) sin? 2
Exercice 146
1. Montrer que
. T 4
an— ~
4 2 w(2—1x)

2. En déduire
lim (27 + 3% — 12)100F) = o= % 3-%

T—>2
Exercice 147
Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b, et soit f la fonction donnée par

fo) = (S0

1. Déterminer le domaine de définition de f.
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2. Montrer qu’au voisinage de 0 on a le développement limité suivant :
1 2
flx) = Vab [1+§<ln%> :U—l—o(a:)].

3. En déduire qu’on peut prolonger f en une fonction continue et dérivable sur R.

Exercice 148

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(z? + 2z + 2).
Donner I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse
0 et étudier la position relative de la courbe et de sa tangente au voisinage de ce
point.

Exercice 149

Etudier l'allure de la courbe représentative de la fonction f : x —
voisinage de l'origine, puis au voisinage du point d’abscisse 1.

2z
1422

au
Exercice 150

Déterminer les résultats suivants qui expriment des développements asympto-
tiques au voisinage de 07 :

1 1 L 1 + o(x)
* ——— = — + — + o(x).
sin®(z2) b 222

1
« Vo423 = 2% 4 252 — §x7/2 + o(z/?).
1
* 2° = 14z Inz + 51:2 (Inz)? + o(z® Inz).

Exercice 151

Démontrer les résultats suivants qui expriment des développements asymptotiques
au voisinage de 400 :

11 2 4 1
rei b S~ Al =)
1+ 22 1 4 6 1
= —-1-———- —+o(—>
(1+2)(2—2) r oz  ad a3
* _ = 1—|—L+ ! + 0<i>
x sin(1/x) 622 360x* x?
Bl e 1 1 1
* VZrl R ¢ + 9, 13/6 +O<xl3/6>

Exercice 152

1. Montrer qu’au voisinage de +o00, on a

<1+x> 1[1 2+2}+<1)
ex = - —_— R ol —
p 1—=x e x 3z x3

2. Qu’en déduit-on concernant la courbe représentative de la fonction z — exp(if—ﬁ)
au voisinage de 400 ?
Exercice 153

Pour chacune des applications f suivantes, déterminer les asymptotes de f en 400
et —oo ainsi que la position de la courbe par rapport a ces asymptotes :

f . r—1
* L T4/ )
3r+1
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3
x° + 2
* f e — .
e —1
x f 1 o~ (x4 1) arctanz.
x f e (x41)eEtD,




CHAPITRE 8

COURBES PARAMETREES PLANES

Ce chapitre de géométrie est dédié a 1’étude locale et globale des courbes dites
paramétrées dans le plan R2. Les développements limités y jouent un role fondamen-
tal, notamment dans I’étude de ces courbes au voisinage des points dits singuliers
ou stationnaires.

8.1. Définitions et premiers exemples

Définition 8.1. — Une courbe paramétrée plane est une application
f:D—=R, t— f(t)

ot D est un sous-ensemble (non vide) de R.

Ainsi, une courbe paramétrée (plane) est une application qui, & un réel ¢t (le
parametre), associe un point du plan. On parle aussi d’arc paramétré. On note usuel-
lement :

t)
DR, ey [ )
i <y(t)
otz :D—->R, t—a(t)ety : D— R, t+— y(t) sont appelées les applications

composantes de f.

Dans la suite, une courbe paramétrée sera souvent décrite de maniére trés synthé-
tique sous la forme

, te]l—1, + o0

z(t) = In(l1+1¢)

y(t) = 3-+¢
Une telle écriture est appelée une représentation paramétrique ou encore une para-
métrisation de la courbe. Nous en connaissons déja quelques exemples.

xz(t) = cost
y(t) = sint
cercle unité (ou cercle trigonométrique).

Exemple 8.2. — { , t€ [0,2r] : est une paramétrisation du

x(t) = t—2
y(t) = 3t+1
droite passant par le point A(—2,1) et de vecteur directeur (1, 3).

Exemple 8.3. — { , t € R : est une paramétrisation de la

Ezxemple 8.4. — Si f est une fonction d’un domaine D de R & valeurs dans R, alors
une paramétrisation du graphe de f, c’est-a-dire de la courbe d’équation y = f(x),

est donnée par
{m(ﬂ =l e
y(t) = f@t) ° '
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Il est important de noter qu’'une courbe paramétrée ne se réduit pas au dessin,
malgré le vocabulaire utilisé, mais qu’il s’agit bien d’une application (qui pourra
étre par exemple de classe C* sur D, auquel cas on parlera de courbe paramétrée de

classe C*, etc).
)>
) ’

Néanmoins, par la suite, quand cela ne pose pas de probléme, nous identifierons
ces deux notions en employant le mot courbe pour désigner indifféremment a la fois
I’application et son graphe.

Des courbes paramétrées différentes peuvent avoir un méme support. C’est par
exemple le cas des courbes :

[0,27] — R* | ¢ + (cost, sint) et [0,47[— R*, t > (cost, sint)

Définition 8.5. — On appelle support de la courbe f : D — R? t+— (zg

I'ensemble des points M (t) = (Z(t)) ou t décrit D.

dont le support est le cercle unité, parcouru une seule fois pour la premiére paramé-
trisation et deux fois pour la seconde.
Plus surprenant, la courbe
; 1—t 2t

(1 +127 1412
est une paramétrisation du cercle unité privé du point (—1,0).
Ainsi, la seule donnée du support ne suffit pas & définir un arc paramétré, qui est
donc davantage qu’'un simple dessin. C’est une courbe munie d’un mode de parcours.
Sur cette courbe, on avance mais on peut aussi revenir en arriére, on peut la parcourir
une ou plusieurs fois, au gré du parameétre, celui-ci n’étant d’ailleurs jamais visible
sur le dessin! On "voit” les coordonnées x(t), y(t), mais pas t.

), teR,

Remarque 8.6. — La cinématique est ’étude des mouvements. Le parameétre ¢
peut s’interpréter comme le temps et dans ce cas, 'arc paramétré s’appelle plutot
point en mouvement et le support de cette courbe porte le nom de trajectoire. On
dit alors que M (t) est la position du point M ou 'instant t.

8.2. Réduction du domaine d’étude

x(t)

Pour étudier et tracer un arc paramétré D — R?, ¢ — (y ( t))’ il peut s’avérer

trés utile de rechercher d’éventuelles propriétés de périodicité et de symétries des
applications t — x(t) et t — y(t), permettant de réduire le domaine d’étude, puis
de compléter la courbe.

Périodicité :
S’il existe un nombre réel T' > 0 tel que
VieD, x(t+T) = x(t) et ylt+T) = y(t),

alors on peut restreindre I’étude ou I'intersection de D avec un intervalle de longueur
T au choix et on obtiendra ainsi la courbe compléte.

Symétries :

Rappelons tout d’abord l'effet de quelques transformations géométriques usuelles
sur le point M (x,y) ot z et y désignent respectivement 1’abscisse et I'ordonnée du
point M dans un repére orthonormé (O, 1, 7) donné.

e Translation de vecteur i(a,b) : tz(M) = (x + a,y + b).
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o Réflexion d’axe (Ox) @ S0z (M) = (z, —y).
o Réflexion d’axe (Oy) : son(M) = (—x,y).
e Symétrie centrale de centre O : so(M) = (—x, —y).
e Symétrie centrale de centre I(a,b): sy(M) = (2a — x,2b —y).
e Réflexion d’aze la droite D d’équation y =x : sp(M) = (y,x).
o Réflexion d’aze la droite D' d’équation y = —z : sp/(M) = (—y, — x).
e Rotation d’angle /2 autour de O : rot. (M) = (—y,x).
e Rotation d’angle —m/2 autour de O : rot_r,o(M) = (y, —x).
On utilise ces transformations pour réduire le domaine d’étude d’une courbe para-
meétrée.
. o x(t) = t—sint
Exemple 8.7. — Considérons la courbe paramétrée .
{ y(t) = 1—3cost

Pour tout ¢ € R, on a

M(t+2m) = (t+ 27 —sin(t+2m),1 — 3cos(t + 2m))
(t +2m —sint,1 — 3cost)
(t —sint,1 —3cost) + (27,0)
ta(M(2))

ou U = (2m,0).

Donc, on étudie la courbe et on en trace le support sur un intervalle de longueur
27 au choix, comme [—m, 7| par exemple, puis on obtient la courbe compléte par
translations de vecteurs (2kw,0), k € Z.

Ensuite, pour ¢t € [—m, 7], on a

M(—t) = (— (t —sint),1 —3cost) = so,(M(t)).
On étudie la courbe et on en trace le support sur [0, 7], ensuite on effectue la réflexion
d’axe (Oy), puis on étudie la courbe compléte par translations de vecteurs ki, k € Z.
z(t) = sin(2t)
y(t) = sin(3t)
— Pour tout t € R, on a M (t+27) = M(t), donc on obtient toute la courbe quand
t décrit [—m, 7.

Ezxemple 8.8. — Considérons la courbe de Lissajous {

— Ensuite, pour t € [—m, 7], on a M(—t) = (—sin(2t), —sin(3t)) = so(M(t)). On
étudie et on construit la courbe pour t € [0, 7] puis on obtient la courbe compléte
par symétrie centrale de centre O.

— Enfin, pour ¢t € [0, 7], on a
M(m—t) = (sin(2r—2t), sin(37—3t)) = (sin(—2¢), sin(r—3t)) = (—sin(2¢), sin(3t))
et donc
vie 0,7, M(r—1) = siop(M(1).
Compte tenu de ce qui précede, on étudie et on construit la courbe pour ¢t € [0, /2],

on effectue la réflexion d’axe (Oy), puis on obtient la courbe compléte par symétrie
centrale de centre O.

8.3. Points simples, points multiples

Définition 8.9. — Soit f : t — M (t) une courbe paramétrée et soit A un point
du plan. On appelle multiplicité du point A par rapport a la courbe f le nombre de
réels ¢ tels que M(t) = A.
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e Si A est atteint une et une seule fois, sa multiplicité est 1 et on dit que le point
A est un point stmple de la courbe.

e Si A est atteint pour deux valeurs distinctes du parameétre et deux seulement, sa
multiplicité est 2 et on dit que le point A est un point double de la courbe.

e On parle de méme de points triples, quadruples,.... Un point est dit multiple dés
que sa multiplicité est au moins égale a 2.

e Une courbe dont tous les points sont simples est dite courbe paramétrée simple.
Cela revient a dire que l'application ¢ — M (t) est injective.

Comment trouver les éventuels points multiples ?

Soit f : D — R? > M(t) une courbe paramétrée. Pour trouver les éventuels
points multiples de cette courbe, on cherche les couples (t,u) € D? tels que

M(t) = M(u)
t>u
On se limite au couple (¢, u) avec t > wu afin de ne pas compter la solution redondante
(u,t) en plus de (t,u).
, ' z(t) = t*+1
Ezxemple 8.10. — Recherchons les points multiples de la courbe 5 o -
y(t) = >+t
Il S’agit de trouver (¢,u) € R? tels que
t* 4+t u® 4 u
2 = P+’
t>u

24+t = u+u (22— = u—t
e+t = e = -’ = w1
t>u t>u

= (t—u) (P +tut+u?) = (u—t)(u+t)

<= tu =0

Le systéme considéré posséde une seule solution : (0, —1). L’arc paramétré considéré
posséde donc un unique point double, le point M (0) = M(—1) = (0,0).

8.4. Tangente & une courbe paramétrée

8.4.1. Tangente & une courbe. — Soit f : D — R, t — M(t) une courbe. Soit
to € D. On se propose de définir la notion fondamentale de tangente a la courbe au
point M ().
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On doit d’abord prendre garde au fait que lorsque ce point M (ty) est un point
multiple de la courbe, alors la courbe peut avoir plusieurs "tangentes” en ce point.
Pour éviter cela, on supposera que la courbe est localement simple en tg, c’est-
a-dire qu’il existe un intervalle ouvert non vide I de centre ¢y tel que 1’équation
M(t) = M(ty) admette une et une seule solution dans D N I, a savoir t = t.
Il revient au méme de dire que 'application ¢ +— M(t) est localement injective.
Dans tout ce paragraphe nous supposerons systématiquement que cette condition
est réalisée.

Définition 8.11. — Soit f : D — R, t — M(t) une courbe paramétrée et soit
to € D. On suppose que la courbe est localement simple en 3. On dit que la courbe
admet une tangente en M (tg) si la droite (M ()M (ty)) admet une position limite
quand ¢ tend vers ty. Dans ce cas, la droite limite est appelée la tangente a la courbe
au point M (g).

8.4.2. Vecteur dérivé. — On sait déja que la tangente en M(ty), quand elle
existe, passe par le point M (t). Il reste donc & préciser sa direction.
Pour ¢ # to, un vecteur directeur de la droite (M (to)M(t)) est le vecteur

r(t) — x(to
i = (22,

Rappelons que ce vecteur est supposé non nul pour ¢ proche de ¢, et distinct de .
Quand t tend vers t, les coordonnées de ce vecteur tendent vers 0, autrement dit le
vecteur M (tg) M (t) tend hélas vers 0.

Définition 8.12. — Soit t — M(t) = (z(t),y(t)), t € D C R, une courbe
paramétrée et soit to € D. On dit que la courbe est continue en ty si les fonctions x
et y sont continues en ty. La courbe est dite continue sur D si elle est continue en
tout point de D.

Revenons a notre tangente.
Pour ¢ # to, un autre vecteur directeur de la droite (M (to)M(t)) est le vecteur

1 z(t)—z(to)

o t—to

t—tg M(to)M(1) = <y(t>—y<to>>'
t—to

Définition 8.13. — Soit t — M(t) = (z(t),y(t)), t € D C R, une courbe

paramétrée et soit ty € D. On dit que la courbe est dérivable en t, si les fonctions
x et y sont dérivables en ty. Dans ce cas, le vecteur dérivé de la courbe en t; est le

vecteur (2; gg; ) .

Ce vecteur est noté 2 (t,).

H
8.4.3. Tangente en un point régulier. — Si le vecteur dérivé %(to) est non

nul, celui-ci indique effectivement la direction limite de la droite (M (to)M (t)) quand
t tend vers tg.
Nous étudierons plus tard le cas ou le vecteur dérivé est nul.

Définition 8.14. — Soit t — M (t), t € D C R une courbe dérivable sur D et soit
to € D.

STy —
— Si dd—]\f(tg) # 0, on dit que le point M (ty) est réqulier.
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Ty —
— Si () = 0, on dit que le point M (ty) est singulier.

— Une courbe dont tous les points sont réguliers est dite courbe réguliere.

Interprétation cinématique. Sit est le temps, le vecteur dérivé %(zﬁo) est le vecteur
vitesse au point M (ty). Un point singulier, ¢’est-a-dire un point en lequel la vitesse
est nulle, s’appellera alors plus volontiers point stationnaire. D’un point de vue
cinématique, il est logique que le vecteur vitesse en un point, quand il est non nul,
dirige la tangente a la trajectoire en ce point. C’est ce qu’exprime le résultat suivant,
qui découle directement de notre étude du vecteur dérivé.

Proposition 8.15. — En tout point régulier d’une courbe dérivable, cette courbe
admet une tangente. De plus, cette tangente est dirigée par le vecteur dérivé en ce
point.
Ty —
Compte tenu de ce résultat, on voit bien que si dd—]\f(to) =# 0, une équation de la
tangente Ty en M (o) est donc donnée par

x—x(ty) 2'(to
Mzy) el y—yEtog Z/Etog =0
c’est-a-dire
(8.4.1) M(z,y) €Ty <= o(to) (x —x(to)) — 2'(to) (v — y(to)) = 0.

o z(t) = sin(2t)
Ezxzemple 8.16. — Reprenons le courbe de Lissajous , t €
y(t) = sin(3t)
[_ﬂ—aﬂ]'
Montrons qu’elle est réguliére et recherchons les éventuels points ou la tangente est
verticale.
On a vu a l'exemple 1.2.2 que, par symétries, on peut restreindre notre étude a

[0, 7/2].

Au point M (t) = sin(2t)

sin(3t)

Ty - (20) = (20

Or, pour t € [0,7/2], on a

), le vecteur dérivée est

() =0 < 2cos(2t) =0 < = %

et

s s
y(t) =0 < 3cos(3t) =0 «— tzE out=g.

Les deux coordonnées du vecteur dérivé ne s’annulent jamais en méme temps, ce qui

prouve que tous les points de la courbe sont réguliers, et le vecteur dérivé dirige la

tangente.

D’aprés (10.1), la tangente en un point M (ty) est verticale lorsque z/(ty) = 0 et
y'(to) # 0, autrement dit ici en M (7/4).
On trouve les autres tangentes verticales par symétrie.
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8.5. Etude locale d’une courbe paramétrée

On considére une courbe paramétrée I — R?, ¢+ M(t) = (z(t),y(t)) ou I est
supposé ici un intervalle ouvert. Soit ty € I. On se propose d’étudier cette courbe
au voisinage du point M (to).

Nous supposerons que les composantes t — x(t) et t — y(t) possédent sur I autant
de dérivées z®) et y*) qu'il sera nécessaire.

On note M%) (t) le vecteur de composantes y (1) )

La formule de Taylor-Young en t, pour les fonctions z et y donne :

n

h h

n

h h
y(to +h) = y(to) + T y'(to) +...+ ) y " (to) + ea(h) h"
ou €1(h) et e5(h) tendent vers 0 quand h (h # 0) tend vers 0.

En fait, il est commode de regrouper les deux formules ci-dessus sous forme d’une
seule formule dite formule de Taylor- Young vectorielle :

n

N h _
M{(to) t0+h:—M’t0) ..+EM(")(t0)+h"gA(}3

ol le vecteur &:‘(—ES < g ;) tend vers <8> quand A tend vers 0.

Exemple 8.17. — Ecrivons la formule de Taylor-Young vectorielle & I'ordre 2 en
to = 1 pour l'arc paramétré a(t) = £t
o=1Dp p y(t) = ¢

Ona M(ty) = M(1) = (2) , et comme 2/(t) = 3t* — 1, y'(t) = €', 2"(t) = 6t et

_>
y"(t) = €', on en déduit que M'(1) = <§> et ]\7’(1) = (S) D’ou

z(1+h) = 2h + 3h* + 1(h) h?
et .
y(1+h) = e + eh + §h2 + eo9(h) h?

ce qui donne vectoriellement :

MM+ h) = h <2> LB (S) + (0 B2,

€ 2

Ceci étant, nous supposerons (ce qui sera le cas usuel) que les vecteurs dérivés

successifs M®*)(t,) ne sont pas tous nuls. On pose alors

% .
(8.5.1) p = min{kf e N, M® (1) # 0}.

Exemple 8.18. — Dans 'exemple précédent, on a M’(li = <§) #+ <8>, donc

p=1.
IR
Définition 8.19. — Avec l'entier p > 1 défini précédemment, le vecteur M P (ty)

est appelé vecteur tangent ou la courbe paramétrée t — M (t) au point M (to).

——y
La droite passant par le point M(ty) et de vecteur directeur M®)(t,) s’appelle la
tangente a la courbe au point M (t).
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Remarque 8.20. — Les définitions 1.5.3 généralisent, au cas ot p n’est plus né-
cessairement égal a 1, celles de la définition 1.4.2 et la proposition 1.4.8.

. x(t) = e —t ) .
Ezemple 8.21. — Considérons la courbe y(t) = - et déterminons sa
tangente au point M (0).
Ona 2/(t) = e — 1, y/(t) = 3t = 2t, 2"(t) = ' et y"(t) = 6t — 2. On en déduit

que M'(0) = (8) et M"(0) = (_12) Un vecteur tangent a la courbe en M (0)

1 . .
est donc donné par o) La tangente a la courbe au point M (0) est donc la droite

. 1 .. 1
passant par le point (0) et dirigée par le vecteur (_2>.

Remarque 8.22. — Le recours aux développements limités permet d’éviter les
calculs parfois fastidieux des dérivées successives 2 (¢y) et y™® (to).

Soit p > 1 l'entier défini en (10.2), et notons ¢ le premier entier strictement

supérieur a p tel que les vecteurs M®)(ty) et M@(ty) ne soient pas colinéaires. En
d’autres termes

\

(8.5.2) ¢ = min {k Sp, M® () £ A M@ (), VA€ R}.
. z(t) = e —t
Ezxemple 8.23. — Calculons les entiers p et ¢ pour la courbe yt) = 22—
Pour cela, nous allons calculer le développement limité a I’ordre 3 en 0 de la fonction
. el —t
vectorielle ¢ — 243

Il suffit de déterminer le développement limité en 0 des fonctions x : ¢+ e —t et
de y : t+— 2 — 3. Or au voisinage de t = 0, on a
2 t3
z(t) = e —t =1+ =+ —+t2(t)
2 6
et

y(t) = t* — 13

z(t)\ _ (1 2 (1/2 3 (1/6 3 (€1(t)
G0 = () = () +e (M) = (4),
d’ou 'on déduit que
—_— —_— —
o) = (5) - w0 = (1) @ = (V).
0 1 -1
On en conclut aussitot que p = 2, et comme de plus on a

/2 1/6] 2
‘1 —1“‘57&0’

On a donc

alors les vecteurs M”(0) et M”(0) ne sont pas colinéaires, et par conséquent ¢ = 3.

Dans toute la suite, on note
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ol p et ¢ sont les entiers strictement positifs définis précédemment.
Par définition de p et g, il existe des constantes réelles Ap4q, ..., A\;—1 telles que

—_—
M®(t)) = MA@, pour p+1<k<qg—1.

La formule de Taylor-Young au voisinage de tq s’écrit donc

¢ _ 1 >\P+1 )\q,1 =1\ — hq -
M (to)M(to + ) = hp<a+<p+1)! h+...+(q_1)! haP >u+ av+hq5m

ol 5(73 = (?‘Eii) tend vers (8) lorsque h (h # 0) tend vers 0.
2

Pour étudier la courbe paramétrée t — M (t) au voisinage du point M (ty), on se
place dans le repére (M (to), d, 17) ou u et v désignent les vecteurs non colinéaires
définis précédemment.

Proposition 8.24. — La position de la courbe paramétrée au voisinage du point
M (to) dépend du couple (p,q) défini précédemment.

e Sip impair et q pair
La courbe reste d’un méme coté de sa tangente (le coté indiqué par ¥) :

Y

NI

On dit que la courbe admet en M (ty) un point d’allure ordinaire.
e Sip impair et q impair
La courbe traverse sa tangente en M (to) :

Y

On dit que la courbe présente en M (ty) un point d’inflexion.

e Sip pair et q impair

La courbe traverse sa tangente en M (ty), mais en restant d’un méme coté de v (le
coté indiqué par i) :



140 CHAPITRE 8. COURBES PARAMETREES PLANES

On dit alors que la courbe présente en M (ty) un rebroussement de premiére espéce.

o Sip pair et q pair

La courbe reste d’un méme coté de U mais sans traverser la tangente en ce point :
Y

On dit que la courbe admet en M (to) un rebroussement de seconde espéce.

Démonstration. — On va utiliser ’expression suivante de la formule de Taylor-
Young obtenue ci-dessus :

1 Apt1 Ag—1 . h4
M{to)M(to +h) = b7 (5 + 2 b4 S R0 ) @4 2 4 R e (R,
Si (a, 8) sont les coordonnées du point M (to + h) dans le repere (M (to), @, ¥), on
a d’apres la formule ci-dessus :

hP h?
q!

o= (L+e1(h) et B = — (1+ea(h))

ot €1(h) et e1(h) tendent vers 0 quand h tend vers 0.

On observe alors que quand h passe par 0 du négatif au positif (de gauche a droite),
alors d’aprés la formule ci-dessus, pour h assez petit, a a le signe de h? tandis que
[ a le signe de h?, ce qui selon les parités de p et ¢, fournit les quatre cas analysés
dans la proposition. O

Remarque 8.25. — Intuitivement, on ne peut rencontrer des points de rebrousse-
ment qu’en un point singulier, car en un point ot la vitesse est non nulle, on continue
son chemin dans le méme sens.

. t) = (t+1)e
Exemple 8.26. — Considérons la courbe paramétrée { zé t)> B 7?22; e

Montrons qu’elle admet un unique point singulier et étudions son allure au voisinage
de ce point.

Par définition, les points singuliers de la courbe sont les points de paramétre ¢
() = 0

solution du systéme { y(t) = 0
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Ici les fonctions = et y sont de classe C'*° sur R et on a

{x’(t) = (t+2)¢€
yo = (e

Comme €' > 0 pour tout ¢t € R, on a donc

Z(t) = 0 (t+2) =0 B
{ Ji) =0 = { tit+2) =0 < =72
-2
La courbe admet donc un unique point singulier, le point M (—2) = 4:_2 . Pour

étudier l'allure de la courbe au voisinage de ce point, il nous faut déterminer les
entiers p et ¢ correspondants.
Pour ¢ au voisinage de —2, on a les développements limités :

x(t) = —e2 + %2(25%—2)2 + %_Q(t+2)3 + o((t +2)%),

y(t) = 462 — e 2(t 1 2)° — %(t+2)3 +oo((t+2)).

WZG—;(;) et m:e—:(_l1>

On en déduit d’abord que p = 2, et comme

11
'—2 —1‘ =170

On a donc

\

les vecteurs M”(—2) et M"(—2) sont non colinéaires, donc ¢ = 3.
D’aprés la proposition précédente, on conclut que la courbe présente en M(—2) un
point de rebroussement de premiére espéce.

8.6. Branches infinies et asymptotes

t .
Dans ce paragraphe, la courbe f : t — M(t) = <§Et§> est définie sur un
intervalle I de R. On note C cette courbe et tg désigne I'une des bornes de I et
n’appartient pas a I (¢y est soit un réel, soit —oo, soit 4+00).

Définition 8.27. — On dit que la courbe paramétrée C admet une branche infinie
en to dés que I'une au moins des deux fonctions ¢ — |z(t)| ou t — |y(t)| tend vers
I'infini quand ¢ tend vers .

Pour chaque branche infinie, on cherche s’il existe une asymptote, c’est-a-dire une
droite qui "approxime” cette branche infinie.
On dit qu’une droite d’équation y = ax + b est dite asymptote a C si y(t) — (ax(t) +
b) — 0 lorsque t — 0.

— Si, quand ¢ tend vers £y, () tend vers +o00 (ou —00) et y(t) tend vers un réel ¢,
la droite d’équation y = ¢ est dite asymptote horizontale a C.

— Si, quand t tend vers ty, z(t) tend vers un réel ¢ et y(t) tend vers 400 (ou —00),
la droite d’équation y = ¢ est dite asymptote verticale a C.

— Si, , quand ¢ tend vers tg, x(t) et y(t) tendent vers 400 (ou —o0), il faut affiner
I’étude.
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Définition 8.28. — Si, quand ¢ tend vers ty, x(t) et y(t) tendent vers +o0o (ou
—00), et si

1. % tend vers un réel non nul a,

2. y(t) —axz(t) tend vers un réel b (nul ou pas),
alors on dit que la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe C.

Remarque 8.29. — Une branche infinie peut ne pas avoir d’asymptote. On est

alors en présence des cas suivants :

— Si, quand ¢ tend vers g, x(t) et y(t) tendent vers +oo (ou —c0), et si % tend
vers +00 (ou —o0), on dit que C admet une branche parabolique dans la direction
Oy.

— Si, quand ¢ tend vers tg, x(t) et y(t) tendent vers 400 (ou —00), et si % tend
vers 0, on dit que C admet une branche parabolique dans la direction Ozx.

a(t) = t*+2

Ezemple 8.30. — Etudions les branches infinies de la courbe C : { 5
yit) = &+ 5

Cette courbe paramétrée est définie sur | — 0o, 0[ U ]0, 4+ oo[. On a
lim z(t) = 400 et lim y(t) = o0
t——o0 t——o00
et de plus,
y(®) _ . _
Jim w0 " 1 et tl}r_nooy(t) z(t) = 0.

On en conclut que la droite d’équation y = z est asymptote a C quand ¢ tend vers
—00.

On obtient le méme résultat en 400, c’est-a-dire que la droite d’équation y = x
est asymptote a C également en +o00.

Examinons ce qui se passe quand t tend vers 0.

On a
. . . y(t)
A elt) = oo, i ylt) = oo et In o)
On obtient également :
lim z(t) = 400 , lim y(t) = o0 et lim yt) = +o0.
=0+ t—0+ t—0+ ()

On conclut que C admet une branche parabolique de direction Oy lorsque ¢ tend
vers 0.

8.7. Plan d’étude d’une courbe paramétrée

Pour la construction d’'une courbe paramétrée f : t — M(t) = <x(t) > , on

procéde de la maniére suivante :

1. Domaine de définition de la courbe :

C’est I'intersection des domaines de définition des fonctions t — x(t) et t — y(?).
Une fois précisé, on détermine ensuite un domaine d’étude : grace aux éventuelles
symétries, périodicités...

2. Vecteur dérivé :

On calcule les dérivées des composantes de t — M (t). Les valeurs de ¢t pour lesquelles
2'(t) = 0 et y'(t) # 0 fournissent les points & tangente verticale tandis que les
valeurs de t pour lesquelles y/(t) = 0 et 2/(¢) # 0 fournissent les points a tangente



8.7. PLAN D’ETUDE D’UNE COURBE PARAMETREE 143

horizontale. Enfin, les valeurs de t pour lesquelles z/(t) = y/(t) = 0 fournissent les
points singuliers qu’on examinera un a un par la suite.
3. Tableau de variations conjointes :

L’étude de 2’ et v’ permet de connaitre les variations de x et y. On reporte alors les
résultats des variations conjointes des fonctions x et y dans un tableau de la forme :

t

/(1)

T

y'(t)

Ce tableau consigne les variations des deux fonctions x et y simultanément. Il nous
montre I’évolution du point M (t). Ainsi, pour une valeur de ¢ donnée, on doit lire
verticalement les résultats concernant a la fois x et y.

4. Etude aux points singuliers :

On effectue une étude locale comme indiqué au paragraphe 1.5.

5. Etude des branches infinies :

On procéde comme indiqué au paragraphe 1.6

6. Construction de la courbe :

On place un repére orthonormé. On construit ensuite toutes les droites asymptotes.
On place ensuite les points importants avec leur tangente (points & tangente horizon-
tale, verticale, points singuliers, points d’intersection avec une doite asymptote, ...).
On passe alors a la construction effective de la courbe grace aux régles suivantes :

— Si x croit et y croit, on va vers la droite et vers le haut.

— Si x croit et y décroit, on va vers la droite et vers le bas.

— Si x décroit et y croit, on va vers la gauche et vers le haut.
— Si x décroit et y décroit, on va vers la gauche et vers le bas.
7. Les points multiples :

Si la construction de la courbe laisse apparaitre des points multiples, alors on cherche
a déterminer leurs coordonnées précises en suivant la démarche indiquée au para-
graphe??
a(t) = 26+ 54

1
y(t) = =5
Le domaine de définition de C est | — oo, — 2[U] — 3, + oof.

Il n’y a pas de symétrie évidente ni de périodicité. Le domaine d’étude de la courbe
est donc le méme que son domaine de définition.

Ezxemple 8.31. — Construisons la courbe C : {

Variations de = et de y :
Les fonctions ¢ — x(t) et t — y(t) sont dérivables sur D, et on a
2 = 2t (t+1) J(t) = 20 (t+1) (4% + 1)
(2t +1)2 (2t 4 1)2
On en déduit facilement que :
er/(t)=0 < t=0 ou t=—1.
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o1'(t) >0 <= te]—o00, —1[U0, + o0l

0 y(t)=0 «— t=-1

ey(t) 20 «— te[-1, -i[U]-1 +o0f
— Branches infinies :

On a

lim x(t) = lim 2t = —oo et lim y(t) = lim t* = +oo.
t——o00 t——o0 t——o00 t——o00

De plus,

t t2
y() = lim — = —oo0.
t——o0 l’(t) t——oco0 2t

Donc, quand t tend vers —oo, la courbe C admet une branche parabolique dans la
direction Oy.

Quand ¢ tend vers +oo, on obtient de la méme facon que la courbe C admet une

branche parabolique dans la direction Oy.

Examinons a présent ce qui se passe quand le paramétre ¢ tend vers —1/2. On a

lim z(t) = —o0 et lim y(t) = +oo.
t—)(—%)_ t—>(—%)_
De plus,
lim @ = -1
-(3)” 20
et

lim  yt)+a(t) = lim 26+t = —§.

o (-1) - (-1) y

On en déduit que, quand ¢ tend vers (— l) , la courbe C admet I'asymptote oblique

2
d’équation y = —x — %.

Des calculs analogues permettent de voir que, quand ¢ tend vers ( — %)+, la courbe
C admet le droite d’équation y = —x — % comme asymptote.

Etudions la position de la courbe C par rapport a son asymptote oblique :
La position est donnée par le signe de y(t) — ( — z(t) — 3/4). Or

y(t)—(—x(t)—z) _ t2+2t+§l.

L’étude du signe du trinome du second degré montre alors que la courbe C est au-

dessus de I'asymptote lorsque ¢ tend vers ( — l)+ et en-dessous quand ¢ tend vers

2
-

(=3)

— Recherche de points singuliers :

Il s’agit de rechercher les éventuels points M(t) pour lesquels z'(t) = /() = 0.
D’aprés les calculs précédemment effectués pour z/(t) et 3/(t), on sait déja que la
courbe C admet un unique point singulier, le point M (—1).

Au voisinage de t = —1, on a les développements limités suivants :
a(t) = =3—4(t+1)>-8(t+1)°+ o((t+1)°)

y(t) = 2450 +1)*+8(t+1)°+ o((t+1)*).
La formule de Taylor-Young vectorielle au point M(—1) s’écrit donc

o = () e () e () - (i)



8.7. PLAN D’ETUDE D’UNE COURBE PARAMETREE 145

On en déduit aussitot que p = 2, et comme de plus, on a

—4 -8 .
les vecteurs ( 5 ) et ( N ) ne sont pas colinéaires, et par conséquent ¢ = 3.

On conclut que la courbe C admet en M (—1) = ( 9

) un point de rebroussement
de premiére espéce.
Observons enfin que z'(0) = 0 et 3/(0) = 2 # 0, donc la courbe admet une tangente

verticale au point M (0) = (_11>

Nous sommes maintenant en mesure de tracer la courbe C.

Compte tenu des calculs précedents, on a le tableau suivant des variations conjointes :

t —00 ~1 -3 0 +00
(1) + 0 = = 0 +
-3 400 400
“+00 +00 +00
1 2 —00
y’(t) - 0 + +

En appliquant la méthode indiquée au paragraphe 1.7, on obtient le tracé ci-dessous :
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8.8. Etude métrique des courbes planes

N

Cette section est consacrée a un nouvel aspect de 1’étude des courbes paramé-
trées planes : ['aspect métrique. Ainsi, le principal objectif de ce qui va suivre est
d’apprendre a calculer la longueur d’une courbe. Nous pousserons 1’étude jusqu’a
la définition et le calcul de notions plus géométriques, notamment celle de courbure
qui sera l'aboutissement de ce chapitre.
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Rappelons quun arc de classe C* (k > 1) est une application f : I — R? dont
les deux composantes x et y sont des fonctions réelles de classe C* sur I.

Définition 8.32. — Soit f : I — R? un arc paramétré de classe C* (k > 1).

On appelle changement de paramétrage (de classe C*) de f toute application ¢ :
J — I, ou J est un intervalle de R, telle que

* i est de classe C* sur J,

x p est bijective,
* o~ ! est de classe C* sur 1.

On appelle paramétrage admissible (de classe C*) de f toute application g : I — R?
ou J est un intervalle de R, telle qu'il existe un changement de paramétrage (de classe

Ck) p de f tel que g = fop.

Remarque 8.33. — 1) Si f : I — R? un arc paramétré de classe CF, et si
¢ : J — I est un changement de paramétrage (de classe C*) de f, alors les arcs
paramétrés f et f o ont le méme support.

2) On dit que deux arcs paramétrés f et g de classe CF, sont C*-équivalents s’il
existe un changement de paramétrage (de classe C*) ¢ tel que g = f o ¢.
La relation "étre C*-équivalent & ” dans 1’ensemble des arcs paramétrés de classe C*
est une relation d’équivalence, et on peut considérer q'une courbe de classe C* du
plan est en fait une classe d’équivalence pour cette relation d’équivalence.

3) Avec les notations de la définition précédente, ¢ est soit strictement croissante,
soit strictement décroissante. Si ¢ est strictement croissante (resp. décroissante), on
dit que les arcs paramétrés f et f o sont de méme sens (resp. de sens contraires).

Ezxemple 8.34. — Le paramétrage le plus classique du cercle trigonométrique est
donné par
fo[0,27] = R*, ¢+ (cos(t), sin(t)).
Mais on peut également choisir le paramétrage :
g : [0,7] = R*, t> (cos(2t), sin(2t)),
pour lequel on parcour bien le méme cercle, mais deux fois plus vite.

Définition 8.35. — Un arc f : I — R? de classe C! est dit régulier si le vecteur

—_>
7 = ) = .0 0)

ne s’annule en aucun point de /.

Si f est de classe C?, on dit que cet arc est birégulier si le vecteur f’ (tb et le vecteur

VY
7 = TR = @0, 4'(0)

forment une base de R? en tout point de I.

Remarque 8.36. — La birégularité implique évidemment la régularité. En parti-
culier, un arc birégulier ne présente que des points d’allure ordinaire.

Proposition 8.37. — La notion de birégularité est indépendante du changement
de paramétrage.

Démonstration. — Montrons-le d’abord pour la régularité :
Si on pose g = f oy, en notant (x,y) les composantes de f, et (u,v) celles de g,
alors on a

/

U= (zop) = ¢ x(2op) et v = (yop) = ¢ X (yop)
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Comme ¢’ ne peut pas s’annuler (sinon sa réciproque ne serait pas de classe C* sur
I), on a

(W'(t),0'(t)) = (0,0) <= (2'(¢(t).y'(¢(t)) = (0,0).
Il est alors clair que s’il y a un point singulier pour un paramétrage, il y en a aussi
un pour l'autre (pas nécessairement pour la méme valeur du paramétre, bien sir).

— Montrons maintenant la birégularité :

On a
u// — (’0// X (I'/OQD) +g0,2 X (ZE”OQD)
et
v =" x (Y o) + ¢ x (¥ o).
Apreés développements et simplifications, on obtient facilement
det((u/, U/); (u//’ U//)) — UIU,/ . UI/U/
= ¢° xdet((z' 0, (y 0 p); (2" 0 0,y 0 p)).
On observe alors que s’il y a un point qui n’est pas birégulier pour un des paramé-

trages, ce sera également le cas pour 'autre. O]

Définition 8.38. — On appelle la longueur de Uarc paramétré f : [to,t;] — R?
le nombre réel

t1 —
(8.8.1) L = / I/ (t)]| dt.
to
Remarque 8.39. — Cette notion est elle aussi indépendante du paramétrage ad-

missible choisi. Cela découle d’une application immédiate de la formule de change-
ment de variable pour les intégrales. En effet, d’aprés les calculs effectués dans la

démonstration précédente, on a Hg’(tb” = | ()] Hf’(go(t”\.

Ezxemple 8.40. — Calculons la longueur du cercle trigonométrique.
Si on prend le paramétrage usuel f : [0,27] — R?, ¢+ (cos(t), sin(¢)), on a aussitot

f'(t) = (—sin(t), cos(t)) qui est toujours de norme 1. On retrouve bien la longueur

du cercle unité : ,
L = / 1dt = 2m.
0

Si maintenant on prend le paramétrage g : [0, 7] — R? ¢ — (cos(2t), sin(2t)), alors

il vient g’(t; = (—2sin(t),2cos(t)) qui est toujours de norme 2 et on a

/ 2dt = 2,
0

ce qui nous redonne bien la longueur du cercle trigonométrique.

Remarque 8.41. — Lorsque la courbe C est donnée par un paramétrage cartésien
I =Rt (x(t),y(t)),

la formule (10.4) s’écrit alors

L= / VEOE T GO dt

Ezxemple 8.42. — Calculons la longueur d’un astéroide paramétré par
[0,27] — R?, 1+ (cos®(t), sin®(t)).

On commence par constater que, par symétrie, la longueur totale de la courbe sera
égale a quatre fois la longueur obtenue sur l'intervalle [0,7/2] (théoriquement, on
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devrait calculer sur I'intervalle ouvert puisque les points aux bornes sont des points
singuliers, mais cela ne change rien au calcul de l'intégrale). Cela étant, on a

2'(t) = —3 sin(t) cos’(t) et y'(t) = 3 cos(t) sin(t),

d’ou
/2
L = / \/9 sin?(t) cost(t) + 9 cos?(t) sin®(¢) dt
= 12/ \/sin2(t) cos?(t) (cos?(t) + sin’(t)) dt
0
w/2 /2
= 12/ sin(t) cos(t) dt = 6/ sin(2t) dt
0 0
= 3[- cos(2t)}g/2 =3(1+1) =6.
(Y
Remarque 8.43. — Si la courbe est donnée comme graphe d’une fonction

fifvo,m] =R, v=y=f(v),

alors sa longueur est donnée par la formule

z1
- [ VTP e
zo
En effet, via le paramétrage

t—a(t)=t et t—y(t)=f(t) = f(z)

on aura z'(t) =1 et y/(t) = f'(x), et par conséquent

L= @2+ () 2dt—/ Vit 2 da.

to

Exemple 8.44. — Lalongueur L d'un arc de parabole d’équation y = 22 entre ses
points d’abscisse 0 et d’abscisse 2 est donnée par

p- [ViTER e
et une intégration par parties permet Ode voir que
= V17 + iArgsh( ) = V17T + - ln(4+\/_).
Paramétrisation a 1’aide de I’abscisse curv111gne

Définition 8.45. — Un paramétrage f : [ — R? est dit normal si Hf’(tiH =
en tout point ¢ de I.

Remarque 8.46. — Un paramétrage normal d’une courbe est tout simplement un
paramétrage pour lequel on parcourt cette courbe a vitesse constante égale a 1.
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Définition 8.47. — Soit f : I — R? un paramétrage d’une courbe C. On appelle
abscisse curviligne sur C, toute application s : I — R, de classe C* sur I telle que

viel, s'(t) = [IF' @Il

Remarque 8.48. — Puisque 'application I — R, t — || f'(t)]| est continue sur I,
une application s : I — R est une abscisse curviligne sur C s’il existe ¢y € I tel que

Wef,qn::[HP@de

Ainsi, un arc paramétré C admet une infinité d’abscisses curvilignes, qui se dé-
duisent de I'une d’entre elles par addition d’une constante.

Définition 8.49. — On appelle paramétrage normal de d’'un arc paramétré f de
classe C! tout paramétrage admissible g : J — R? de classe C! tel que

veeJ, llgwll = 1.

Proposition 8.50. — Si f est un arc paramétré régulier, alors
e pour toute abscisse cirviligne s sur C, f o ™! est un paramétrage normal de f,

e pour tout paramétrage normal g de f, il existe une abscisse curviligne s de C telle

que

1

g=fost ou g=fo(—s) "

On dit plus simplement que s et —s sont des paramétrage normaux de C.

Démonstration. — Supposons f régulier, ¢’est-a-dire que f’(¢) # 0 pour tout ¢ € I.
Notons s : I — s(/) C R une abscisse curviligne.
— L’application s est de classe C! sur I, J = s(I) est un intervalle de R, et on a

vtel, st) = ||f )] > 0.

Il en résulte que s : I — J est bijective et que s7! : J — I est de classe C* sur J.
Ainsi, f o s~ ! est un paramétrage admissible de f.
De plus, en notant ¢ = f o s™!, on a pour tout v € J :

ol = |7y 77| = gy 17767 @Dl = 1

donc g est un paramétrage normal de f.

— Réciproquement, soit g : J — R? un paramétrage normal de f. Puisque ¢ est un
paramétrage admissible de f, il existe ¢ : J — I, de classe C! sur J, bijective, de
réciproque ¢! de classe C! sur I, et telle que g = f o .
L’application ¢ = ¢~! : I — J est de classe C* sur I et

viel, [If Ol = lgew)®l = [1¥'{) g (@)l =

Comme ' > 0 ou ¢ < 0, on déduit que

(vtel,v'@t) = @l) ou (vtel, v'(t) = —lf @)

ce qui montre que ¥ ou — est une abscisse curviligne sur C. O

W(t).

Une courbe C est dite réguliere si elle admet au moins un paramétrage régulier f.
On peut alors paramétrer C par I’abscisse curviligne (en choisissant une origine des
abscisses curvilignes sur C) et on obtient ainsi un paramétrage normal s — M (s)
de C.

Nous supposerons dans la suite que C est paramétrée par une abscisse curviligne s.
Nous supposerons dans ce qui suit que C est paramétrée par une abscisse curviligne.
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Définition 8.51. — — On appelle vecteur tangent unitaire (orientant) de C en
M(s) le vecteur
—
T _ aM
ds
— On note ﬁ = Rotz (?) ou Roty désigne la rotation d’angle 6 et de centre

I'origine.

— Le repére orthonormé direct (M, ?, ﬁ) est appelé repére de Frenet en M & C.

Proposition 8.52. — Soit f : J — R? un paramétrage normal de classe C* (k >
2) de C. Il existe une application ¢ : J — R de classe C*~1 telle que
— —
Vs e J, T = cosp(s) @ + sinp(s) 7.
Remarque 8.53. — Avec les notations et les hypothéses de cette proposition, on
a
ﬁ dx , dy
= , 2m|, = — et = —.
© (¢,T) [2n], cose 5, ot sing = —-

De méme, on a les définitions suivantes :

Définition 8.54. — On appelle :

L. rayon de courbure en un point M(s) de C le réel R défini par

d
R =
dg
2. courbure en un point M(s) a C le réel vy défini par
1
Y= R

Remarque 8.55. — 1) On admet que R et vy puissent prendre les valeurs 0, +
00, — 0.

: o (dM BM

2) On peut montrer que si la famille (K? o

s, et donc R(s) est un nombre réel bien défini et R(s) =

> est libre, alors ¢'(s) # 0 pour tout

©'(s)"

Ezxemple 8.56. — Supposons C définie par par un paramétrage régulier ¢ —
(z(t),y(t)) de classe C*. On a

s = V@OP+ )2 ave {yg; = cosy

= & singp

{ 2'(t) = " cosp — ¢ sing

y'(t) = s"sinp + s'¢’ cosp
Donc
S = 'y — a"y
V)2 + (y'(6)*
et de la
(8.8.2) ro 8 _ VEOP+E®)?

/ 1ol 1ot
¥ ry” —xy
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Exemple 8.57. — On sait qu'un cercle de centre (a,b) et de rayon r > 0 est
paramétré par ¢ — (a +rcost,b+sint). On a donc

2/ (t) = —rsint, 2"(t) = —rcost, y'(t) =rcost et y"(t) = —rsint.

D’aprés la relation (10.5), on a

R - Vr2sin?t + r2 cos?t or 1

r2sin®t + r2 cos? t r2 r

Le rayon de courbure d'un cercle de rayon r > 0 est donc en tout point égal a %

tandis que sa courbure est égale a r.

Exzemple 8.58. — Supposons que C soit donnée par y = f(x) ou f : I — R est
supposée de classe C?. Alors C est paramétrée par le paramétre z, et en tout point
ot f” ne s’annule pas on a

3

(1+(f'(2))*)*

f"(x)

Ezemple 8.59. — Pour toute droite D d’équation y = ax + b (a € R) dans R?,
on a f'(z) =aet f’(x) =0 en tout point = de R. La formule (6.10) montre alors
que le rayon de courbure en tout point de D est infini et que la courbure est nulle
(ce qui est intuitivement évident pour une droite!).

(8.8.3) R =

Formules de Frenet

Proposition 8.60. — Avec les notations introduites ci-dessus, on a les formules
sutvantes, appelées formules de Frenet :

i 3 @ 7

ds R’ ds R’

Démonstration. — On a
it de il 1
ds ds dp R
ainsi que N N
N _dpdN 1 1z

ds ds dg R

8.9. Exercices

Exercice 154

Déterminer le domaine de définition des courbes paramétrées suivantes :
z(t) = 1/(1 —t?) z(t) = Int z(t) = Vi—1
y(t) = €'/t 7 y(t) = cost ' y(t) = V2 —t2 '

Exercice 155

z(t) = 3/(t* — 1)

y(t) = 1/(£ = 1)

a) Déterminer le domaine de définition de cette courbe.

b) Effectuer le changement de ¢ en —t dans z et y. Qu’en déduit-on pour le domaine
d’étude ?

c¢) Effectuer le changement de ¢ en 1/¢. Qu’en déduit-on ?

On considére la courbe paramétrée par {
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Exercice 156
_ z(t) = cos®t + In(|sint|)
On considére la courbe paramétrée par ) .
y(t) = sint cost

1) Déterminer le domaine définition de cette courbe.

2) Effectuer le changement de t — t+m dans x et y. Qu’en déduit-on pour le domaine
d’étude ?

3) Peut-on réduire davantage ce domaine ?

Exercice 157
Ecrire une équation cartésienne pour chacune des courbes paramétrées suivantes :

{ o(t) =1-t { z(t) = acht

y(t) = t* y(t) = bsht

Exercice 158

z(t) = (1—3)/(1+1?)

y(t) = (t=£)/(1+ )

En observant que y(t) = tx(t) pour tout t réel, en déduire les coordonnées de
I'unique point double de C.

On considére la courbe C paramétrée par {

Exercice 159

z(t) = (L—t)/(1+17)

y(t) = (t=19)/(1+ 1)

En observant que y(t) = ta(t) pour tout ¢ réel, en déduire les coordonnées de
I'unique point double de C.

On considére la courbe C paramétrée par {

Exercice 160

Déterminer les coordonnées des points doubles éventuels de chacune des courbes

suivantes :
{ z(t) = t* -2 z(t) = 2t + t?
y(t) = (" + 1)/ |yt = @26 — 1)/

Exercice 161

1) Soit C une courbe paramétrée par t — (z(t),y(t)) ou les composantes z et y
admettent en 0 les développements limités suivants :

w(t) =112 4+2t3 —t* 4 o(t?) et y(t) =2+ 1% — 26> — t* + o(t*).
On note A le point de paramétre t = 0.
a) La courbe C admet-elle un point stationnaire en A?
b) Déterminer une équation de la tangente T" & C au point A.
c¢) Etudier et tracer I'allure de C au voisinage de A.
)

2) Mémes questions avec la courbe C paramétrée par t — (z(t), y(t)) ou les fonctions
x et y admettent en 0 les développements limités suivants :

w(t) = 3 =202 + 26 —t* 4 o(t*) et y(t) = 24 3t — 3t° — t* + o(t?).

Exercice 162
z(t) = (+1)/t

On considére la courbe C paramétrée par )
P P {y@) = (26 +1)/(2?)
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1) Vérifier que C admet un seul point stationnaire M (ty) dont on précisera les coor-
données.

2) a) Ecrire la formule de Taylor-Young vectorielle en ¢,. En déduire les entiers p et
q ainsi que les vecteurs 4 et v du cours.

b) Préciser la nature du point stationnaire M (t).
3) Ecrire une équation cartésienne de la tangente & C au point M (to).
4) Tracer soigneusement ’allure de C au voisinage de ce point.

Exercice 163
On note C la courbe paramétrée par
z(t) = (263 — 1)/t
{ y(t) = 2t + 2
1) Montrer que C admet un unique point stationnaire M () ot ¢y est une valeur du
parameétre que 1’on précisera.

2) Ecrire la formule de Taylor-Young vectorielle au voisinage de ¢, & 'ordre 4. En
déduire les entiers p et g ainsi que les vecteurs 4 et ¢ du cours.

3) Dessiner soigneusement C au voisinage du point M ().

Exercice 164
x(t) = t/(1+13)

On considére la courbe C paramétrée par .
P P {y@) = 2/(1+)

1) Préciser le domaine de définition de C.

2) Pour tout t # 0, calculer x(%) et y(%) En déduire que 'on peut prendre

| —1,1[\{0} comme domaine d’é¢tude D et expliquer comment on récupére la courbe

compléte.

3) Etudier sur D les variations des fonctions t — z(t) et t s y(t) .

4) La courbe C admet-elle des points stationnaires ?

5) Etudier les branches infinies de C.

6)
)

7) Tracer soigneusement la courbe C.

Dresser le tableau de variations conjointes de x et de y.

8) La courbe C admet-elle des points multiples ? Si oui préciser pour quelles valeurs
de t.

Exercice 165

z(t) = t/(t—1)
y(t) = 3t/(t*=1)
On précisera avec soin la position de la courbe C par rapport a ses asymptotes.

Etudier les asymptotes de la courbe C paramétrée par {

Exercice 166
Soit C' la courbe paramétrée par
z(t) = 2t+t?
{ y(t) = (28 —1)/¢%
1) Montrer que si u et v sont deux réels distincts et non nuls, alors
r(u) = x(v ut+v = —2
{ y((u)) = yEU)) — { (w)? = 1.

2) En déduire que C' admet un point double dont on déterminera les coordonnées.
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Exercice 167

Etudier et tracer, au voisinage du point de paramétre ¢ = 0, 'allure des courbes
paramétrées suivantes :

{x(t):1+t2 ’{x(t)zl—l—tQ | ’{x(t):tcost

y(t) = t2 (1 —t?) y(t) = t* (1 -t y(t) = t sint

Exercice 168
z(t) = 1/(t* — 4t)

y(t) = (- 1)/t

tote oblique. Préciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote.

Montrer que la courbe paramétrée par { admet une asymp-

Exercice 169
Etudier les branches infinies des courbes paramétres suivantes :
{ x(t) = (t+2)*/(t+1) { z(t) = 2/(t—1) { z(t) = 3/(t* - 9)
y(t) = =2/t —-1) " L y@t) =t/ —1) 7 | y(t) = t(t—2)/(t=3)

Exercice 170
z(t) = t/(1+13)

On considére la courbe C paramétrée par .
P P {y<t> = 2/(1+)

a) Préciser le domaine de définition de C.

b) Pour tout t # 0, calculer x(%) et y(%) En déduire que l'on peut prendre
| —1,1[\{0} comme domaine d’étude D et expliquer comment on récupére la courbe
compléte.

¢) Etudier sur D les variations des fonctions ¢ — z(t) et ¢ — y(t) .

d) La courbe C admet-elle des points stationnaires ?

e) Etudier les branches infinies de C.

f) Dresser le tableau de variations conjointes de x et de y.
g) Tracer soigneusement la courbe C.

h) La courbe C admet-elle des points multiples ? Si oui préciser pour quelles valeurs
de t.

Exercice 171

On se propose d’étudier et de représenter graphiquement la courbe C paramétrée
par :

y(t) = (t=2)1)/(* = 1)

a) Déterminer le domaine de définition D de ce paramétrage.

{ a(t) = 2/(t —1)

)
b) Etudier les variations de et 3 , et déterminer les points stationnaires éventuels.
¢) Etudier = et y aux extrémités des intervalles constituant le domaine de définition
D.
d) Montrer que C admet une asymptote oblique A dont on précisera I’équation .
Etudier la position relative de C et A.
e) Etudier I'allure de C au voisinage du point de paramétre t = 2 .
f) Dresser le tableau de variations résumant les résultats obtenus ci-dessus.
g) Tracer la courbe C.
h) C admet-elle des points doubles ?
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Exercice 172
Etudier et représenter graphiquement les courbes paramétrées suivantes :

z(t) = 3/(t* = 1) z(t) = 1/(1 —t?)
y(t) =1/ =1) | yt) = /(1-1)

Exercice 173
Calculer la longueur de I'astéroide de paramétrage
z(t) = cos®t
[0,27] > R, t+— . 5
y(t) = sin’t

Réponse : 6.

Exercice 174
Calculer la longueur de la boucle de la courbe paramétrée par
z(t) = 3t2-1

R—-R, t
- H{y(t) = 33—t

Réponse : 4/\/3

Exercice 175
Donner un paramétrage normal d’un cercle centré a 'origine et de rayon r > 0.

Réponse : On peut choisir s(t) = rt comme abscisse curviligne. On a alors s~'(t) =
t/r d’ot un paramétrage normal donné par t — (r cos(t/r),rsin(t/r)).

Exercice 176

Calculer le rayon de courbure au point d’abscisse 2 de la courbe d’équation y =
Inx.

Exercice 177
Calculer le rayon de courbure & l'origine de la courbe paramétrée par
x(t) = 28 +t—1
R—-R, t— (t) U
y(t) = (t+1)e

Exercice 178

La chainette est la courbe décrite par un fil pesant, homogéne, tenu a ses deux
extrémités. Dans un repére approprié, elle admet pour équation y = ch(x).
1) Déterminer la longueur d’un arc de chainette.

2) Préciser le repére de Frenet et la courbure en un point.

1

Réponse : La courbure vaut v = et



CHAPITRE 9

VERS LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

9.1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

9.1.1. Définitions. —

Définition 9.1 (Forme générale de ’équation). — On appelle équation diffé-
rentielle scalaire linéaire d’ordre 1 toute équation différentielle de la forme :
(9.1.1) A(z)y" + B(z)y = C(x),

ou A, B, C sont trois fonctions continues de J C R & valeurs dans R, J étant un
intervalle de R non réduit & un point.
L’équation homogene associée a (9.1.1)) est :

(9.1.2) A(x)y + B(z)y =0.

Définition 9.2 (Forme résolue). — Si A ne s’annule pas en un point zy € J,

alors il existe un intervalle I C J tel que A(x) # 0 pour = € I et alors (9.1.1]) se met
sous la forme dite "résolue" sur I :

y_ B . C@

Alx)”  Ax)

= b(z)y + c(x).

Définition 9.3. — Soit J; C J un intervalle de R non réduit & un point. On dit
que f est une Ji-solution de (9.1.1)) si, pour tout = € J;, on a :

A(z) f'(x) + B(x) f(z) = C(x).

Nous nous intéresserons donc aux couples (Jq, f) qui résolvent 'équation (9.1.1)).
Si (Ji, f) est une solution de (9.1.1) et si Jy C Jy, alors (Ja, f) est une Jy solution

de (O.11).

Définition 9.4 (Solution maximale). — On dit que (Ji, f) est une solution
maximale de (9.1.1)) si et seulement si elle n’est la restriction a .J; d’aucune autre
solution qu’elle-méme.

Dans la suite, nous allons porter essentiellement notre attention les solutions de
I’équation mise sous forme résolue.

Le cas scalaire linéaire a le bon gotit d’étre particulierement simple & résoudre.
Nous considérons donc I'équation :

(9.1.3) vy =bx)y+c(x), ze€l,
ou b et ¢ sont des fonctions continues sur /. Nous rappelons 1’équation homogéne :

(9.1.4) y =bz)y, xzel.
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9.1.2. Propriétés élémentaires. — Nous disposons des théorémes élémentaires
suivants :

Théoréme 9.5. — L’ensemble des I;-solutions de est un R espace vectoriel.

Théoréme 9.6. — L’ensemble des Ir-solutions de est un R espace affine
de direction l’ensemble des I,-solutions de .

9.1.3. Résolution. —

Théoréme 9.7 (Equation homogéne). — Soit I, un intervalle de R non réduit
a un point. Les I -solutions de [’équation homogéne (H) forment un R e. v. de
dimension 1. De plus, les solutions mazximales sont définies sur I et si une solution
de (H) s’annule en un point, elle est identiquement nulle.

Théoréme 9.8. — Soit I un intervalle de R non réduit a un point. Les I1-solutions
de (E) forment une droite affine de dimension 1. De plus, les solutions maximales
sont définies sur I.

Si I’équation n’est pas mise sous forme résolue, on résout d’abord sur les intervalles
ou A ne s’annule pas, puis on se pose la question du recollement des solutions.

9.1.4. Résolution pratique. — La théorie du paragraphe précédent fournit les
solutions de fagon explicite. Cependant, il vaut mieux retenir le principe (trés géné-
ral) de la démonstration :

i. on résout I’équation homogéne (H),

ii. on cherche une solution particuliére de (E) : soit on en trouve une explicite, soit
on utilise la méthode de variation de la constante (qui marche a coup str!).

Proposition 9.9 (Superposition des solutions). — Considérons l’équation :

A(z)y + B(z)y = Z Ci(x),

avec A, B, C; continues sur I et avec A ne s’annulant pas sur I. Siy; est une solution

de
A(x)y' + B(z)y = Ci(x),
alors, > " y; est solution de (E).

Ezemple 9.10. — zy —y =1In(z) + 1

Théoréme 9.11 (Probléme de Cauchy). — On consideére (E) avec A, B,C
continues sur I et A ne s’annulant pas sur I. Alors, pour tout (xg,yo) € I x R, il
existe une unique solution Y de (E) définie sur I qui vérifie Y (xo) = yo. De plus,
toute solution de (F) qui vérifie y(xg) = yo est la restriction de Y a un intervalle
contenant xg.

Lorsque A s’annule sur [, tous les résultats précédents (structure des solutions,
existence, unicité) tombent en défaut : c’est le probléme du raccord des solutions
définies sur les intervalles ot A ne s’annule pas.

Exemple : ty’ — ay = 1. Pour quelles valeurs de « existe-t-il des solutions sur R 7
Que dire du probléme de Cauchy : existe-t-il des solutions telles que y(0) = yo € R?
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9.1.5. Cas des coefficients constants. —

Définition 9.12. — On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a
coefficients constants toute équation de la forme :

v +by=C(x), ouC:I— R continue.

Nous avons vu que les solutions de ’équation homogéne sont de la forme : y(z) =
e et que les solutions de (E) sont définies sur 1. Il y a des cas ol on peut
déterminer une solution particuliére sans recourir a la méthode de variation de la
constante.

1. Cas ou C(z) = P(z) quand P est un polynéme. On cherche une solution parti-
culiére sous la forme Q(x).

2. Cas ou C(x) = P(x)e® quand P est un polynéme. On cherche une solution sous
la forme e**g(z).
Ezxemple 9.13. —

1
1422

Yy —y=(z+1)e” +sin(2z) + x cos(x) +

9.1.6. Exercices. —
Exercice 179

Résoudre : 2%y —y =3 + }C
Exercice 180
Soit o € Z et :
(Ba) : oz — 1)y — (2 +a)z — 2)y = 2*(2 — a)z - 2).

Résoudre (E,). Quelles sont les solutions définies sur | — oo, 1] ? Pour quelles valeurs
de a y a-t-il des solutions sur R ? Etudier le probléme de Cauchy en x =0 et z = 1.

Exercice 181
Résoudre : ¢ —y = xe ™ + cos(2z) + (z — 1) sinz + In x.

9.2. Equations différentielles vectorielles linéaires d’ordre 1

9.2.1. Généralités sur les équations différentielles. —

Définition 9.14. — On appelle équation différentielle vectorielle linéaire d’ordre
1 toute équation différentielle de la forme :

(B):Y' = A})Y + B(t),

ou A: I — M,K) et B: I — KP sont continues. Dans ce qui suit, on pourra
considérer pour simplifier que p = 2.

De méme que dans le cas scalaire on définit I’équation homogeéne associée a (F) :
(H):Y'=A@)Y .

Une solution de (F) est un couple (J,¢) ou J est un intervalle inclus dans I et ¢
une fonction de classe C! sur J telle que :

ViedJ, ¢ =A(t)p+ B(t).
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9.2.1.1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz (cas linéaire). — Nous allons a présent
énoncer un théoreme fondamental donnant l'existence et 1'unicité d’une solution
au probléme de Cauchy (dans le cas linéaire).

Théoréme 9.15. — Soit A : I — M,(K) et B : I — KP deux applications
continues sur 1. Alors, pour tout (to,yo) € I x KP, I’équation :

(E):Y' =A@1)Y + B(t)
admet une unique solution satisfaisant Y (ty) = Yj.

9.2.1.2. Structure des solutions. — Nous savons donc que les solutions de (FE)
existent et sont définies sur /. Examinons donc leurs propriétés.

Proposition 9.16. — L’ensemble des solutions de (H) est un K-e. v. de dimension
p. L’ensemble des solutions de (E) est un espace affine de direction ’ensemble des
solutions de (H).

Choisissons désormais une base de F et considérons plutot les systémes :
Y' = A(t)Y.

Nous allons introduire une quantité commode pour savoir si p solutions de I’équation
homogeéne (H) forment une famille libre (et donc une base Sg).

9.2.1.2.1. Wronskien de p applications a valeurs dans KP. —
Définition 9.17. — On appelle wronskien de p applications Y7, - - - Y, de I & valeurs

dans K? la quantité :
w(t) = det(Ya(t), -+, Yy (1))
Proposition 9.18. — Si (Y1,---.,Y}) est lié, on a :
Viel, w(t)=0.
Proposition 9.19. — S’il existe ty € I tel que w(ty) # 0, alors (Y1,---,Y,) est

libre.

9.2.1.2.2. Wronskien des solutions de (H). —

Théoréme 9.20. — Soient Y1, ---,Y, p solutions du systéme homogéne (H) :Y' =
A(t)Y avec A continue sur I. Alors, on a :

Viel, w'(t)=Tr(A®t))w(t).
En particulier, Y1, --- Y, est li€ si et seulement si w est identiquement nulle si et
seulement st w s’annule en au moins un point.

9.2.1.2.3. Variation des constantes. — Supposons qu’on ait trouvé p solutions in-
dépendantes de (H). Nous pouvons alors déterminer les solutions de (F).

Théoréme 9.21. — Soient Y1, --- .Y, p solutions indépendantes de (H) sur I. On
pose :

p
Y(t)=> NYi(t), Vtel
=1

Alors, on a :
1. Y est dérivable si et seulement si les \; sont dérivables.
2.Y est solution de (E) si et seulement siy ¢, Ni(t)Y; = B(t).
Exemple : Résoudre : (> + 1)’ =tx —y+2t et (2 + 1)y =z +ty — 1.

. o = e+ (1 -y + (1 —17)?
Résoudre : { Y = v —ty £ t(1+ 1)
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9.3. Equations différentielles linéaires scalaires du second ordre
9.3.1. Généralités. —

Définition 9.22. — On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 toute
équation différentielle de la forme :

Alz)y" + B(x)y + C(x)y = D(x),
ou A, B,C et D sont des applications de I dans K continues.

Dans la suite, nous nous intéressons aux solutions maximales de 1’équation sous
forme résolue. Ecrivons le systéme linéaire d’ordre 1 associé a :

(E) : 4" = b(x)y + c(x)y + d(z)

avec a, b, c et d continues sur I. (E) est équivalent a (5) :

Lo
u = b(x)u+ c(x)y + d(z)

{5}:{J$béﬂ[z}+[&@}'

Nous pouvons appliquer les résultats précédents pour obtenir en particulier :

ou encore :

Proposition 9.23. — 1. Les solutions de (S) sont définies sur 1.
2. Les solutions de (H) forment un K e.v. de dimension 2.

3. Pour tout (to,ap,a;) € I x K2, il existe une unique solution de (E) définie sur
I telle que y(ty) = ag et y'(to) = a.

Dans le cas général, on ne sait résoudre ni (H) ni (E).

1. Si on connait deux solutions indépendantes y; et y, de (H) et une solution
particuliére de (£) yp, alors la solution générale de (E) est :

Y = My1 + Aay2 + Yo

2. Si on connait une solution Y de (H) ne s’annulant pas sur J C I, alors on va
pouvoir résoudre (E) sur J. On pose en effet y = zY et on est ramené a une
équation du premier ordre.

Résoudre : (1> + 1)z” — 2x = 4t(t* + 1) en remarquant que (H) posséde une
solution polyndmiale.

3. Si on connait deux solutions indépendantes y; et ys de (H), alors on peut
utiliser la méthode de variation des constantes. On commence par écrire le
systéme associé :

y | | 0 1 vl 0

u || e(x) b(x) u d(z) |-
[ z} } et { ?;? }sont deux solutions indépendantes de (H). On cherche alors la

1 2
solution générale sous la forme : Y = ¢1(x)Y) + c2(2)Y2 et on trouve :
0
e[ |

Il n’y a plus qu’a trouver ¢; et ¢y en inversant le systéme.

Résoudre : 22y” + xy’ — y = 22 en remarquant qu’il existe des solutions de la forme

™ avec m € Z.

9.3.2. Cas des coefficients constants. —
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9.3.2.1. Propriétés générales. —

Définition 9.24. — On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a
coefficients constants toute équation du type :

ay” + by’ + cy = D(x),
avec (a,b,c) € K* x K? et D : I — K continue.

Les solutions de (H) sont définies sur R et forment un K e. v. de dimension 2. Les
solutions de (F) sont définies sur I et forment un plan affine.

9.3.2.2. Solutions de (H). — On sait toujours calculer deux solutions indépen-
dantes de (H). On remarque déja que x +— €™ est solution de (H) si et seulement
si ar? + br + ¢ = 0. Deux cas se présentent.

9.3.2.2.1. K=C. — Si A =0? —4ac # 0, alors il y a deux racines distinctes r; et
9 et la solution générale de (H) est de la forme :

Yy = Ae"? + Age”?”.

rox

Si A =0, il y a une racine double ry. On pose y = ze"* et en remplacant on trouve :

2= A\r + p.

9.3.2.2.2. K=R. —Si A > 0, cf. le premier cas. Si A < 0, il y a deux racines
complexes conjuguées :
rm=a-+1ifetrs=a—1if.

Ces racines donnent lieu a deux solutions conjuguées :

y1 = e**(cos(fx) + isin(fx))
et
Yo = € (cos(fx) — isin(fx)).
On en déduit que Y7 = €™ cos(fx) et Yo = e** sin(fx) sont solutions de (H) et elles

sont indépendantes.
Résoudre : v + 4y +4y=0;y" — 5y —6y=0et " +o +y = 0.

9.3.2.3. Solutions de (E). — On connait toujours une solution de (H) de la forme
e", on peut donc chercher les solutions sous la forme : y = e"z.
Résoudre : i’ — 6y’ + 9y = 3x%e73% et 3y’ + y = tan?(x).

9.3.3. Quelques problémes classiques. —

9.3.3.1. Probleme des raccords : exemple. — Examiner le raccord des solutions de :
(t+1)y" — 2y — (t — 1)y = te”! en remarquant que e’ est solution de 1’équation
homogéne. Résoudre le probléme de Cauchy pour ces solutions.

9.3.3.2. Changement de variable ou de fonction inconnue : exemple. — Résoudre :
22y +dxy +2y =0

9.3.4. Exercices. —
Exercice 182

Résoudre (z + 1)y” — 3y — 2y = e~*. On cherchera une solution de (H) sous la
forme e**.

Exercice 183

Soit (E) : t*z" — 4tz + 6x = t*e’. Montrer que (H) admet des solutions sous la
forme t" et résoudre (E).
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Exercice 184
Résoudre : y" + 2y +y = 0.

Exercice 185

Résoudre : ¢y + 3y’ — 4y = 0.

Exercice 186

Résoudre : v — 4y’ + 5y = 0.

Exercice 187

Résoudre : ¢ +y = —

sin®

Exercice 188

Résoudre : ¢y — 3y’ + 1= (2z — 1)e ™.
Exercice 189

Résoudre : y” — 2y’ +y = x cosh(z) + zsin(2z).

Exercice 190
Soit (E) : %y" +xy' —4y = 52° In(x) +62°. Résoudre (FE) sachant que (H) posséde
une solution de la forme |z|*. Existe-t-il des solutions définies sur R ?

Exercice 191

Résoudre : (z + 1)y” —y' — zy = (z + 1)?. On pourra remarquer que y;(z) = €°
et yo(z) = (22 + 3)e™* sont solutions de I’équation homogeéne.

Exercice 192

Résoudre : 2%y” + 4xy’ + 2y = 0.

Exercice 193
Résoudre : (1 — 2?)y” — 2y’ +y = 0. On posera x = cost avec t €]0, 7|.

Exercice 194

Résoudre : 22(1 —x)y” —z(1+x)y’ +y = 0. On pourra chercher une solution sous
forme d’une série formelle > "% a,2"**. Que dire des solutions définies sur R ?

Exercice 195
Etudier les solutions de —” + 2%t = 1. Montrer que I’ensemble des solutions de
carré intégrable est de dimension 1 et en donner une base.

Exercice 196
Trouver une solution particuliere de :

2" + wiz = cos(wt).

Résoudre ensuite cette équation. Que se passe-t-il quand w = wqy ?

9.4. Systémes différentiels linéaires a coefficients constants

9.4.1. Etude théorique. —
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Définition 9.25. — On appelle systéme différentiel linéaire du premier ordre a
coefficients constants tout systéme différentiel de la forme :

X'(t) = AX(t) + B(t),
ou A e M,(K) et B:I— K" est continue.

Proposition 9.26. — Pour tout A € M,,(K), > Ak—’; est une série convergente et
sa somme est notée e. De plus, ¢t — et est dérivable et ¢'(t) = Ad(t) = ¢(t)A.

En particulier, cette proposition prouve que les solutions de (H) sont définies sur
R et qu’elles sont toutes de la forme : X (t) = ez ot 79 € K.

Proposition 9.27. — Soit P € GL,(K). Si on pose X = PZ, alors (E) est
équivalente a

7Z'(t) = P"'APZ(t) + P'B(t).

9.4.2. Résolution de (F) quand A est diagonalisable. —

9.4.2.1. Résolution de (H). — Si A est diagonalisable, alors il existe P € GL,(K)
telle que

PrAP = diag(\y, - -+, A\n).
En posant X = PZ, il vient :
Z'(t) = diag(Ay, -+, A\) Z (1)
et donc, pour tout ¢ € {1,--- ,n} :
2(t) = Nizi(t).

On en déduit que z;(t) = pe*®. On rappelle que P = (V4, -+, V,) ot les V; forment
une base de vecteurs propres. Ainsi, on a :

X(t) = Z eV
i=1

Résoudre :
Yy = Syt Y2 —Ys
Yo = 2y1 + 4ys — 2y3
Ys =  Y1— Y2+ 3ys3
9.4.2.2. Résolution de (F). — De la méme fagon que précédemment, on est ramené

a résoudre :

ou C(t) = P71B(t).

Une autre fagon serait d’utiliser la méthode de variation des constantes.
Résoudre :

yi = Syt ye—us
Yo = 2y1+4ys —2ys+1
ys = Y1 — Y2 + 3ys
Remarque 9.28. — Si les coefficients sont réels et si les valeurs propres de A ne

sont pas réelles, on peut tout de méme remarquer que les parties réelles et imaginaires
d’une solution sont solutions de (H).
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9.4.2.3. Résolution de (E) quand A est trigonalisable. — Dans ce cas, il existe
P € GL,(K) telle que

P'AP =T,

avec T' triangulaire supérieure. On est alors ramené a la résolution d’un systéme en
cascade.

Résoudre :
= 2y + 2z
y = —x+2y+2z
2 = —x+4+y+3z
9.4.3. Exercices. —
Exercice 197
Résoudre :
Vi = ity
Yy = 2y1+ 3

Exercice 198

Résoudre :
Y, = Y1 +4ys +cosx
Ys = 21 +3yp+2x

Exercice 199

Reésoudre :
Yy = Ya2tus
Yy = y1+ys3
Y3 = Y1ty

Exercice 200

Résoudre :
Y, = yatuys+e
Yy = y1+ys+t
ys = 1+
Exercice 201
Résoudre :
¥ = 8xr+12y+ 10z
y = —9r— 22y — 22z
Z = 9x+ 18y + 17z
Exercice 202
Résoudre :
{ y = y+z+1
2 = —y+3z—x
On calculera e*4.
Exercice 203
Résoudre :
¥ = —drxty+z
y = x—y—2z
7 = 2r+4+y—=z

On remarquera que la matrice associée A n’a qu'une seule valeur propre. Expliquer
pourquoi (A + Ad)? = 0.
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Exercice 204
Résoudre : ) + 2y — ¢/ — 2y = 0.

9.5. Méthode du tir

Nous allons essentiellement donner des exemples de cette technique. Elle concerne
les équations différentielles avec des conditions aux limites qui ne sont pas celles de
Cauchy-Lipschitz.

Ezxzemple 9.29. — Pour ¢ # 0, résoudre 2’ = cx avec 2/(1) = 1. Le principe est
d’introduire un paramétre de tir 7 et de résoudre, en fonction de 7 le probléme :

¥ =cx, z(0)=r1.
Dans ce cas, on trouve :
z,(t) = Te”.

Il s’agit alors de sélectionner dans cette famille z, les éléments qui vérifient la condi-
tion aux limites. On calcule donc z/ (1) = c7 et cela impose : 7 = ¢! et nous avons
résolu le probléme.

Ezemple 9.30. — Résoudre " + x = 0 avec z(0) = z(1) = 0. On introduit le
parameétre de tir 7 en résolvant le probléme de Cauchy suivant :

"+ x=0, x(0)=0,2(0)=r.
Cela se résout sans difficulté :
x,(t) = Tsint.
z,(1) = 0 implique alors 7 = 0 et seule la solution nulle fonctionne.

Exemple 9.31. — Déterminer les nombres A pour lesquels il existe une solution
non nulle du probléme suivant :

"+ =0, z(0)=0,2(1)=0.

Remarquons déja que si A = 0, seule la solution nulle convient.
On résout donc :
2+ X =0, x(0)=0,2'(0)=r.

Si A <0, on trouve :

.
z-(t) = sinh(tv —\).
(1) = 7 sinh(t/=%)
La condition aux limites impose que 7 = 0.
Si A > 0, on trouve sans mal :

z.(t) = 7 sin(tvV/A).

La condition aux limites donne sin(v/A) = 0 et donc A = n?72. Ainsi, I'ensemble des
solutions est donné par :

. (1) = 7:_7r sin(nwt).
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9.6. Un probléme sur les lois de Képler
Considérons deux fonctions deux fois dérivables z1 et x5. On pose

\/331 +372

et on suppose que r est borné et ne s’annule pas.
On suppose qu’il existe un réel v > 0 tel que pour tout ¢ > 0,

" __’7:1:1 " :—71’2 )
1 (t> - T(t)3 <t> ’ 2(t) T(t)3 (t)

Ces équations sont issues de la Physique, via le principe fondamental de la dyna-
mique appliqué & un corps soumis a une force centrale (par exemple la Terre soumise
a lattraction du Soleil). En fait, v est le produit de la constante de gravitation uni-
verselle par la masse du Soleil.

1. On pose
1
At) = (@ (B)a(t) — 22()21 (1)
Montrer que A est une fonction constante, notée Ay.

Le fait que cette fonction est constante s’appelle en Physique "la loi des aires".
Elle a été énoncée initialement par Kepler pour décrire le mouvement des planétes
autour du Soleil.

2. Expliquer pourquoi r est dérivable et exprimer r’ en fonction de z;, 2y, x5 et 25,.
s L1 2

3. On pose

B(1) = (0 + 25(0%) - 2.

Montrer que E est une fonction constante, notée Ej.
En Physique, cette fonction E s’appelle "I’énergie" du systéme.

4. Démontrer que, pour tout ¢ > 0,
rt)? | 245 v

B0 ===+ v~

5. On pose, pour tout ¢t > 0, p(t) = % Montrer que

B(0) = LU0+ 2430007 — 29(0) = o

6. On considére la fonction 6 vérifiant[®)]
0'(t) = 2A0p(t)*, 6(0)=0.
Montrer que 6 réalise une bijection entre [0, +oc[ et [0,+o0c[. On note §~! sa
bijection réciproque.
7. Exprimer (§~')'(x) a l'aide de p et 6, pour tout = > 0.
8. On pose, pour tout = > 0,
plx) = p(0~" ().

Exprimer la dérivée de p en fonction des fonctions p et 6.

1. Le lecteur pourra observer que A(t) = 1r(t)%0'(t) et ce en vertu de l'exercice précédent.
2. Une telle fonction 6 existe car p? est une fonction continue. En fait, on a 6(t) =

2A0 fo )2d7. De plus, cette fonction est celle qui donne & chaque instant I'angle entre 1'axe

—
des absc1sses et OM(t) quand cet angle est nul en ¢ = 0.
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9. Etablir que, pour tout x > 0,
E
7 (2)? + p(2)? — —pla) — —2 — 0.
p(x)” + px) 2A3”< ) 22
10. Montrer que p(x) = a + fcos(x — ) vérifie 'équation précédente dés que « et
sont choisis convenablement et pour ¢ € R arbitraire. On admet dans la suite que
seuls les p de cette forme vérifient cette équation. Expliquer pourquoi g € [0,1].

11. Montrer que, pour tout ¢ > 0,

p
rit) = 1+ ecos(0(t) — )’

pour p > 0 et e € [0, 1] bien choisis et o arbitraire.

12. Montrer que, pour tout ¢ > 0,

24,

0'(t) ?(1 + ecos(6(t) — ).

Quitte a changer 6 en 8 + ¢, on peut supposer que ¢ = 0. C’est ce qu’on fait dans
la suite.[®]

13. On note T' > 0 I'unique réel strictement positif telle que 0(7T") = 27. Montrer que
6(t) =60(t+1T)—2m,
puis que r est T-périodique.

14. En admettant que

/2” de 2
o (1+ecos(f)? (1—e2)2’

montrer que
2m 2AOT

(1—e2): p?

3. L’expression de r permet de démontrer que la trajectoire est une ellipse, mais c’est une autre
histoire qui est racontée quand on étudie les courbes paramétrées !

4. Cette relation est appelée en Physique "loi des périodes" ou encore "troisiéme loi de Kepler".
Si a est le demi grand axe de Dellipse, on a : p = a(1 — €?) et donc

Ao

3
2

a2z = T.
T\/D
0 _ 447
navuquep—Tetdonc
a3_ ol
T2  4x2’

qui est, a proprement parler, la loi des périodes observée par Kepler : la constante v ne dépend
que de la masse du Soleil. Le rapport entre le cube du demi grand axe et le carré de la période est
une constante du systéme solaire.



CHAPITRE 10

NOMBRES COMPLEXES

10.1. Généralités

10.1.1. Motivations. — Une motivation pour introduire les nombres complexes
provient du fait que I'équation 22 + 1 = 0 n’admet pas de solution réelle, et plus
généralement que certains polynomes n’admettent pas de racines réelles. Pour re-
médier & ce probléme, on introduit un nouveau nombre (imaginaire) i dont la vertu
principale est qu’il vérifiei-i = —1.

10.1.2. Propriétés algébriques. — L’ensemble des nombres complexes noté C
est un ensemble contenant R, muni d’une addition + et d’une multiplication - (qui
étendent celles de R et jouissent des mémes propriétés : commutativité, distributivité
de la multiplication sur l’addition). Il contient un élément, noté i satisfaisant la
propriété fondamentale :

2
1= —1.

Pour tout élément z de C, il existe (un unique) (a,b) € R? tels que

(10.1.1) z=a+ib.

En résumant, I’ensemble des nombres complexes est donné par
C= {z:a+ib,a,b€R}.
Définition 10.1. —

- On note a = Re (z) la partie réelle de z et b = Im (2) la partie imaginaire de z .
- L’écriture ((10.1.1)) est appelée écriture algébrique de z.

- Le nombre z € C peut étre représenté graphiquement par le point M du plan R?
de coordonnées (a,b). On dit que z est 'affixe de M.

- On appelle module de z le nombre positif |z| = a2+ b? qui est la distance
euclidienne entre M (a,b) et l'origine (0, 0).

- On appelle conjugué de z et on note Z le nombre complexe a — ib. On observe que

|z]* = 2Z.
Proposition 10.2. — Soit z € C*. Il existe un unique w € C* tel zw = 1. Le

nombre w s’appelle l'inverse de z.

Démonstration. — On va chercher un nombre complexe w satisfaisant zw = 1. On

aimerait prendre w = %, mais on n’a pas défini le sens de cette expression. Si on

multiplie formellement le numérateur et le dénominateur par z, on est amené & poser
z

YRR
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et ce w convient et peut s’écrire sous la forme a + ib.

Montrons qu’un tel w est unique. Si w; et wy sont tels que zw; = 1 = zw,, alors
z(w; — wq) = 0. En multipliant par w, on en tire que w; — wy = 0. H
Proposition 10.3. — Pour tous z1,20 € C etn €N, on a :

1. 2123 = 71 22,

ii. pour tout m € N et z, # 0, ZZ:E; - zij:l
2
i, |z120] = |21]]22],
iv. 27| = |z
v. |z1] = |z,
vi. [|21] = |22|| < |21 + 22| < |21] + |22 (inégalité triangulaire).
Démonstration. —

i. La preuve se fait un travers un calcul direct. Posons
z1 =a1 +1iby, 29 =ag+iby, avec ay,ao,by,by € R.
Alors en développant le calcul on trouve
2129 = (a1ag — bibg) 4 i(a1bs + ashy)
et
7125 = (a1ag — biby) — i(a1by + aszby)

Ainsi on peut facilement vérifier via les formes algébriques des nombres en jeu
que

1R2 = 21%2-
ii. Il suffit de démontrer les deux identités suivantes
" 1 1

La premiére découle d'une simple récurrence en utilisant i. Pour obtenir la
deuxiéme propriété, on remplace dans i. z; par - donnant lieu a
) 29

- 1
1 = 22—,
)

iii. En passant au carré, I'identité voulue est équivalente a
|2122|2 = |Zl|2|22|27
ce qui revient a démontrer que
21292122 = 21212222 -

A cet effet, il suffit d’utiliser le point i de la proposition combiné avec la com-
mutativité et 1’associativité de la multiplication dans C.

iv. On peut le démontrer via un argument de récurrence combiné avec le point iii.

v. Il se démontre facilement grace a la définition du module.
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vi. On va d’abord démontrer I'inégalité de droite, c’est a dire,

(10.1.2) |21 + 22| < |z1| + |22] -
Comme les deux membres de cette inégalité sont positifs, il faut et il suffit qu’on
démontre
2
(10.1.3) |21+ 22)* < (Jz1] + |22]) "

En développant le module dans le membre de gauche, on trouve
|Zl + 22’2 = (2’1 —+ ZQ)(Z_1+ 2_2)
21 + |22 + (2175 + 2071)

|Zl|2 + |ZQ|2 + 2Re (212_2> .

Ainsi I'inégalité ((10.1.3)) est équivalente a
Re (z172) < |z1]|22] = [a1][z2] = |z172] -
Il suffit maintenant d’utiliser la propriété suivante valable pour tout z € C,
Re(z) < |z|.
Maintenant nous allons démontrer
[lz1] = |z2]l < [21 + 2],
qui est équivalente a
—lz1 + 22| < |a1] = |22 < a1+ 2
et qui se réécrit
20| < fz1] + |21+ 20| et [a1| < [2o] + |21 + 2]

Pour obtenir la premiére inégalité, il suffit d’appliquer 'inégalité triangulaire
(10.1.3) en échangeant z; et 2z avec Z; = z; et Zy = —(21 + 23). De maniére
analogue on procéde pour avoir I'inégalité de droite.

[
10.1.3. Limite d’une suite de nombres complexes. —
Définition 10.4. — On dit qu'une suite (z,) de nombres complexes tend vers
¢ € C lorsque :
Ve>0,ANeN,VneN,(n >N = |z, — (| <¢) .
Un tel ¢ est unique. C’est la limite de la suite z.
En remarquant que, pour tout z € C,
max(|Re z|, |[Im z|) < |z| < |Rez| + |Im z].
Proposition 10.5. — Une suite z de nombres complexes converge vers { si et

seulement si Re z converge vers Rel et Im z converge vers Im /.

10.2. L’exponentielle d’un nombre complexe

Avant d’aller plus profondément dans la description des nombres complexes, rap-
pelons quelques propriétés de I’exponentielle réelle.
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10.2.1. Définitions et propriétés. —

Définition 10.6. — Le logarithme népérien In est défini par :
1
Ve >0, ln(:t):/ —du.
Lu

Proposition 10.7. — La fonction In :]0,+00[— R est strictement croissante, in-
définiment dérivable, dont la dérivée est

1

Ve >0, In'(z)=-.

x>0, In'(z) .
Elle vérifie :

Ve,y >0, In(zy)=In(z)+ In(y).

La fonction In réalise une bijection, c’est a dire que, pour tout y € R, il existe un
unique x > 0 tel que y = In(z). Ce x est noté ev.

Proposition 10.8. — La fonction R 3 y +— e¥ €0, +o0[, qui s’appelle la fonction
exponentielle, est indéfiniement dérivable et sa dérivée est la fonction exponentielle
elle-méme. Elle réalise une bijection et vérifie la propriété :

V(z,y) € R?, " = eV,

Proposition 10.9. — Soit f : R — R dérivable en 0 de dérivée f'(0) =1 et telle
que :

V(z,y) eR*,  flz+y)=[f(z)f(y).

Alors, f est la fonction exponentielle.
Nous pouvons étendre le sens de ’exponentielle & 1’aide de la proposition suivante.

Proposition 10.10. — 1l existe une fonction f : C — C, et une seule, qui satisfait
les propriétés suivantes :

i. lim(C*azﬁo w =1.

ii. Vz,w € C, f(z+w) = f(2)f(w).
Cette fonction est notée exp et on a exp(z) = e€* quand z € R.

La proposition suivante rassemble des propriétés fondamentales de ’exponentielle
complexe exp : C — C.
Proposition 10.11. — La fonction exp jouit des propriétés suivantes :

i. VzeR, exp(z)=e*.

ii. Vz,w € C, exp(z + w) = exp(z) exp(w).

ili. pour tout z € C, exp(z) = exp(z),

Re (2)

iv. pour tout z € C, |exp(z)| = e et en particulier, pour tout 8 € R, on a

[exp(i0)] = 1,
v. pour tout z € C, on a exp(z) # 0 et [exp(z)]™! = exp(—=2),
vi. pour tout z € C et n € Z, on a
[exp(z)}n = exp(nz).

Noter qu’on notera souvent, pour z € C, exp(z) = €?.
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10.2.2. Définition rigoureuse de ’exponentielle et propriétés. — Il est im-
médiat de généraliser la notion de fonction de la variable réelle & valeurs réelles
dérivable en la notion de fonction de la variable réelle & valeurs complexes. Il
suffit pour cela de remplacer la valeur absolue par le module dans la définition de
la limite. On vérifie aisément qu’'une fonction de la variable réelle & valeurs dans
C admet une limite (resp. est continue/dérivable) en un point si et seulement si sa
partie réelle et sa partie imaginaire ont une limite (resp. sont continues/dérivables)
en ce point.

On peut également donner un sens a la limite, a la continuité et a la dérivabilité
pour les fonctions de la variable complexe et & valeurs complexes. En particulier, la
dérivabilité est définie comme suit.

Définition 10.12. — On dit que f : C — C est C-dérivable en zj s’il existe £ € C

tel que :

10.2.2.1. Définition. — On a montré, dans I’Exemple [6.32] que, pour tout =z € R,

la suite (ZZZO i—f) est convergente de limite . On note :
"/ neN

_l’_
B k!
k=0

Cette formule permet d’étendre la fonction exponentielle & C tout entier. Posons,
pour z € C,

VAN

Ve > 0,3n > 0,Vz € (C,(|z—zo| <zt |LEZS0) _g‘

zZ— 20

Un tel ¢ est unique, c’est la C-dérivée de f en z5. On note £ = f(2).

n Zk
PAOEDY "
k=0

Proposition 10.13. — Pour tout z € C, la suite (F,(2))nen est convergente. On
note sa limite exp(z). Pour x € R, on a e* = exp(x). De plus, on a, pour tout z € C,
lexp z| < el

. - k
Démonstration. — On pose e,(z) = %7 et on remarque que :

er(2) = ap(z) + ibp(2), ar(z) = Reer(z),bp(z) = Imeg(z).

De plus, si on pose, pour tout a € R, a, = max(a,0) et a_ = max(—a,0), alors on
obtient

a=ay—a_, |al=ay+a_,
et donc :

ex(2) = ((2)), — (ax(2))_+i [(Bu(2)), — (ba(2) ] -

Alinsi, pour tout n € N, on a
En(2) = An i (2) = Ap(2) + i (Bn1(2) = Bn—(2)) ,

ou
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Il est clair que les quatre suites (A, +(2)), oy €t (Bn=(2)),cy sont croissantes. Elles
tendent donc vers une limite finie ou +00. Montrons qu’elles sont majorées. On
observe que, pour tout n € N,

<Y len(2) < eullzh) <

et de méme :
B, s(z) <€l
On en déduit aisément que (E,(z)), oy converge et la conclusion s’ensuit en remar-
quant que :
|E.(2)] < el
O

10.2.2.2. Propriétés. — La fonction exponentielle vérifie de nombreuses propriétés
remarquables.

Proposition 10.14. — La fonction exp est C-dérivable en 0 et exp’(0) = 1.

Démonstration. — On observe que, pour z € C,
+o0 Zk
exp(z) = 1+Z+ZH’
k=2
et donc, pour z # 0,
exp(z) —1 - <X k1
z k!

On en tire que :

eXP( ‘ Z k! \Z |Z| < lafet.

Par continuité de I’exponentielle reelle en 0, le membre de droite tend vers 0 quand
z tend vers 0. O

Proposition 10.15. — Pour tout 2 € C, on a :

lim (1 + %)n = exp(z).

n—-+4o0o

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que la suite du membre de gauche converge.

On observe que :
Z\" "L /n\ 2F
(1+5) :Z(/{>ﬁ‘
2\ e 2P
(1+3) -X%
k=0

k=0
1 (n 1 &
ﬁ@)—HVW
On peut vérifier que, pour k € {0,...,n},

1 /n 1
- ~ —<0.
n’f(k> k!\o

On en déduit que :

Alinsi, on en tire que :
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(1+ ) = emiiesy.
n

En utilisant la dérivabilité de In en 1, on obtient que

nln <1+M) — 7.
n n—-+oo

Or,on a :

Il s’ensuit que :

On en déduit la proposition fondamentale suivante.

Proposition 10.16. — Pour tout w,z € C, on a : exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Démonstration. — On écrit, pour tout w,z € Cet n € N, n > 1,
(10.2.1) <1+E> (1+3> :<1+w+z+w_§> '
n n n n

On rappelle que, pour tout a,b € C et n € N,

n—1
a"—b"=(a—Db) Z akprhL
k=1

On observe alors que :

w+z  wz\" w4+ 2\"
(1+ +—2> —<1+ >
n n n

Il en découle :

w—+ z wz\" w+z "
1+ +— -
n n n

—
+

Ainsi, on a :

w—+z wz\" w+zn
() ()
n n n

w|+ 2| Jwllz]\" w| + |2]\"
Sy (PUCESCINTIEN S ARTEEEN
n n n
On remarque alors que :

w|+ |z wllz]\" [wl+]z] | |wl|z]
(1+| |n| |_|_’ H |) :enln(1+ w T2 ) N e\w\+|z\7

77,2 n—-+oo

en utilisant la dérivabilité de In en 1. De méme, on a :

N B
n n2 n——+oo
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On en conclut que :

lim {<1+w+z+w—j) —(1+w+z) }:0.
n—-4o0o n n n

Il ne reste plus qu’a passer a la limite dans (10.2.1f) et utiliser la Proposition [10.15]
O

Proposition 10.17. — La fonction exp est C-dérivable en tout point de C et, pour
tout z € C, exp/(z) = exp(2).

Démonstration. — On sait que le résultat est vrai en 0 (cf. Proposition [10.14]). Soit
2o € C. On écrit, pour z # 0,

expz—1

exp(zo + z) — exp(zo) _ exp(z0)
z )

z

par la Proposition [I0.16] Le résultat s’en déduit en passant a la limite z — 0. [

En adaptant le théoréme de dérivation des composées de fonctions dérivables
(Proposition |5.12)) a la C-dérivabilité, on obtient la proposition suivante.

Proposition 10.18. — Soit I un intervalle de R non wvide. Si ¢ : I — C est
dérivable et si f : C — C est C-dérivable en tout point, alors t — f(¢(t)) est
dérivable sur I et de dérivée t — ¢'(t) f'(o(t)).

On en déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 10.19. — La fonction f : R 3 = e € C est dérivable en tout
point de R et f'(x) = ie™ pour tout x € R. De plus, pour tout x € R,

e =cosx +isinx.

Démonstration. — La fontion f : 6 — €™ est dérivable sur R et que f'(z) = if(z).
Notant f = f; +ify ot fi et fo sont réelles, on trouve
fi==f, fi=h.

Cela fournit fi' + f1 = 0 et f§ + fo = 0. On observe aussi que f(0) =1 et f'(0) = 1,
ce qui donne :

Il ne reste qu’'a appliquer le résultat de ’'Exemple [5.31] pour voir que f;(0) = cos 6
et fo(f) = sind. O

Nous avons maintenant le moyen de prouver la Proposition [10.10| admise plus tot.

Démonstration. — Soit f satisfaisant les propriétés de la Proposition [10.10} avec f
non nulle. On a f(0)* = f(0). On a donc f(0) =1 ou f(0) = 0. Sion a f(0) =0, on
déduit que f est identiquement nulle. Ainsi, f(0) = 1. On introduit alors la fonction
auxiliaire :

VzeC, g(z) = f(z)exp(—2).
On a encore, pour tout w, z € C, g(w+2) = g(w)g(z). La fonction g est C-dérivable
en 0 et ¢’(0) = 0. On peut alors utiliser le méme argument que dans la preuve de
la Proposition [10.17] pour déduire que g est C-dérivable en tout point de C et que

g'(z) = 0 pour tout z € C. On en déduit (conséquence de la Proposition [10.18]
admis) que g est constante égale a ¢g(0) = 1. O
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10.2.2.3. Surjectivité de l’exponentielle. —
Proposition 10.20. — La fonction exp : C — C* est surjective.
Démonstration. — Pour z € C qui n’est pas un réel négatif, on pose :
! z—1
- / S T
o 1+i(z—1)
On vérifie facilement que cette intégrale est bien définie. On montre que

exp(Z) = z.

Pour cela, on introduit I'intégrale suivante (d’une fonction continue sur un segment

a valeurs dans C) :
Yooz —1
u) = —dt
f(w) /0 1+t(z—1)

La fonction u — exp(f(u)) est dérivable sur R de dérivée

() exp(f(u)) = exp(f(u))
Ainsi, on peut écrire :

exp(f(u))' (1 +u(z — 1)) = exp(f(u))(z — 1),

( exp(f(U)))>’ .

14+u(z—1
En prenant la valeur en 0, on trouve :
exp(f(u)) =1+u(z—1).
Alors, on a: exp(Z) = z. Tous les nombres complexes non négatifs sont donc atteints

z—1
T+u(z—1)"

ou encore :

par I’exponentielle. Si @ € R*, on écrit : @ = i%b avec b = —a > 0. On peut écrire
b = exp(Z). Mais, on peut aussi écrire i = exp(Z’) et donc > = exp(27’'). Par
conséquent, on a a = exp(Z + 22"). O

10.2.2.4. Qu’est-ce que m ¢ — Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 10.21 (Division euclidienne). — Soit x un réel positif et y un réel
strictement positif. Alors, il existe un unique couple (m,r) € N x [0,y[ tel que :

rT=my-+r.
Démonstration. — On introduit
A={neN:z—ny >0} CN.

A est une partie non vide et majorée (dés que n dépasse strictement la partie entiére
de 5, n n’appartient pas & A) de ’ensemble des entiers naturels. Elle admet donc un

plus grand élément qu’on note m. On a par définition xt—my > 0 et z—(m+1)y < 0.

On pose donc r = x — my et on a bien r € [0, y[. Montrons 'unicité d’un tel couple

(m, ). Soit un autre couple (m,7) avec les mémes propriétés. On aurait :
r=my+r=my+r,

avec r,7 € [0,y[ et m,m € N. On doit donc avoir | — r| < y. Mais, si m # m, on a

|r — 7| > y. On a donc m = m et par suite r = 7. O

Proposition 10.22 (Sous-groupes additifs de R). — Soit A C R non vide et
telle que, pour tout x,y € A, v —y € A. Alors, nous avons :

1. L’intégrale d’une fonction continue f sur un segment [a, b] & valeurs dans C est par définition

2= ["Ref+i [ Imf.
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soit A est dense dans R (tout intervalle non vide contient un élément de A),

soit il existe a > 0 tel que : A = aZ.

Démonstration. — A n’étant pas vide, il contient un certain xg et par conséquent il
contient zo—xo = 0 et par suite A est stable par passage a I’opposé et par conséquent
par ’addition :

V(r,y) € A>, —x€Aetz+ycA.

Supposons que A ne soit pas réduit & {0}. A contient donc un élément non nul (ainsi
que son opposé) et donc un élément strictement positif. I’ensemble AN]0, +00[C R
est donc non vide et minoré par 0. Il admet donc une borne inférieure a > 0.

1.

ii.

Supposons que a = 0. Montrons que A est dense. Montrons que, pour tous
z,y € Ravec 0 <z <y, il existe a’ € A tel que v < a’ < y. Soit € = 5= > 0.
Par définition de a, il existe a € A tel que 0 < a < €. Soit n € N le plus grand
entier tel que na < z. Alors, on a (n+1)a > x. De plus, na +a <z + 5% < y.
Or (n+1)a € A du fait de la stabilité de A par I'addition. On a bien trouvé un
élément de A entre deux nombres positifs distincts. La stabilité par passage a
I'opposé permet de montrer que tout segment inclus dans | — 0o, 0] contient un
¢lément de A. Enfin, un intervalle [a, b] avec a < 0 < b contient toujours 0 € A.

Supposons que a > 0. Montrons que A = aZ. On commence par montrer que
a € A. Si tel n’est pas le cas, il existe a’ € A tel que a < a’ < 33“, par définition
de la borne inférieure. Pour la méme raison, on peut encore trouver a” € A tel
quea < a” < d. Alors,ona0 <d—a" < 2—a=%<actad—a" € ANJ0, 00|,
Cela contredit la définition de a. On a donc montré que a € A. On en déduit
que aZ C A.

Montrons I'inclusion réciproque. Soit z € A avec x > 0. Par le Lemme [10.21],
il existe m € N et r € [0,a] tels que x = ma + r. Or ma € A et donc r =
r —ma € A. Par définition de a, on doit avoir 7 = 0 (sinon on aurait trouvé
un élément non nul plus petit que la borne inférieure) ; cela signifie que = € aZ.
Soit x € Aavecx < 0. Ona —z € Aet —x > 0 et donc —x € aZ si bien que
x € aZ. On en déduit que A C aZ.

[]

Proposition 10.23 (caractérisation de 7). — Posons P = {§ € R : ¢ = 1}.
On a les propriétés suivantes :

i. 0eP.
ii. Pour tous 01,0, € R, si 0, € P et 5 € P, alors 6, — 6, € P.

De plus, il existe un unique réel strictement positif p tel que :

P =pZ ={pk,k€Z}.

On note :

=L
2.

En particulier, on a :

e217r —1.

Démonstration. — On définit

P={reR:e”=1}.

L’ensemble P contient 0 et est stable par différence. On peut appliquer la Propo-
sition [10.22] Si A est dense, cela signifie que tout réel av est limite d’une suite ()
d’éléments de A. Alors, pour tout n € N, e = 1. En utilisant la continuité de
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I'exponentielle complexe (qui est une conséquence de la C-dérivabilité), on en dé-
duit que : €’ = 1 par passage a la limite. Ainsi, on a a € P, pour tout a € R. On
aurait alors e = 1 pour tout # € R. On dérive alors cette identité au moyen de la
Proposition et une contradiction s’ensuit. Il doit donc exister p > 0 tel que
P = pZ. 11 suffit de montrer que p n’est pas nul. Par surjectivité de I’exponentielle,
il existe @ € C tel que i = exp(a). On en déduit qu'’il existe xy € R* tel que e =4
et donc e*®0 = 1, soit 49 € A. A n’est donc pas réduit a 0. O

10.2.3. Les fonctions trigonométriques cosinus et sinus, le nombre 7. —
Dans ce paragraphe, nous résumons les relations importantes entre ’exponentielle
complexe et les fonctions trigonométriques usuelles. On pourra consulter la section
précédente si on veut trouver des démonstrations.

Proposition 10.24. — Pour tout 0 € R, on a :
cos(f) = Re (€?), sin(f) = Im (),
et on a en particulier la formule d’Euler :

" = cos(0) +isin(6).
Grace a la proposition [10.23], on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 10.25. — Nous avons les formules suivantes.
i. €™ =—1,€% =1i; ouencore : cosT = —1, sinm =0, cos (3) =0 etsin (3) = 1.
ii. Pour toutn € Z et z € C, e*T4n™ = ¢2,

iii. {z €R,e” =1} ={2mn,n € Z}.

iv. Pour tout z = x + 1y avec =,y € R,

(10.2.2) exp(z) = €”(cos(y) + isin(y)) .

v. Formule de Moivre : pour tous v € R,n € Z

(cosx +isinx)" = cos(nx) + isin(nz) .

On remarquera que, sous réserve qu’on sache définir les fonctions cosinus et sinus,
la formule (10.2.2)) permet de définir I’exponentielle d’'un nombre complexe.

Ezxemple 10.26. — Montrer que la fonction cos est paire et que la fonction sin est
impaire. Montrer que les zéros de la fonction sin sont exactement les nombres km
avec k € Z et ceux de cos les nombres 7 + k7 avec k € Z.

Proposition 10.27. — Les fonctions cosinus et sinus jouissent des propriétés al-
gébriques suivantes :

i. pour tous a,b € R, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b),
ii. pour tous a,b € R, sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b),
iii. cos et sin sont 2m-périodiques,

iv. pour tout § € R, cos?() + sin?(0) = 1.

Exemple 10.28. — Montrer que, pour tout x € R, cos (g — ZL‘) = sinx.
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10.2.4. Développement et linéarisation pour le cosinus et le sinus. —
Nous rappelons la formule de Moivre vue auparavant. Pour tout # € R et n € N, on
a:
e = cos(nf) + isin(nh) = (cosf +isin )" .

Cette formule est commode pour exprimer cos(nf) et sin(nf) en fonction des puis-
sances de cosf et sinf, a partir du moment ot on se souvient de la formule du
binéme de Newton (mais on peut bien str fair elles calculs & la main sans connaitre
la formule!).

Proposition 10.29. — Pour tout a,b € C et n € N, on a

(a+b)" = i (Z) akbnk

k=0
ol (Z) = k,(%k), et et pour n > 1 on définit n! = 1 x 2 X ... X n comme la
multiplication de tous les entiers de 1 a n. Pour n =0, on fait la convention 0! = 1.

Ezxemple 10.30. — Vérifier que
1+ cos(20) = 2cos?f et sin(20) = 2sinfcosf .

En reprenant la formule de Moivre avec n = 3 combinée avec la formule du binéme
de Newton, on peut écrire

cos(30) +isin(30) = (cosf +isinfh)®
= cos® 0 + 3icos® Osinf + 3i? cos O sin? O + i* sin® 4
= cos’f — 3cosfsin® 0 +i(3 cos® fsinf — sin®0) .
En identifiant les parties réelles des deux membres ainsi que les parties imaginaires
on obtient
cos(30) = cos®d — 3cosfsin®f
sin(30) = 3cos®fsinf —sin® 0.

Pour aller un peu plus loin, nous pouvons utiliser la formule du binéme et obtenir
la proposition suivante.

Proposition 10.31 (Polynomes de Tchebychev). — Pour tout x € R etn € N,
on a :
sin((n + 1)z) = sinz Uy (cosx), cos(nz) = T,(cosx),

ol
s n—+1
0,00 = 31 (5] ) - ey
= 20+ 1
et
5] n
1,00 = 3(-1)( 5y ) 40 - X%
=0
Démonstration. — On écrit
an n+1
sin((n + 1)z) = Im (cosz + isinz)" ™" = Im Zlk( . ) cos" 1 F rsin® z
k=0

On ne garde que les termes imaginaires purs et on a :

n+1 n + 1
sin((n + 1)z) =sinx Z ik_l( "
k=1

) cos" 1 F psinf 1z,

k impair
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En réécrivant cette somme, on en déduit le résultat. On procéde de méme pour le
cosinus. ]

Inversement, on peut tacher d’exprimer cos™ § en fonction de cos(kf) et sin(k6);
cette procédure est appelée linéarisation. Elle est basée sur la proposition élémentaire
sulvante.

Proposition 10.32. — Soit 0 € R. Alors

0, —if 0 _ -6
e’ +e e’ —e
cos 5 , sin o
Ezemple 10.33. — Nous allons linéariser cos® §. A cet effet on écrit via la formule
du binéme
1 . . . .
cos’f = 3 (63‘9 + 3¢ 437 + 6_310)
1

3
= 7 cos(30) + 2 cos(36)

L’exemple suivant donne la linéarisation de cos?**! @ pour tout n € N.

2n+1
1 2n + 1 .
2n+1 (2k—2n—1)i0
CoS 0 = Jont1 E < I )e

k=0
b <Z (2”+1) (2h-2n-1)10 Qirl (2n+1) (2h—2n— 1)16)
2n+1
2 k=0 k =n+1 K

En faisant dans la deuxiéme somme le changement d’indice j = 2n + 1 — k tout en
remarquant que
2n+1\  (2n+1
-0
on obtient

2n + 1 : " /on+1 -
2n+1 _ (2k—2n—1)i6 (2n+1-24)if
cos 0 = 22n+1 ( E ( ) + 0 ( j )e )

k=0 j=

1
= 4— ( )cos (2n+ 1 —2k)0].

10.2.5. Forme exponentielle d’un nombre complexe. — Nous admettrons la
proposition suivante qui concerne une propriété fondamentale de I’exponentielle.

Proposition 10.34. — La fonction exp : C — C* est surjective. Autrement dit,
pour tout 2’ € C*, il existe z € C tel que 2’ = exp(z).

Nous sommes maintenant armés pour comprendre la proposition suivante.

Proposition 10.35. — (Forme trigonométrique et exponentielle d’un nombre com-

plexe) Pour tout z € C*, il existe un unique couple (p,0) €]0, +o0[x]| —m, 7| tel que :
z = pe?.

De plus, on a |z| = p. 0 est appelé argument principal de z et noté Arg(z). Tous les
autres a € R tels que z = pe® sont de la forme Arg(z) + 2km avec k € Z. Un tel
est appelé argument de z et est noté arg(z).
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Démonstration. — Soit z € C*. Par la proposition précédente, il existe w € C tel
que z = exp(w). On écrit w = a + ib avec a,b € R et on déduit que :
z =%,
On pose p = e* > 0. Si b € (—m, x|, on pose b = #; sinon, il existe k € Z tel que
b+ 2km € (m, 7| et on pose b+ 2kw = 6. )
Vérifions qu’un tel couple (p,6) est unique. Supposons qu’on ait (p,0), (p,0) €
10, +00[x (—m, 7| sont tels que :

p ot — F; €i9~.
En prenant le module, on trouve p = p et donc € = ¢ si bien qu’on déduit
=9 = 1. 1l existe donc k € Z tel que § — 6 = 2kw. Or, on a |f — 0| < 27 et donc
k=0. ]

Exemple 10.36. — On a :
Arg(i) = g,Arg(—l) =m Arg(1+1i) = %,Arg(\/gﬂL i) = %,Arg(l +iv3) = g

Comme conséquence de la forme exponentielle on a les propriétés suivantes.

Corollaire 10.37. — Soient z1,z9 € C* et n € Z. Alors
1. arg(z129) = arg(z1) + arg(z)[27],
ii. arg(Z) = arg(z1) — arg(z2)[27],
iii. arg(z]") = narg(z)[27].
Démonstration. — Les formes exponentielles de z; et zo sont données par
21 =11€% 2y = |2]€”?  avec 1 = |z|,re = |2].
Ainsi on obtient grace & la Proposition [10.11],

61

2179 = 11619619 = p ryel@1+02)

Il s’ensuit que |z129] = |21]|22| (une chose qu’on connait déja) et 6; + 65 est un
argument possible de z; 2.
Les derniers points s’obtiennent par un argument similaire tout en utilisant de

maniére fondamentale la Proposition [10.11] O]
1+i)® T ™ ™ 1+i)5 s

Ezemple 10.38. — On a arg((f/;T)iy) =57 —Tg =15 ¢€t Arg((f/?%)?) = 3

10.2.6. Géométrie. — La forme exponentielle des nombres complexes est parfois

appelée forme géométrique. Pour z € C*, nous pouvons écrire
z = |z = |z|cos§ +i|z|sin @,

s
si bien que 6 représente I'angle orienté entre le vecteur (1,0) et le vecteur OM. En
d’autres termes, si 2 = a + ib # 0 avec a,b € R, on a

b
cos@zi, sinf) = —.
2| 2|
Ezemple 10.39. — Cherchons la forme exponentielle de z = ﬁ D’abord, on a

14+1=v2e7,v3+1=2¢5.
D’apres les propriétés de 'exponentielle, on peut écrire
1ed 1

1=
z et —— = —=€ 12
V2 €l V2
s 3 s
cos {5 .sin;

\/§+1\/§.
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Nous allons maintenant chercher les valeurs de cos 5 et sin {5. Pour se faire, on va
calculer la forme algébrique du nombre complexe z. Cela se fait & travers un passage
au conjugué de son dénominateur. Précisément, on écrit

(1+i)(vV3—i)
V3 + |2
V3+1 /31

+1

4 4

En identifiant les formes trigonométrique et algébrique, on trouve

T V3+1 LT V3-—1

—=— et sim—=——.

12 22 12 22

Proposition 10.40. — Soit z un nombre complexe de partie imaginaire non nulle.

On pose z = x+1iy avec v,y € R. On a : |z| = /2% + y? et, si 0 désigne Uargument
principal de z, on a tanf = £.

COSs

Proposition 10.41 (Formule du losange). — Soient a,b € R. On a :
, . b— q
e + ¢ = 2 cos (Ta) e

Pour illustrer une nouvelle fois la puissance de 'interprétation géométrique des
nombres complexes, nous allons montrer la proposition suivante.

Proposition 10.42 (Théoréme de ’angle au centre)

Soit z € C*. On a :
Argz Im 2
tan = .
2 Rez + 2]

Démonstration. — Ecrivons z = x 4+ iy = re'? avec z,y € Ret r = |z|,0 = Argz €
| = m, m[. Alors l'identité devient
Y
tan(f/2) = ————.
#/2) x+ /2% + y?

Supposons d’abord que # > 0 et rappelons que tan ¢ = £, alors I'identité & démontrer
se réécrit

tan(0/2) = Y

z+ a1+ (y/x)?

tan 6

1+\/1+tan20'

Comme on a supposé que z > 0, on a cosf > 0 et

ou encore, en factorisant par x,

tan(6/2) =

tan @ sin 0

1+VI+tan?d 1+cosf’
En utilisant les identités de 'Exemple [10.30} on trouve

sin @ 2 sin g CcoS g
1+ cosf 2 cos? g
= tan-—.
2

On en déduit le résultat désiré. Dans le cas ott z < 0, ce qui revient & supposer que
cosf < 0, la méme démarche donne la méme formule. O
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10.3. Racines

10.3.1. Racines carrées : préliminaires. — On sait trouver les racines carrées
des nombres réels positifs. Soit r > 0. Alors 1’équation, d’inconnue z € R, 22 = r
posséde exactement une solution positive notée /r > 0 et une solution négative qui
vaut —/r < 0. Cela vient notamment du fait que ]0, 400> x — x? €]0, +o0[ est
une bijection (continue et strictement croissante).

Si on cherche les z € C : 22 = r, on se rameéne a 2% — (1/7)? = 0 et on factorise :
(z — /7)(z + 4/r) = 0. On en déduit, par la Proposition [10.2) que z = /T ou
z = —\/T.

En fait, on sait aussi trouver facilement les racines carrées des nombres négatifs.
Soit 7 > 0. Cherchons les z € C tels que 22 = —r. On écrit —1 = i et I'équation
est équivalente a 2% = i*r = (i,/r)%. En factorisant, on en déduit que z = i/ ou

z = —i\/T.

10.3.2. Racines carrées : cas général. — Examinons a présent le cas général.

Proposition 10.43. — Soit ¢ € C avec Im ¢ # 0. Les solutions z € C de I’équation

22 = ¢ sont exactement les nombres

a+\/a2+62+. b

2
2 2 a+va2+b2

la++Va2+b* . b
— _— Z s
2 2 a+1 /a2+b2
\/ 2

ot (a,b) € R? sont tels que ¢ = a +ib. En particulier, il n’y a qu’une seule solution
de partie réelle positive.

et

Démonstration. — On suppose que ¢ est de partie imaginaire non nulle. On écrit
c=a+ibaveca € R;b € R* et 2 =12+ iy avec z,y € R. On cherche donc z et y.
L’équation est équivalente a :

(z +iy)* = a+1b,
ou encore a :
(10.3.1) ?—yP=a, 2uxy=0»h.

Comme b est non nul, les possibles x et y ne le sont pas non plus. L’équation du
module tirée de 22 = ¢ donne

(10.3.2) 2’ +y* = Va2 +b2.

En sommant la premiére équation de (10.3.1)) et (10.3.2)), on obtient

1 b
(10.3.3) x2:§<a+\/a2+b2),y:—.

2z

Il s’ensuit qu’il y a deux solutions données par

1 73 B b
e

1 73 L b
A
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[]

10.3.3. Equations du second degré. — Nous allons maintenant généraliser la
Proposition en résolvant les équations du second degré a coefficients dans C.
Mais d’abord, nous allons étendre un peu la Proposition[I.14 en donnant les solutions
dans C quand A < 0.

Proposition 10.44. — On reprend les notations et les hypotheses de la Proposition
. Quand A < 0, il y a deux solutions dans C a l'équation az* + bz +c = 0 et
elles sont conjuguées l'une de l'autre :

_ —b—iV-A b +iV-A
T 2a S 2a ’

Proposition 10.45. — Soit (a,b,c) € C avec a # 0 et f: C — C définie par
V2eC, f(2)=az*+bz+ec.

On pose : A = b* — 4ac et on considére l'unique 6 € C de partie réelle positive tel
que 62 = A. Alors

i. quand A # 0, Uéquation f(z) =0 admet exactement deux solutions dans C :

—b—4 z—_b+5
2a 2T 9q

21 =

ii. quand A =0, l’équation f(z) = 0 n’admet qu’une seule solution dans C :

b
Zp=——.
0 2a
Démonstration. — On va écrire f(z) comme le début d’un carré.
b
f(z) = a(z*+ EZ) +c
= a(z+i)2—|—c—b—2
B 2a 4a
b.2 A
= CL(Z + %) - E
Ainsi I'équation f(z) = 0 est équivalente a
b2 A 0 \2
) —2 =G
et donc
N b ) n b )
Zz4+4—=— ou z+-—=——
2a 2a 2a 2a
Cela donne les seules solutions complexes. O
10.3.4. Racines de I'unité. — Nous allons maintenant examiner les racines de

polynomes spéciaux de degré supérieur a 2. C’est 'objet de la proposition suivante.
Proposition 10.46. — Soit n € N avec n > 3. Alors ’équation
2t=1,

admet exactement n solutions distinctes, notées (2x)k—o,. n—1 dont les expressions
sont :
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Les points My, d’affizes z, appartient au cercle de rayon 1 de centre (0,0) et forment
un polygone régulier a n — 1 cotés. De plus

[y

3

ZkIO.
0

i

Démonstration. — 11 est aisé de vérifier que les z;, sont en effet des solutions. Mon-
trons que ce sont les seules par une méthode explicite. On remarque déja que, si z
est solution, on a |z"| = 1, et donc |z|™ = 1 si bien que |z| = 1. Les solutions sont
de module 1. 1l existe donc €] — 7, 7] tel que z = €. Ainsi, I'équation devient
e =1 et il existe k € Z tel que : nf = 2kn. Ainsi, cela montre que 'ensemble des
solutions est

2ikm
{zk:e n ,k:EZ} )
Or, on remarque que 2y, = 2x, pour tout k € Z. Ainsi, on a

2ikm

{zk:eziffﬂ,keZ}:{zk:e n ,kE{O,...,n—l}}.

2ikm 2ulm k—(

Pour k,¢ € {0,...,n — 1} tels que e™» = e™» , on déduit que = € Z et donc
k = (. Les (2k)k=o,.. n—1 sont donc distincts.

Concernant l'affirmation sur le polygone, nous allons calculer la distance entre
My, et My.1 pour k € {0,...,n—1} et démontrer qu’elle ne dépend pas de k. Cette
distance est le module |zx1; — zx|. Noter que z, = zg = 1. Or, par la Proposition

. . b—a . a+b
zkH—zk—em—l—elb—Zcos( 5 ez,

2(kzl)ﬂ’ b=+ %Tﬂ On en déduit donc que :

2
|2ke1 — 21| = 2 cos (E (1 - —)) :
2 n

Ce nombre est indépendant de k.
Reste a vérifier le dernier point concernant la somme des z;. Géométriquement ce
point représente le centre de gravité du polygone régulier. On écrit

oua=

n—1 n—1

>on = ()
k=0 k=0
1— ()"
1— 62i7r
2im

1—en
= 0.
Notons que nous avons utilisé la propriété suivante des suites géométriques de raison

r # 1 : pour tout n,m € N avec n > m,

n 1— 7an—m—‘,-l

Zrn:rm 1—r

k=m

Ezxzemple 10.47. — Résoudre dans C : 1 + 2 + 224 23 = 0.
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10.3.5. Racines n-iéme d’un nombre complexe. — Nous allons généraliser la
Proposition [10.46| en fournissant les racines n-iéme d’'un nombre complexe.

Proposition 10.48. — Soit w € C* et n € N, n > 2. L’équation z" = w admet n
solutions distinctes données par :

cargw  2ikm

VEe{0,...,n—1}, z = |w|=e™ " e™

Démonstration. — On écrit w = |w|e’*8% et en divisant par w, on en déduit que
n
z
— ez | =1
|w|;elT
On applique alors le résultat de la Proposition [10.46] O

Ezemple 10.49. — Trouver les racines 4-iemes de (1 + 7).






CHAPITRE 11

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Dans cette section, nous allons étudier les propriétés de certaines fonctions par-
ticuliéres qu’on rencontre a de nombreuses occasions. Nous supposerons familiéres
les notions de polynoémes et de fractions rationnelles. Dans ce qui suit, K = R ou
K=C.

11.1. Polyndémes

On note K[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans K. Cet ensemble est
muni d’'une addition et d’une multiplication (commutatives) supposées connues.

Définition 11.1. — Dans K[X], X s’appelle I'indéterminée.

Ezemple 11.2. — Onpose P=1+X+X?et Q=1—-X. Alors P+Q =Q+P =
2+ X%et PQ=QP=1—- X3

Exzemple 11.3. — Soit n € N. On pose P, =1+ X + X2+ ...+ X" Donner une
expression simple pour (1 — X)P,.

Exemple 11.4. — Soit a € K et n € N. Montrer qu’il existe un polynéome ) €
K[X] tel que X™ —a™ = (X — a)Q.

Proposition 11.5. — Pour tout polynéme P € K[X], il existe une unique suite de
scalaires (a;)jen, nulle a partir d’un certain rang telle que :

P=> a;X7.
J=0

Cette suite est la suite des coefficients du polyndome.
Proposition 11.6. — Soit P € K[X] non nul. On écrit P = 37" ja;X7 et on
considere

A:{jENa]#O}
A posseéde un plus grand élément qui s appelle le degré de P, noté deg P. Le coefficient
ageg p 7 0 s’appelle le coefficient dominant de P.
Définition 11.7. — Lorsque P = 0, on écrit degP = —o0.

Ezxzemple 11.8. — Si P =24+ X+X* alorsdegP =4.Si P = X6 -7 X +3X2%+ X5,
deg P = 6.

Proposition 11.9. — Soit P € K[X]. Alors P s’écrit sous la forme

deg P

P=> aX.
j=0
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Proposition 11.10. — Soit P,Q € K[X]. Alors
deg (PQ) =deg P +deg @, deg(P + Q) < max(deg P,deg@).

Ezxzemple 11.11. — On prend P = —2X2 + X + 1 et Q = 2X? + 3. Quel est le
degré de P+ Q7

11.2. Racines

11.2.1. Définitions. — A tout polyndme, on peut associer une fonction polyno-
miale définie sur K.

Définition 11.12. — Soit P € K[X]. La fonction K 3 z — P(z) = Z;ligop a;x’l €
K s’appelle la fonction polynomiale associée a P.

Définition 11.13. — Soit P € K[X]. On dit que zo € K est racine de P lorsque

Exemple 11.14. — Si K = R, trouver les racines de X? + X + 2.
Exemple 11.15. — Si K = C, trouver les racines de X? + X + 2.

Ezemple 11.16. — Trouver les racines dans C[X] de X? — a o1 a est un nombre
complexe fixé.

Ezemple 11.17. — Trouver les racines dans C[X] des polynomes de degré 2.

Proposition 11.18. — Soit P € K[X] et zg € K une racine de P. Alors, il eziste
Q € K[X] tel que P = (X — z0)Q.

Définition 11.19. — On dit que zy € K une racine de P de multiplicité m > 1
lorsqu’il existe @ € K[X] tel que

P=(X—-1)"Q, Q(z0) # 0.
On dit aussi que zy est une racine multiple d’ordre m. Une racine est dite simple

lorsqu’elle est de multiplicité 1.

11.2.2. Notion de polynéme dérivé et relation avec les racines. —

Définition 11.20. — Soit P € K[X]. On écrit

j=0

Le polynéme dérivé de P est défini par

n

P'=Y"ja; X"

j=1
Proposition 11.21. — Soit P,Q € K[X]. Alors
(P+Q)=P+Q, (PQ)=PQ+PQ".
Exemple 11.22. — Quel est le polynome dérivé de (X —a)™, otta € Ket m € N?

Proposition 11.23. — Soit P € K[X] et a € K une racine de P. Alors, il eziste
Q) € K[X] tel que
P=(X—-a)Q,

avec Q(a) = P'(a).
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Proposition 11.24. — Si xq est racine de P € K[X]| de multiplicité m, alors elle
est racine de P’ avec multiplicité m — 1.

11.2.3. Polynoémes scindés. —

Proposition 11.25. — Soit P € K[X], de degré n > 1. Alors P posséde au plus n
racines dans K (avec multiplicité).

Corollaire 11.26. — Un polynome P € K[X| qui posséde une infinité de racines
est nul.

Théoréme 11.27 (D’Alembert-Gauss). — Tout polynome P € C[X] non
constant posséde une racine dans C.

Corollaire 11.28. — Tout polynome P € C[X]| non constant est scindé dans C,
c’est a dire qu’il existe (r;)1<j<degr € CI8T et c € C tels que
deg P

=c H —7rj).
De plus, ¢ est le coefficient dominant de P et le nombre de fois ot une racine est
répétée est sa multiplicité.

Proposition 11.29 ( Relations coefficients-racines)
Soit P € C[X] non constant. On écrit P = 393" p,X*. On écrit par ailleurs

deg P
=c H —rj)
Alors
deg P deg P
Po = C(_1>degP H i, PdegP—1 = —C Z rj.
j=1 j=1
Exemple 11.80. — Ecrire les relations coefficients-racines dans le cas d’un poly-

nome de degré 2.

11.3. Probléme : développement du sinus en produit eulérien

L’objet de cette section est de montrer, par des moyens élémentaires (essentiel-
lement I’étude des racines de polynémes), une célébre formule d’Euler. Pour tout

x € [—m, 7,
sm—xn( : ) |
™

Cela s’appelle le développement du sinus en produit eulérien.

11.3.1. Une suite de polyndmes introduite par Euler. — Soit z € C et
n € N, n > 1 impair. On pose

(L+i3)" - (1 —i3)"
P.(z) = & &
(2) 21
i. Montrer que P, est un polyndéme impair & coefficients réels.

ii. Quel est le coefficient dominant de P, en fonction de n et quel est le coefficient
qui apparait devant z 7

iii. Trouver toutes les racines réelles de P, (on remarquera qu’elles sont symétriques
par rapport a 0).
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iv. Le lecteur curieux (et motivé) pourra s’amuser & montrer que

P.(z)==z 1—2—2k )
(2) H( n? tan? ( ”))

k=1

v. En utilisant la Proposition [10.15, prouver que la suite (P,(z)) converge vers
ezz_;u’ pour tout z € C.

11.3.2. Une suite de polynémes introduite par Tchebychev. — On consi-
dére n = 2m dans la Proposition [10.31| avec m € N. Montrer qu’on a :

sin((2m + 1)z) = sinaVa,,(sin ),

ou
- 2m + 1
Vom(X) =) (=1)* 1— X)X,
(0= (5 )=
i. Montrer que les nombres =+ sin (271211) pour k € {1,...,m} sont des racines
réelles de V5,,. En examinant la valeur en 0 de V5, et son degré, expliquer

pourquoi :
Vom(X) = @m+ D) [ (1= =75~ | -
e\ s (559)
ii. Admettant cette factorisation, montrer que, pour tout x € R,

: : r . sin” (557)
sinz = (2m + 1) sin (2m—|—1) liIl <1— W :

k= 2m—+1

En déduire que, pour x € [0,7] et m € N, m > 1, on a:

2

sinz < xH (1 — kaQ) .
k=1

On pourra utiliser ’Exemple [5.36]

iii. En utilisant la suite de polynomes (P,) de la section précédente, montrer que,
pour z € [0,7] et m € N, m > 1,

sinz < [L’H <1 2
k=1

On pourra utiliser I’Exemple [5.37].

) < Pt () -

iv. Conclure.

11.4. Divisibilité des polyndémes

Définition 11.31. — On dit que B € K[X] divise A € K[X] lorsqu’il existe
Q € K[X] tel que A = BQ. On dit que B est un diviseur de A.

Exemple 11.32. — Tout polyndéme constant et non nul divise n’importe quel po-
lynome.

Ezemple 11.33. — Si x est racine de A € K[X], alors X — z divise A.

Ezxzemple 11.34. — Montrer que X? — 2 divise X* — X? — 2.
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Proposition 11.35 ( Division euclidienne des polyndémes)
Soient (A, B) € (K[X])?, avec B # 0. Alors il existe un unique couple (Q, R) €
(K[X])? avec deg R < deg B tel que

A=BQ+R.
Q s’appelle le quotient et R le reste.

Ezxzemple 11.86. — On prend A = X* —2X2+ X — 3 et B = X%+ 1. Trouver
et R.

11.5. Polynémes irréductibles et factorisation

11.5.1. Irréductibilité. —

Définition 11.37. — On dit qu'un polynome P € K[X] est irréductible lorsqu’il
ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polynomes de K[X]| de degrés au
moins 1.

Exzemple 11.38. — X? + 1 est irréductible dans R[X], mais pas dans C[X].
Proposition 11.39. — Les polynomes irréductibles de C[X] sont de degré 1.

Proposition 11.40. — Les polynomes irréductibles de R[X] sont soit les poly-
nomes de degré 1, soit les polyndmes de degré 2 n’ayant aucune racine réelle.

Proposition 11.41. — Tout polynome de K[X] non constant est divisible par un
polynome irréductible.

Proposition 11.42. — Soit Hy € K[X] et Hy € K[X] deuz polynomes irréduc-
tibles. St Hy divise Ho, alors il existe ¢ € K tel que

H2 = CH1 .
11.5.2. Polyndémes premiers entre eux. —

Définition 11.43. — On dit que P € K[X] et ) € K[X] sont premiers entre eux
lorsqu’ils ne possédent pas de diviseur commun autre que les polynémes constants.

Proposition 11.44. — P € K[X] et Q € K[X] sont premiers entre euzx si et
seulement s’ils n’ont pas de facteur wrréductible commun.

Proposition 11.45. — P € K[X] et Q@ € K[X] sont premiers entre euzx si et
seulement s’ils n’ont pas de racine commune dans C. En particulier, deux polynomes
a coefficients réels sont premiers entre eux sur R si et seulement s’ils sont premiers
entre eux sur C.

Exemple 11.46. — X? — 2 et X? + 2 sont premiers entre eux.

11.5.3. Décomposition en produit d’irréductibles. —

Proposition 11.47. — Tout polynéme P de K[X] peut se factoriser sous la forme
d’un produit de polynomes irréductibles mutuellement premiers entre eux (c’est a
dire sans racine commune) :

k
P= HHJWJ' :
j=1

Cette factorisation est unique a l'ordre des facteurs pres et a multiplication d’une
constante pres.
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Ezxemple 11.48. — Factoriser en produit d’irréductibles dans R[X] le polynome
X3+ X — 2. Méme question dans C[X].

Proposition 11.49. — P € K[X] n’a que des racines de multiplicité 1 si et seule-
ment si P et P’ sont premiers entre eut.

11.6. Notion de PGCD de polynémes

Proposition 11.50. — Soient A et B € K[X]. Il existe D € K[X] tel que
(11.6.1) K[X]A + K[X]B = DK[X].

D est unique a une constante multiplicative prés. Le polynome D satisfaisant (11.6.1))
et de coefficient dominant égal a 1 est noté AN B.

Proposition 11.51. — Soient A et B € K[X]. 1l existe U,V € K[X] tels que
ANB =AU+ BV .

Proposition 11.52. — Soient A et B € K[X]|. Alors AN\ B divise A et B. De
plus, tout diviseur commun a A et B divise AN B.

Proposition 11.53. — Soient A et B € K[X]|. On note D(A, B) l’ensemble des
diviseurs communs a A et B. On considére un polynome P € D(A, B) de degré
maximal et de coefficient dominant 1. Alors P = A AN B. En particulier, a une
constante multiplicative prés, D(A, B) ne posséde qu’un élément de degré mazimal.

Démonstration. — On a deg P > deg (AAB) et AAB divise P. Il existe donc ¢ € K
tel que P = c¢(A A B). O

Définition 11.54. — A A B est appelé plus grand commun diviseur (PGCD) de
A et B. On dit que A et B sont premiers entre eux lorsque leur PGCD vaut 1 (c’est
a dire quand ils ne possédent pas de diviseur commun autre que les constantes).

11.7. Fractions rationnelles

11.7.1. Propriétés générales. — On considére maintenant ’ensemble K(X') des
fractions rationnelles & coefficients dans K. C’est I'ensemble des "quotients" de po-
lynoémes
P
k) - {5, (PQ) €KX xKX]'} .
On a K[X] € K(X). Cet ensemble est muni d’une addition et d’une multiplication
supposés familiéres. Si F' € K(X), elle s’écrit sous la forme

P
F=_
Q

avec P et () # 0 deux polynomes. Lorsque F' est écrite sous cette forme, on dit que
P est le numérateur et () le dénominateur. On observe cependant que cette écriture
n’est pas unique (on peut parfois "simplifier la fraction").

Exemple 11.55. — Ecrire la fraction rationnelle suivante sous la forme g, ou P
et () sont des polynomes :

X+1+X+1+ X?
X X-2 X-1

Ezxzemple 11.56. — On a
X*—1 X?+X+1

_ = X’ 4+ X +1.
X -1 1 A
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Définition 11.57. — On dit que F' € K(X) est écrite sous forme irréductible
lorsqu’elle se présente sous la forme

P
F=—
Q
ou P et ) n’ont pas de diviseurs communs.
Ezxemple 11.58. — Ecrire les fractions suivantes sous une forme irréductible :
X3 —-3X"+X+1 X2 +4
X2 -1 ’ X441

Ezxzemple 11.59. — Soit P € C[X]| qui n’a que des racines de multiplicité 1. Alors,
la fraction % est irréductible.

Proposition 11.60. — Si F € K(X) et qu’on l’écrit F' = % = %, on a deg P, —

deg Q1 = deg P, — deg Q2. Cette valeur commune est le degré de F'.

1

Ezxemple 11.61. — Donner le degré de ¢+ 1, <

11.7.2. Racines et poles. —

Lemme 11.62. — Soit F € K(X) écrite de facon irréductible F' = Q . Alors

les racines de Py et les racines de Py sont les mémes (avec multzplzczte} [l en est de
méme pour les racines de ()1 et (Qs.

Définition 11.63. — Soit F' € K(X) écrite de fagon irréductible ' = 5. On
appelle racines de F' les racines de P et poles de F' les racines de (). Un pole d’ordre
m de F' est une racine d’ordre m de Q).

~Qlv

Définition 11.64. — Soit F' € K(X) écrite de fagon irréductible F' = g. On note

P lensemble des poles de F. On peut définir la fontion rationnelle f: K\ P 3 = +—
P(z)

o) associée & F'.

11.7.3. Décomposition en éléments simples. —

Exemple 11.65. — Montrer qu’il existe des réels a, b, ¢ et d tels que

X —aX b
X _-_Dx—2) " X1 X_-2

Nous allons montrer que cet exemple refléte une propriété générale, appelée dé-
composition en éléments simples.

Lemme 11.66. — Soit F' € K(X) avec deg F' > 1. Il existe un unique polyndéme
P de degré deg F' et une unique fraction rationnelle G telle que deg G < 0 telle que

F=P+@G.
P s’appelle la partie entiere de F.

Exemple 11.67. — On pose F' = %, trouver P et G. Méme question avec F' =
X5+1
(X+2)2°

Lemme 11.68. — Soit A, B, P € K[X]. Supposons que A et B sont étrangers.
Alors, il existe un unique couple de polynémes (Q1,Q2) € (K[X])? avec deg Q) <

deg A et tels que
P Q1 @

AB - A "B
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Exemple 11.69. — On prend P = X, A= X —1 et B = (X — 2)2. Trouver les
polynomes ) et (Qs.
Lemme 11 70. — Soit P, H € K[X] avec H irréductible. Soit n € N. On suppose

que deg < 0. Alors il existe un unique n-uplet de polynomes (P;)1<j<n tel que,
pour tout] €{l,...,n}, deg P; < deg H et

P P
Hr 4~ Hi’
7=1
Ezxzemple 11.71. — Onprend P = X2 H = X —1 et n = 3. Trouver les polynémes

P;.

Théoréme 11.72 (Décomposition en éléments simples)
Soit F € K(X). On écrit
P
Q )
On décompose () en produit de polynémes d’irréductibles :
P

[, ;"

Il existe un unique polynéme Py (la partie entiére de F) et une unique famille de
polynomes (Qjr) 1<j<x avec deg Q0 < deg Hj et telle que

lgéémj

F=

F- p0+ZZQJ»

7j=1 /(=1

Dans le cas K = C, le théoréme prend la forme suivante.

Théoréme 11.73 (Décomposition en éléments simples)
Soit F € C(X). On écrit

P
F=—.
Q
On suppose que () s’écrit
k
H(X - aj)mj J
j=1
ot les aj sont les racines distinctes de Q).
Il existe un unique polynome Py (la partie entiére de F') et une unique famille de

nombres complezes (Q; ) 1<j<i telle que
1§Z§7n,-
Q]?
F=P+ Z Z
7j=1 ¢=1
Exemple 11.74. — La fraction suivante est-elle irréductible 7 Quels sont ses ra-
cines, ses poles (et leurs ordres) ? La décomposer en éléments simples dans C[X] :
X4
(X24+1)(X-1)"
Exzemple 11.75. — Décomposer en éléments simples dans C[X] la fraction
X4

(X2 1)(X —1)?
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Ezxemple 11.76. — Décomposer en éléments simples dans R[X] la fraction
X4
(X24+1)(X 1)

Proposition 11.77. — Si F € K(X), on écrit de fagon irréductible F' = g et on

suppose que F' posséde un pole simple a. Alors le polynéme qui apparait au numéra-

teur du terme ﬁ, dans la décomposition en éléments simples, est constant et cette

constante vaut c],;((?)' En d’autres termes, on peut écrire :
P(a) 1
F=G+ ;
Q'(a) X —a

ot G € K(X) n‘admet pas a comme pole.

Proposition 11.78. — Soit P € C[X]. On écrit P = c[[}_ (X — ;)™ ou les r;
sont les racines distinctes de P et ¢ le coefficient dominant de P. Alors les poles de

/ . P g . 21 - . -
% sont stmples et la décomposition en éléments simples est donnée par :

Pl k mj
?_ZX—TJ‘.

Jj=1







CHAPITRE 12

SERIES DE NOMBRES REELS OU
COMPLEXES

La théorie des séries est I’é¢tude des sommes comportant une infinité dénombrable
de nombres réels ou complexes. Plus précisément, étant donnée une suite numérique
(un)nen quel sens peut-on donner & l’expression Z::é Uy = Uy +up +---. Le but de
ce chapitre est I’étude détaillée de ce probleme.

12.1. Généralités
Soit (u,,) une suite réelle ou complexe. Pour étudier la somme wg+wuy +-- -, il est
naturel de former les sommes :

Sn:U0+U1+"'+Un:Zuk
k=0

et d’étudier la nature de la suite (S, ),en ainsi obtenue.

Définition 12.1. — Soit (u,) une suite a valeurs dans R ou C. On appelle série
de terme général u,,, la suite (S,)nen définie par

VneN, S, => u
k=0
Notation 12.2. — Une série de terme général u, sera notée Y u,. On dira que

S, est la somme partielle d’ordre n de la série Y u,.

Définition 12.3. — On dit qu'une série Y u, converge si la suite (5,) converge
vers une limite finie. Dans ce cas, la limite S de la suite (S,,) s’appelle la somme de

la série Y u, et on la note
+o0o
S = E Uy,
n=0

Si la suite (.S,) ne converge pas, on dit que la série u,, diverge.

Exzemple 12.4 (série géométrique réelle). — C’est par définition la série de
terme général a” ol a est un nombre réel non nul donné. La suite (.S,) associée a
cette série est donnée par

1—qntl .
1
S —l4a+d®4--+a"={ 1-a 81.a7£
(n+1)sia=1.

Par conséquent :
1) Sia =1 alors lim S,, = +00 et donc la série Y 1" diverge.

2) Sia=—1alors S, = (14 (—1)"). Comme la suite ((—1)") diverge, la suite (5,)
diverge et donc la série > (—1)" diverge.
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3) Silal <1 alors (Sy) converge vers 7. Ainsi, la série Y- a™ converge et sa somme
Zn =0 a —a’

4) Si |a| > 1 alors (S,) diverge car (a™) diverge. Ainsi, la série > a” diverge.

Ezxzemple 12.5 (série géométrique complexe). — C’est par définition la série
de terme général a” ot a est un nombre complexe non-nul donné. Comme dans le
cas réel on peut montrer que Za converge si et seulement si |a| < 1, et dans ce

cas sa somme est donnée par > % a" = L.

l—a
Remarque 12.6. — Comme pour les suites, étudier la nature d’une série c’est dire
si elle est convergente ou divergente.
Définition 12.7. — Si ) u, est une série convergente de somme S, le nombre
+00
f&LIZS-—SZZZ E U
k=n+1

est appelé le reste d’ordre n de la série > u,.

Remarque 12.8. — Le reste R,, d’ordre n n’est défini que pour les séries conver-
gentes, et comme dans ce cas la suite (.5,,) converge vers .S, on en déduit que la suite
(R,) converge vers 0.

Proposition 12.9. — On ne change pas la nature d’une série Y u, en modifiant
un nombre fini de la suite (uy).

Démonstration. — Soit (v,,) une suite, et supposons qu'il existe ny € N tel que :
VneN, n=ny= v, =u,
Notons S, = > 7 _qug et T, = > 7 _, vk On a

ng
Vn € N, n}noésn—Tn:Z(uk—vk).
k=0

La suite (S, — T),) est stationnaire pour n > ng et donc la suite (S,) converge si
et seulement si la suite (T,,) converge. Autrement dit, la série > u, converge si et
seulement si la série ) v, converge. ]

Remarque 12.10. — On vient de montrer qu’on ne modifie pas la nature d’une
série si on modifie un nombre fini de termes, mais attention, en cas de convergence sa
somme peut étre modifiée! En effet, on a pour tout n > ng, S, —1,, = Zzozo(uk — )
et donc S —T =3 (uy — vg). Par conséquent, si > 2 (up —vy,) # 0 alors S # T

Définition 12.11. — Etant données deux séries > uy, et > v, et un nombre réel
ou complexe «, on définit :

1) la somme des séries Y u, et > v, comme la série de terme général wu,, + v,. On

note alors
(Z Un) + (Z Un) = Z(un + vp) -

2) le produit de « et de la série > u,, comme la série de terme général awu,. On note

alors
a(z Up) = Z(aun) )

Avec ces deux lois et les propriétés établies pour les suites numériques on en déduit
aussitot le résultat suivant :
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Proposition 12.12. — Muni des deux opérations définies ci-dessus, [’ensemble
des séries réelles (resp. complexes) est un espace vectoriel sur R (resp. sur C), dont
[’ensemble des séries convergentes est un sous-espace vectoriel.

Remarque 12.13. — La somme d’une série convergente » _ u,, et d’une série diver-
gente Y v, est une série divergente. En effet, sinon la série > v, = > (up+v,)—> up
serait convergente.

En revanche, on ne peut en général rien dire sur la nature de la somme de deux
séries divergentes.

Proposition 12.14. — Si une série Y, u, converge alors u, — 0.

Démonstration. — Pour tout n > 1, on a u, = S, — Sp_1. Or les suites (5,,) et
(Sn—1) convergent toutes les deux vers la somme S de la série Y u,. On en déduit
que la suite (u,) converge vers 0. O

La Proposition [12.14] peut étre quelques fois utilisée sous sa forme contraposée
pour montrer qu'une série diverge.

Corollaire 12.15. — Si une suite (u,) ne converge pas vers 0 alors la série »  u,
est divergente.

Remarque 12.16. — La condition u,, — 0 est nécessaire pour la conver-
gence de la série ) u, mais n’est pas suffisante! Par exemple, considérons la
série de terme général u,, = In(1+ %) oun = 1. Il est clair que limu,, = 0. Pourtant,

on a
n

- . 1 . 1+k
Su=d ur = In(l+3)= Zm(%) =3 (n(k +1) — Ink) = In(n + 1)
k=1 k=1 k=1 k=1
et donc lim S,, = +00. Ainsi, la série diverge mais son terme général tend vers 0.

Définition 12.17. — On dit qu’une série > u, diverge grossiérement si la suite
(u,) ne tend pas vers 0.

sinn

Ezemple 12.18. — La série de terme général u,, = 1 + ==

grossiérement car limu,, = 1.

oun > 1 diverge

Voici des séries pour lesquelles on arrive a simplifier les somme partielles.

Définition 12.19. — On appelle série téléscopique associée a une suite (a,), une
série > u, ou u, = a, — a,_1 pour n = 1.

Proposition 12.20. — Soit > u,une série téléscopique associée & une suite
(an)nso- Alors la série > u, et la suite (a,) sont de méme nature, et en cas de
convergence, on a

+oo
E up = —ag + lima,,
k=1
Démonstration. — Pour tout n > 1, on a
n n
S, = E up = E (ar, — ak—1) = a, — ag .
k=1 k=1

On en déduit que (S,,) converge si et seulement si (a,) converge. En cas de conver-
gence, on obtient donc

Zuk = —ag + lima,, .
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Exemple 12.21. — Considérons la série de terme général u,, = m oun = 1.On
111 1. . N N _ 1
& ooy = w — apx et done > un est téléscopique associée & (an)n>0 OU an = — =27

Comme la suite (a,) converge vers 0, on en déduit que la série Y u,, converge et a
pour somme —ag = 1.

Voici un critére de convergence qui découle du fait que dans C les suites de Cauchy
sont convergentes.

Théoréme 12.22 (Critére de Cauchy). — Une série numérique Y u,, converge
si et seulement si elle satisfait le critére de Cauchy :

n-+p
Ve>0,INEN,VpeN" n>N=|> w|<e.
k=n+1
Démonstration. — Soit S,, la somme partielle d’ordre n associée a la série > u,.

On sait que la suite (.S,) converge si et seulement si elle est de Cauchy donc si et
seulement si

n+p
Ve>0,INEN,VpEN" n 2N =[S, — Sul = | > w|<e.
k=n-+1
O
Ezemple 12.23 (série harmonique). — C’est par définition la série de terme
général % pour n > 1. On a
2n 2n
1 1 1
Sum—Su= Y u> Y go=ng-=gz.
k=n+1 k=n+1

Le critére de Cauchy n’étant pas vérifié (prendre & = i et p = 2n), on conclut que
la série harmonique est divergente.

Définition 12.24. — Une série Y u, est dite absolument convergente si la série
> | uy, | est convergente.

Le résultat suivant est trés important en pratique.

Théoréme 12.25. — Si une série est absolument convergente alors elle est conver-
gente.
Démonstration. — Soit € > 0. Puisque la série > |u,| converge, elle vérifie donc le

critere de Cauchy et donc

n-+p
INEN,WpeN" n>2N= > |ul<e.

k=n+1
D’apres I'inégalité triangulaire, on a alors

n—+p

< Z lup| < e.

k=n+1

n-+p

D uk

k=n+1

On en déduit que la série Y | u, satisfait le critére de Cauchy et est donc convergente.
O
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Remarque 12.26. — La réciproque est fausse, c’est-a-dire qu’une série peut étre
convergente sans étre absolument convergente.
Considérons par exemple la série de terme général u,, avec ug, = —% et ugp_1 = 119

(p € N*). Pour tout n € N*, on a

2n 2n+1 1

Sop = E up =0, Sopq1 = E Up = Ugpyl = — .
n+1
k=1 k=1

Les suites extraites (Ss,) et (S2,41) convergent et ont méme limite 0. On sait alors
que la suite (S5,,) converge vers 0. La série ) u, est donc convergente et de somme
nulle. Cependant cette série n’est pas absolument convergente car

2n n
1
ST L
k=1 k=1
et donc Y u,| =2(3° 1) et on a vu que la série harmonique est divergente.

Définition 12.27. — Un série numérique qui converge mais qui ne converge pas
absolument est dite semi-convergente.

Nous reviendrons plus tard sur ce type de séries.

12.2. Séries a termes positifs

Dans cette section, on s’intéresse aux séries a termes réels positifs. En fait, ce
qui compte vraiment ici c¢’est que le signe soit constant. Tous les résultats que nous
obtiendrons pour les séries & termes positifs resteront vrais pour les séries a termes
négatifs, il suffit d’adapter les énoncés et les démonstrations en remplacant "crois-
sante" par "décroissante", "majorée" par "minorée", etc.

La suite des sommes partielles d’une série a termes positifs est croissante, et donc :

Lemme 12.28. — Une série a termes positifs converge si et seulement si la suite
(Sn) des sommes partielles est majorée. De plus, si la série diverge alors lim S, =
+00.

Démonstration. — Soit > w, une série a termes positifs. Pour tout n € N, on a
Spt1 — Sp = upy1 = 0 et donc la suite (S,,) est croissante. On sait alors que (S),)
converge si elle est majorée, et tend vers 400 dans le cas contraire. O]

Nous allons maintenant énoncer les principaux critéres de convergence pour les
séries & termes positifs.

Théoréme 12.29 (Comparaison). — Soient Y u, et > v, deux séries a termes
positifs telles que u, < v, pour tout n > 0. Alors,

1) sila série > v, converge, il en est de méme de la série Y u, et dans ce cas :

+oo +00
(12.2.1) D un <Y o,
n=0 n=0

2) sila série Y u, diverge, il en est de méme de la série »_ vy,.

Démonstration. — 1) Notons (S,,) et (7),) les suites des sommes partielles associées
respectivement aux séries »  u, et > v,. Par hypothése, on a u, < v, pour tout
n = 0, donc

(12.2.2) V>0, S,<T,
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Comme u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N| les suites (S,,) et (T},) sont croissantes.
Comme la série Y v, est convergente, la suite (T},) est convergente donc majorée
par la somme T de la série Y v,. On en déduit que la suite (S,,) est majorée (d’aprés
(12.2.2)). Comme (S,,) est majorée et croissante elle converge et donc la série Y uy,
est convergente. On a vu que pour tout n € N, on a

+oo
Su<Tu<T=) v
n=0

et comme (.S,,) est convergente, sa limite est inférieure a 7.
2) C’est la contraposée de l'assertion 1). O

Ezxemple 12.30. — Pour tout entier n > 2, on a
1 1

0< =< —.
n? " n(n—1)

Or, on a vu que la série de terme général m est convergente (elle est téléscopique),

donc d’apres le théoréme de comparaison la série de terme général 2 (n > 1) est
convergente.

Exemple 12.31. — Pour tout entier n > 1, on a
1 1
0<—-<—
n \/n

Or on sait que la série de terme général % diverge, donc le théoréme de comparaison
montre que la série de terme général —— est divergente.
7n

Remarque 12.32. — Si la majoration u, < v, dans le théoréme précédent n’est
vérifiée qu’a partir d'un certain rang ng, la conclusion du théoréme sur la nature de
la série reste valable car la convergence des suites (Sy,)nsn, €t (T5)nsn, entraine celle
de (Sp)n=0 et (T)ns0. Cependant I'inégalité peut étre fausse. Par exemple,
on consideére, u,, = 3% pour n > 0, vy = 0 et v, = 57 pour n > 1. On a évidemment
U, < v, pour tout n > 1. D’aprés ce que 'on a vu sur les séries géométriques, on
sait que ces deux séries sont convergentes et de plus

o 1. 1 3

n=0
- =1, 1 1
gvn:;(ﬁ) 251_%:17

et par conséquent
+00 +oo
E Uy > E Uy, -
n=0 n=0
Le théoréeme de comparaison permet d’établir un autre critére important.

Théoréme 12.33 (Equivalence). — Soient > u, et > v, des séries a termes
positifs telles que u, ~ v, quand n — 4o0o. Alors :
1) Les séries y_ u, et > v, sont de méme nature.

2) En cas de convergence, les restes sont équivalents.

3) En cas de divergence, les sommes partielles sont équivalentes.
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Démonstration. — Observons d’abord que ’équivalence u,, ~ v, peut s’écrire
(12.2.3) Ve>0,3dng e N, Vn>ng= (1 —e)v, <u, < (L+¢)v,.

1) 11 suffit d’appliquer le théoréme de comparaison. En effet, si la série ) v,
converge, il en est de méme de la série (1 4 ¢) > v, et donc de > u,. Si > v,
diverge, il en est de méme de (1 —¢) > v, et donc de > u,.

2) On sait déja qu’en cas de convergence de la série alors la suite des restes
converge vers 0. Avec ((12.2.3]) on en déduit que

+oo
>ng=(1—¢) E v, < g up, < (1+¢) E Uy
p=n+1 p=n+1 p=n-+1

ce qui établit ’équivalence des restes.
3) Supposons que les séries Y u, et > v, divergent et notons (S,) et (7,) les
suites des sommes partielles associées. Pour tout n > ng (le ng de (12.2.3))), on a

n n
Sn:Sn0+Zup, Tn:TnO—i-va.

no+1 no+1
En utilisant I’encadrement ((12.2.3)), on obtient

(1—¢) va Zup (1+¢) va

no+1 no+1 no+1
ce qui s’écrit aussi
(1—e) (T, —Tny) < S — Spy < 1+46)(T, — Tyy)
ou encore
(1 —¢e)Thy — Sno (14 ¢&)Thy — Sne
T, T,
Comme les séries Y u, et > v, sont divergentes et a termes positifs, les suites (5,) et

(T},) tendent vers 400, donc lim,, 4 (175)?#‘9”0 (HE)];+73"0 =0.

On peut donc trouver ny et ny dans N tels que :
(1 - 8)CZ—‘TZ() - Sn()

(1—e— 1T, <S, <(14+¢e— )T, .

=0 et lim,,

n=n = —<¢< <e€
T,
et
14+¢)T,, — S
n>n2:>—€<< )Tno 2 <Le
n

En posant N = max(ng + 1,n1,n2), on obtient
YneN,n>N=(1-2)T,<5,< (1427,
ce qui montre que
Sy ~T,.
0

Remarque 12.34. — Le critére d’équivalence peut étre mis en défaut si les séries
ne sont pas a termes de signe constant.

Le résultat suivant traite des séries qui serviront de référence (avec les séries
géométriques) pour appliquer les théorémes de comparaison et d’équivalence.

Théoréme 12.35. — Soit a« € R. La série de Riemann nia converge si et seule-
ment st o > 1.
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Démonstration. — La série de Riemann est a termes positifs.
On sait déja que pour o = 1 cette série est la série harmonique qui est divergente.
Pour a < 1, on a + < = et donc la série Y = est divergente par le théoreme de
) ’ n n n
comparaison.
On sait aussi que la série Z est convergente. Si a > 2 alors ia < 45, le théoréme
n
de comparaison montre que dans ce cas Y. n% converge.

Il reste a traiter le cas ot v €]1,2[. On considére la série de terme général

(12.2.4) _ ! L w1
- T R N

On a par téléscopage

- - 1 1 1
Zup = Z ( a—1 - al) - 1 - a—1
T\ T () (n+1)

Comme « — 1 > 0, on en déduit que Y u, converge et a pour somme 1. Or d’aprés

1224 on a pour n > 1,
1 no—t 1 n+1 1 1
L= — 1 . — 1 o 11—« — 1— 1 V-«
u ne—1 ( (TL + ]_)oc—l) na—1 ( ( n ) ) na—l( ( + TL) )

et donc
(10T 00
Uy = — o(—
no—1 n n
d’ou . . .
a— a—
Up = o(—) = 14+ 0(1
o) = (14 o(1)
On en déduit que
a—1
Uy ~
nOé
Les deux séries étant a termes positifs, le théoréme d’équivalence permet de conclure
que la série Y - converge si a €]1,2]. O
Ezemple 12.36. — On con51dere la série de terme général —77— +1 C’est une série
a termes positifs. Comme —7— +1 ~ \/iﬁ (a faire) et comme la série de Riemann Y — =
est divergente, le théoréme d’équivalence nous dit que ) =z~ +1 diverge.
Ezxemple 12.37. — On considére la série de terme général S?Jr"l Ce n’est pas une

série & termes de signe constant donc on considére la série des valeurs absolues.
On a 0 <| 222 |< L et comme la série de Riemann Y 2 est convergente alors
n n n

2+1
le théoréme de comparaison nous dit que o est absolument convergente donc
convergente.
Corollaire 12.38 (régle des n®u,). — Soit Y u, une série a termes positifs.

1) Sila suite (n®u,) converge vers 0 et si a« > 1 alors la série > u, converge.

2) Si la suite (n*u,) tend vers 400 et si a < 1 alors la série Y u, diverge.

Démonstration. — 1) Si la suite (n®u,,) converge vers 0 alors u,, = o~z ). Par consé-
quent, il existe N € N tel que Vn > N on a u, < ,%a Si a > 1 alors la série de
Riemann ) n% est convergente et donc par le théoréme de comparaison la série
> u, converge aussi.

2) Si la suite (n“uy,) tend vers +oo alors il existe N € N tel que Vn > N on a
nu, = 1 et donc u, = —5. Si a < 1 alors la série de Riemann > % est divergente
et donc par le théoréme de comparaison la série Y u,, diverge aussi. O
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2

e

n+1
e—n
n+1

Ezemple 12.39. — On considére la série de terme général

22_”2

n+1

qui est a termes

positifs. On an — 0 donc par la régle des n®u,,, la série ) est convergente.

Exemple 12.40. — On considére la série de terme général 22 pour n > 1, qui
n
Inn _y 10 et donc par la régle des n®u,,, la série > thn

n

est & termes positifs. On a n
est divergente.

Proposition 12.41 (Régle de domination). — Soient Y u,, et Y v, deux séries
a termes positifs telles que u,, = O(v,) quand n — 400.

1) Si la série Y v, est convergente, il en est de méme de la série Y u,. Dans ce
cas, les restes R, = Y 320 uy, et R, =S vy, vérifient R, = O(R]) quand
n — +00.

2) Sila série Y u, est divergente, il en est de méme de la série Y vy,.
Démonstration. — L’hypothése u,, = O(v,,) nous dit que
dM > 0,dng e N;Vn e N, n > ng = v, < Mv,

L’'implication n > ny = § < v, et le théoréme de comparaison donnent 2).
L’implication n > ny = u,, < Mwv, et le théoréme de comparaison montrent que
> u, converge quand Y v, converge. Dans ce cas, on obtient aussi pour n > ng

+o0 +o0
R,= > w<M(> w)=MR,
k=n+1 k=n+1
et donc R, = O(R)). O

Proposition 12.42 (Régle de négligeabilité). — Soient > u, et > v, deux
séries a termes positifs telles que u, = o(v,) quand n — +oc.

1) Si la série Y v, est convergente, il en est de méme de la série »  u,. Dans ce
_ +o00 /o +oo S _ /
cas, les restes Ry, = 3 . = up et Ry, = > 7 v vérifient R, = o(R),) quand
n — +0o0.

2) Sila série Y u, est divergente, il en est de méme de la série Y vy,.
Démonstration. — Comme wu,, = o(v,) implique u, = O(v,) on obtient 2) et la

premiére partie de 1) en appliquant la régle de domination. On suppose que » v,
et donc aussi Y u,, convergent. Comme u,, = o(v,) on a

Ve >0, dngeN, VneN, n>=nyg=u,<cv,

et donc pour tout n > ng, on a

+oo +00
Rn:Zukée(ka)zeR;
k=n+1 k=n+1
et donc R, = o(R)). O

On définit les intégrales généralisées qu’on étudiera plus précisément dans le pro-
chain chapitre.

Définition 12.43. — Soient a € R et f : [a,+00[— R une fonction continue. Si
lma oo faA f(t) dt existe et est finie, on dit que 'intégrale généralisée f;oo ft)dt
converge et vaut limg ., faA f(t)dt. Sinon, on dit que lintégrale généralisée

fa+°° f(t)dt diverge. La nature de 'intégrale généralisée f;roo f(t)dt est convergente
ou divergente.
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Ezxemple 12.44. — Par exemple, f1+ L dt converge vers 1. En effet, fl Ldt =
[—1){ =—% +1— 1 quand A — +oo.
Par contre, [;"1dt est divergente. En effet, [ 1 ALldt = Int}d = mA — +oo

quand A — +oc.

Théoréme 12.45 (comparaison série-intégrale). — Soient a un réel donné
et f: |a, —{—oo[—) R une fonction continue, positive et décroissante. Alors la série
Y>> f(n) (avecn > a) et lintégrale généralisée f f(t)dt sont de méme nature. De
plus, en cas de convergence, on a

+o00 +o00
f(t) Z f(k f(t)dt
ntl k=n+1 n
Démonstration. — Quitte a considérer la fonction f, : R, — R, ¢t — f(t 4+ a), on

peut considérer dans notre énoncé que a = 0. Puisque f est décroissante sur R, on
a alors

VpeN, Vtepp+1], flp+1)<f(t)<fp).
En intégrant on obtient

p+1 p+1 p+1
[ twenas [ swas< [ swa
p+1
f@+U</ ft)dt < f(p).

et donc

On en déduit que

n n p+1 n
fo+1) <Y FE)dt <Y f(p)

p=0 p=0"YP p=0

et donc
n+1
(12.2.5) Suir — 1(0) < / F(t)dt < S,
0

Si la série > f(n) converge alors la suite (S),) est majorée et la suite ( f, () dt)
aussi par conséquent. La fonction z +— fo t)dt est croissante et donc la suite
( 0n+1 f(t)dt) est croissante majorée et donc Convergente vers £ € Ry . Il est évident

que la suite ( fo (t) dt) converge aussi vers £. Si A € R+, on a

ft)dt < ft)dt < f(t) dt ,
[ s [T [T

ou E(A) désigne la partie entiére de A. Par le théoréme des gendarmes on en déduit
5 44 - s . +00
que l'intégrale généralisée fo f(t) dt converge vers /.

Réciproquement, si 'intégrale généralisée f0+oo f(t) dt est convergente et vaut ¢ €
R alors a partir de ([12.2.5)) on obtient

n+1
St < £(0) + / F(tydt < F(0) + 0.

La suite des sommes partielles (.5,,) est donc majorée et croissante (car la série est
a termes positifs), elle est donc convergente et donc la série Y f(n) converge.
En cas de convergence, on a vu que Vp € N,

fo+n < | i ar < £



12.3. REGLE DE D’ALEMBERT ET REGLE DE CAUCHY 209

et donc, pour tous n € N*, m € N, on a

n+m n+m n+m+1 n+m
WETE Z/ foa= [ <y 0.
p=n
En faisant tendre m vers +00, on obtient
R, < +oo ft)dt < R,1,
ce qui démontre l'inégalité du théo;éme. O]

Ezxzemple 12.46 (Séries de Bertrand). — La série de Bertrand

Zm (a,B)ER2

converge si et seulement si, « > 1 ou (¢ =1 et § > 1).

En effet, pour a < 0 ou (v = 0 et 5 < 0) la série diverge grossiérement. Supposons
maintenant « > 0 ou (v = 0 et § > 0). Dans ces cas, la fonction t — W est
continue, positive et décroissante sur 2, +00]. Notre série est donc de méme nature

que l'intégrale de Bertrand f2 qu’on verra en exercice.

ln )P

Exzemple 12.47. — La série Z Zsz‘fQ est convergente.
n+sinn n4sinn n _ 1
En effet, pour tout n > 1, on a 3% w5 = 0et 5 ~ s = Or

> m est une série de Bertrand convergente. On conclut par le théoréme d’équi-
valence pour les séries a termes positifs. On peut aussi conclure sans invoquer le
résultat sur les séries de Bertrand. En effet pour n > 3, 0 < m < # La série
> 7112 est une série de Riemann convergente et d’aprés le théoréme de comparaison

la série de Bertrand ) —1— est convergente. Par le théoréme d’¢quivalence, la série
n+sinn
n3 lnn+2

est convergente.

12.3. Régle de D’Alembert et régle de Cauchy

Théoréme 12.48 (régle de D’Alembert). — Soit > u, une série a termes

positifs (et méme > 0 pourn assez grand) telle que limy, oo =2 = £ ou l € [0, +o0].

1) Sit <1, la série Y u, converge.
2) Sil>1, la série Y u, diverge grossiérement.

3) Sil =1, on ne peut pas conclure a priori.

Démonstration. — 1) Supposons donc que lim,,_, 1 “ZI L =/ou/ e [0,1]. Cela veut
dire que

Ve >0,dAN e NNVne N, n > N =

Un+1
-/ <
Unp,

En particulier, pour € = IT_E > 0, il existe p € N tel que pour tout n > p on ait

Uy
0< +1—€'<5
un
et donc Ly
Up,
0 < 2t <E+6:L.
Up, 2

4

Onposeq—“r on a 0 < g < 1. De plus, pour tout n > p, on a

0 < Up+1

<q-

Un,
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Comme u,, > 0, cela donne 0 < u,+1 < qu, pour tout n = p. On en déduit alors,
pour tout n = p :

0 < thsr < e < s < < ¢ Py = g
Ainsi, pour tout n > p+1,0n a
0<wu, <Mqg",
oun M = Z—;’. La série géométrique Y ¢" converge car ¢ €]0,1[. Le théoréme de

comparaison pour les séries a termes positifs montre que la série > u,, converge.
2) Supposons donc que lim,,_, ;o 2% = £ ou £ > 1. Posons ¢ = Z_Tl > 0. Il existe
p € N tel que pour tout n > p on ait

u
0< |2 —E‘ <e
Up,
et donc Ly
U +
n+1 2 é—g: -t
Up, 2
On pose ¢ = ITM, on a g > 1. De plus, pour tout n > p, on a
Un+1 >q
Up

Comme u,, > 0, cela donne u,,1 = qu, pour tout n > p. On en déduit alors, pour
tout n = p,
Up

qp

Up+1 > qUn 2 q2un71 > ct 2 anrlipup = anrl .

Ainsi, pour tout n > p+1,0n a
up, = Mq"
ou M = Z—Z’j > 0. Comme ¢ > 1, limu, = +00 ce qui montre que la série > u,
diverge grossiérement.
: : Zn A s Un41
3) On ne peut rien dire en général lorsque lim,, m

= 1. Par exemple, les

séries Y - et > 2 vérifient toutes les deux limy,_, o 2

nl = 1 mais sont de natures
différentes. O

Ezemple 12.49. — Etudions la nature de la série ) TT‘L—T,L
Posons u,, = ’:L—T pour tout n € N (0! =1). On a u,, > 0 et

Upp1  (n+ 1) n! 1 n+1 1 In(1+1)
= - = n 1) = (1 —\n — onin =
U, (n+1)! n» n—|—1< n )i+ 1) = +n) ‘
— enlito()) — plto(l) _ o

Comme e > 1, la régle de D’Alembert montre que ) u,, diverge grossiérement.
Ezemple 12.50. — Etudions la nature de la série ) ;—i
Posons u,, = ;‘—i pour tout n € N. On a u,, > 0 et
U1  (+1)P2" 1 n+1, 1
= — == - =<1
Uy, 2ntl b 2( n ) 2

La régle de D’Alembert montre que »_ u,, est convergente.

Théoréme 12.51 (régle de Cauchy). — Soit > u, une série a termes positifs
telle que limnﬁﬂo(un)% =/{ ou l € [0, +00].
1) Sil <1, la série Y u, converge.

2) Sil>1, la série Y u, diverge grossiérement.
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3) Sil =1, on ne peut pas conclure a priori.

3=

Démonstration. — 1) Supposons donc que lim, ;o (u,)n = £ ou £ € [0,1]. Cela

veut dire que
Ve >0,AIN e NNVne N, n> N = ‘(un)% —E’ <e
En particulier, pour € = 174 > 0, il existe p € N tel que pour tout n > p on ait
0< ’(un)% —6‘ <e

et donc

1 1
0< (un)* < £+e_—gf.

£ on a0 < q< 1. De plus, pour tout n > p, on a

On pose ¢ = 1££

3=

0 < (up)m < q

et donc
0<u, <q".

La série géométrique > ¢" converge car q €]0, 1[. Le théoréme de comparaison pour
les séries a termes positifs montre que la série > u, converge.

2) Supposons donc que limn_>+oo(un)% = ( avec ¢ > 1. Posons ¢ = Z_Tl > 0. 11
existe p € N tel que pour tout n > p on ait

0<| (un)r — < e

et donc
1 1474
w@n>e—a_—g—

¢ ,on a g > 1. De plus, pour tout n > p, on a

On pose ¢ = +

1
(un)" = q

et donc
n

Up 2 q .

Comme ¢ > 1, limu,, = +00 ce qui montre que la série > u,, diverge grossiérement.

3) On ne peut rien dire en général lorsque lim,_, ., “*** = 1. Par exemple, les
séries Y + et > - vérifient toutes les deux limy, 4o ()2 + = 1 mais sont de natures
différentes. O

Ezemple 12.52. — Etudions la nature de la série ) (3241)",
1

2n+1 2n+1
Posons u, = (5;7%)" pour n > 0. On a u, > 0 et (uy) T

de Cauchy montre que ) u, converge.

2 R
— 5 < 1. Laregle

Exemple 12.53. — Etudions la nature de la série Z("TH)”2
(”T“)"2 pour n > 0. On a u, > 0 et

— (1 + l)n _ 6nln(l—l—%) _ en(%—i-o(%)) _ 61+0(1) Se.
n

Posons u,, =

S=

(un)

Comme e > 1, la régle de D’Alembert montre que Y _ u,, diverge grossiérement.
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12.4. Séries semi-convergentes et séries alternées

Définition 12.54. — On dit qu'une série est semi-convergente si elle est conver-
gente mais pas absolument convergente.

Exzemple 12.55. — On verra que la série » % est absolument convergente. On
sait déja qu’elle n’est pas absolument convergente.

Définition 12.56. — On appelle série alternée toute série de terme général
(—1)"a, ou (a,) est une suite de nombres réels de signe constant.
Ezemple 12.57. — La série géométrique » (—2)" est géométrique car (—2)" =
(—1)m2m.

A un signe prés, une série alternée s’écrit donc >_(—1)"a, ot (a,) est une suite
de nombres réels positifs. Pour de telles séries, on a le résultat remarquable suivant.

Théoréeme 12.58 (critére spécial des séries alternées)
Soit (a,) une suite de nombres réels positifs, décroissante et tendant vers 0.
Alors la série alternées Y (—1)"a, est convergente. De plus, sa somme S vérifie

Sont1 <5 < Sap
pour tout n > 0, et son reste R, d’ordre n vérifie
’Rn‘ < Apyt -
Démonstration. — Il s’agit de montrer que la suite des sommes partielles (S,,)
converge. Pour cela, il suffit de montrer que les sous-suites (Ss,) et (So,+1) sont

convergentes et ont méme limite. On va montrer que (Ss,41) et (S2,) sont adja-
centes. En effet, comme (a,) est décroissante, on a

Sont2 — Son = G2pqz — G2pg1 <0
ce qui montre que (Ss,) est décroissante, et
Sont3 — Sany1 = —A2pt3 + A2pge = 0

ce qui montre que (Ss, 1) est croissante. De plus, Sa, — So,+1 = a2,1+1 — 0 (car (az,)
est une sous-suite de (a,) qui converge vers 0). Par le théoréme des suites adjacentes,
on en déduit que Y (—1)"a, est convergente. De plus, sa somme S vérifie

Sont1 < S < Sap
pour tout n > 0. Enfin, on en déduit que

|Ron| = |S — San| < Sar — Sont1 = Gant1

et
|Ropt1] = |S = Sant1| < Sang2 — Sang1 = Gonya -
On a donc, pour tout n € N,
| Ry [< g
m
Exemple 12.59. — Montrons que pour tout o € R¥, la série ) (_n1a)n est conver-

gente.
Cette série se présente sous la forme Y- (—1)"a, ot a, = -5 est le terme général
d’une suite a termes positifs. On a donc affaire a une série alternée. De plus, pour

tout n € N*, on a
a 1 @
[P R L <1
an (n+ 1)~ n+1
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et donc (a,) est décroissante. Comme n% — 0, le critére spécial des séries alternées
-~ —1)n . .
permet de conclure que la série ) (n% converge pour tout a > 0 fixé. Ceci montre
- (1) .
que la série )  *—= est semi-convergente.

Le prochain théoréme est une profonde généralisation du critére spécial des séries
alternées. Avant cela, on a besoin d'un lemme.

Lemme 12.60. — Soit M un nombre réel strictement positif. Soient aq,as, . .., ay,
des réels tels que

ap zay = -+ = a, >0.
Soient by, by, ..., b, des nombres complexes tels que pour tout p =1,2,...,n, on ait

b byl < M.

Alors,
la1by + agby + -+ - + azby| < May .
Démonstration. — Posons
o1 = b1
09 = bl + bg
Jp:b1+b2+"'+bp
Un:b1+b2++bn
On a alors
bl = 01
b2 = 09 — 01
p = Op — Op-—1
n = On — Op—1-
Ainsi,

]albl + &ng + -+ Cln_lbn_l + anbn\
= |aro1 + ag(og —o1) + -+ + an_1(0n—1 — On_2) + an(0n — 0n1)|,

et donc

|CL1b1 + CLQbQ + -+ an_lbn_l + Clnbn‘
lo1(ar — ag) + 02(ag —as) + -+ + op_1(apn_1 — apn) + Tpay| .

11 vient

la1by + agby + -+ - + ap_1bp_1 + anby|
< |o1](ar — ag) + |oal(as —ag) + - - + |on_1|(an-1 — an) + |on|a, < Ma; .
]
Théoréme 12.61 (critére d’Abel). — Soit > u, une série a termes réels ou
complexes telle que u,, = a,b, pour tout n. On suppose que

1) les a, sont réels strictement positifs, et la suite (a,) est décroissante et tend vers
0.

2) les by, sont réels ou complexes, et il existe une constante M > 0 telle que, quels
que sotentn =0 et m > n, on ait

|bp 4 b1 + -+ b | < M.
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Alors la série Y u, converge, et pour tout n € N, on a

+00
|Rn| = E ug| < Man—i—l .
k=n+1
Démonstration. — On sait que pour une série numérique la convergence équivaut

au critére de Cauchy. Montrons donc que sous les hypothéses du théoréme, la série
de terme général u,, = a,b, vérifie le critére de Cauchy. Donnons nous donc € > 0.
Puisque la suite (a,) tend vers 0, il existe un entier N tel que n > N implique
0 < a, < §7. Alors, quels que soient m > n > N on a d’aprés le lemme précédent

‘un—l—l + Upto + -+ + um| - |an+1bn+1 + an+2bn+2 + -+ ambm| < Man-l—l <e.
O

Remarque 12.62. — En prenant b, = (—1)" et M = 1 dans le théoréme précé-
dent, on retrouve le critére spécial des séries alternées.

Ezxzemple 12.63. — Soit (a,) une suite de réels strictement positifs, décroissante
et tendant vers 0 quand n — +4o00. Alors, pour tout 6 # 2kw ou k € 7Z, les séries
> ay cos(nh) et > a,sin(nd) sont convergentes. Notons S, = > 7_, aj cos(kf) et
T, =Y p_o axsin(kf). On sait que les suites (5,,) et (T},) convergent si et seulement
si la suite (S, +71},) converge. Or
Sp + 1T, = Z ay(cos(k0) + vsin(kf)) = Z ape™ .
k=0 k=0

Les séries Y a,, cos(nf) et >_ a,, sin(nd) convergent si et seulement si la série > a,e™?

converge.

Appliquons donc le critére d’Abel & > a,e™. On sait que (a,) est une suite de
réels strictement positifs, décroissante et tendant vers 0 quand n — +oc0. Il reste a
vérifier la condition 2) du critére d’Abel. On a

1 — etn+1)0
14+ e+ 2 4o g = [ —
1—e?
et donc
1— 1(n+1)0 1— 1(n+1)6 2
|1+e’9+62’9+-~+6m9‘: 9 69 o | = ? 0 S (0]
e'3 (e — ¢'3) 2sin(3) 2 ’Sln(i)’
Ainsi,
1

‘1+610+6219+"'—|—6m9| < —.
|Sln(§)|
En prenant M = m (indépendant de n) dans le critére d’Abel, on peut main-
2
tenant conclure que la série ) a,e’
> ap sin(nf) sont convergentes.

"0 converge, donc les séries Y a, cos(nf) et

12.5. Exercices

Exercice 205

Pour chacune des séries, indiquer la nature et en cas de convergence calculer la

somme : 1 on An
Domi Dgem D 2
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Exercice 206

Pour tout n € N* n—l
our tout n , Ol POSe U, = :
P n(n+1)(n+2)
~1/2 2 3/2
1) Vérifi n = — :
) Vérifier que u " +n—|—1 )
1 1 3

2) Montrer que up = — + - :
; 4 2(n+1) 2(n+2)

3) En déduire que la série > u, converge et déterminer sa somme.

Exercice 207
Etablir la divergence des séries de termes généraux suivants :

1 .
U, = nl, v, = (=1)", w, = nln <1+—> , Zn = - 2B
n n
Exercice 208
+oo +o0 +too 9
1 n+1 ne—2
Sachant que Z =6 calculer Z n! et Z o
n=0 n=0 n=0
Exercice 209
<1 7 =<1
Sachant que — = —, calculer T ———
K ;%rﬁ 6 ;%(Qn—{—l)?
Exercice 210
Déterminer la nature des séries de termes généraux :
1 —sinn e —1
= vy = ——— (n=1), w, = e V¥ 2z, = l—cos— (n>=1).

B I Y n

Exercice 211
Déterminer la nature des séries de termes généraux :

1 e+ /n (471—1—1)”
= —— w, = :

5 - 5 Un =
n? + sinn® n2+1 3n+2

Uy =

Exercice 212

Déterminer la nature des séries de termes généraux :

<n+1>” ( n >n2 nd—1\" )
Up = s Un = , W, = —
on n+1 nd+1
Exercice 213

On considére la série de terme général :

1
Un = (-1)n%, n>1.

1) Vérifier que la série ) u, n’est pas absolument convergente.

2) Montrer que la fonction x +— me est décroissante sur [3, + ool

3) Montrer que la série Y u, est convergente.
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Exercice 214

Etudier les séries de termes généraux :

1 -1
u, = (—1)" arcsin <:213>, v, = In (1 + ( a) ), a € R

Exercice 215
On considére les séries de terme général
1)

W=D

NZD

1) Montrer que u,, ~ v, lorsque n — +oc.

(="
Vn n

1
+ — et v, =
n

2) Montrer que »_ u, diverge et que > v,, converge.

3) Conclusion ?

Exercice 216
On considére une suite (u,,) a termes dans R, bornée, et telle que la série > u,,
soit divergente.

1) Montrer que la série Z . “

est divergente.
Un
6in

2) Montrer que la série Z ﬁ
Un €

n’est pas absolument convergente.

Exercice 217
Etudier la nature des séries suivantes :

- 1+
Yo Tew(h) e T
Exercice 218

1) Montrer que la série ) 4= est convergente puis calculer sa somme.

A . L . n
2) Méme question avec la série »_ 143%.

Exercice 219

1) Etablir la convergence de la série de terme général u, =

2) Quelle est la nature de la série de terme général v, =

3) Quelle est la nature de la série de terme général w,, =



CHAPITRE 13

INTEGRALES GENERALISEES

On veut étudier le cas oul f est continue sur un intervalle [a, b| (ou bien ]a, b]) sans
étre continue sur [a,b], et essayer de donner un sens a la quantité ff f(z)dz. Par
exemple, quel sens peut-on donner a fol In x dz ou encore a f0+°° % dx?

Remarque 13.1. — 1) Si a et b sont des réels. Le fait que f soit continue sur [a, b]
sans étre continue sur [a,b] signifie que f(x) n’a pas de limite finie lorsque z
tend vers b. Elle peut soit tendre vers oo (c’est le cas le plus fréquent que nous
rencontrerons) ou bien ne pas avoir de limite du tout.

2) Si @ ou b est infini alors 'intégrale est forcément généralisée.

13.1. Intégrales généralisées sur un intervalle borné

Définition 13.2. — 1) Soit f une fonction continue sur [a,b] ot a et b sont des

réels avec a < b. Si
t

lim [ f(x)dx

t—=b" Jg,
existe et est finie, alors on dit que l'intégrale généralisée f; f(z)dz de f sur
[a,b] est convergente ou converge. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale
généralisée f b f(z)dz de f sur [a,b] est divergente ou diverge.

2) Soit f une fonction continue sur |a, b] ot a et b sont des réels avec a < b. Si

y
at / fle

existe et est finie, alors on dit que l'intégrale généralisée f; f(z)dx de f sur
la, b] est convergente ou converge. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale

généralisée f; f(z)dz de f sur Ja,b] est divergente ou diverge.
En cas de convergence dans 1) et 2), on note aussi f: f(z) dz la limite. La nature

de l'intégrale généralisée f: f(x) dx est convergente ou divergente.

Ezxemple 13.3. — Quelle est la nature de l'intégrale généralisée fo dz 9

La fonction z f est continue sur |0, 1] et lim,_,o+ — 77 = Too. L’ 1ntegrale fo =

est bien généralisée en 0 (avec un probléme en 0). Soit ¢ > 0 et calculons ft . On
ftl do _ =[2/z]} =2— 2v/t et lim;_, o+ ft \/E = 2. Donc l'intégrale généralisée fo \/—95

CC

est convergente et on a fol ?/—”% =2.

Exemple 13.4. — Etudier la nature de fo 1)2
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La fonction z @;2 est continue sur [0,1[ et on a lim, ;- ﬁ = +o00.

1)
Donc fo = ”‘12 est bien généralisée en 1. Calculons fo & 1)2 pour 0 <t < 1. On a

fo = 1)2 — x—ll)]g = (t__ll) 1 —,,1- 400 Ainsi, l'intégrale généralisée fo ( )2 est

divergente.

Ezxemple 13.5. — Etudier la nature de fol Inzdz.
La fonction x — Inzx est continue sur ]0,1] et on a lim, ,o+ Inx = —oo donc

fol In x dx est généralisée en 0. Calculons ftl Inx dz pour 0 <t < 1. En intégrant par
parties avec u(z) = Inz, v'(z) = 1, on a alors v/(z) = + et v(x) = . D’ou

1 1
/ lnxdx:[xlnx]%—/ ldr = —tlnt — 2]} = —tInt — 1+t =0+ —1.
t t

On en conclut que fol In x dx est convergente et que fol Inxder = —1.

13.2. Intégrales généralisées sur la demi-droite [a, +oo[

Définition 13.6. — Soit f une fonction continue sur [a, +oo] ot a € R. Si

t
i [ s

existe et est finie, alors on dit que I'intégrale généralisée fa+°° f(z)dx de f sur [a, +o0]
est convergente ou converge. Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale généralisée
fa+°° f(z)dz de f sur [a,+o0] est divergente ou diverge. En cas de convergence, on

note aussi [ f(x)dz la limite.

Remarque 13.7. — Si f;oo f(x)dx converge et si b > a alors b+°° f(x)dx
converge mais elles n’ont pas forcément la méme valeur.
Exemple 13.8. — Etudier la nature de l'intégrale généralisée f e liﬁ 5.
La fonction = — 1+7 est continue sur [0, +-o00[, l'intégrale fo il +w2 est généralisée
en +o0o. Calculons fot 1i22
/ L rctant]f o5y T
= |arctan o = -
o 1+a? 0 TimEee g
On en déduit que fo 1 H“’;Q =Z.
Exemple 13.9. — Etudier la convergence de f1 " +1
La fonction ¢ +— ﬁ est continue sur [1,+oo[ et donc l'intégrale f1 d—T’ est
généralisée en +oo. Calculons f1 ;pourt>1.0na
/t Y e+ 1 =t + 1) — 2 e +
= [In |z =In —In s F00.
. $+ 1 1 t—+
On en déduit que | e dx est divergente.
Remarque 13.10. — Dans les exemples traités précédemment, on a réussi a dé-

terminer la nature de l'intégrale généralisée en calculant une intégrale & un moment
donné. En général, calculer une intégrale explicitement c’est résoudre une équation
différentielle et c’est donc difficile voir impossible. Il sera donc impossible en général
de déterminer la nature d’'une intégrale généralisée de cette maniére.
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13.3. Les exemples fondamentaux : les intégrales de Riemann
Proposition 13.11. — Soit a € R.

. . .. . 1 . .
1) L’intégrale généralisée fo 2—5 est convergente si et seulement si o < 1.

- . s .. “+o00 . .
2) L’intégrale généralisée f1 2—§ est convergente si et seulement si a > 1.

Démonstration. — 1) Pour aw = 1, on a, pour tout ¢t > 0 :

1
d

/ —x:[ln|x|]§:—lnt — 400
t x

t—0t

et donc fol 4 est divergente.
Supposons donc maintenant que o € R\ {1}. Pour £ > 0, on a

/1 dz /1 Cu go+t !
— = r Ydr = .

Ydr 1 11 {ﬁsia<1

Ainsi,

= —
, ¢ 1l—a a—1t"1isot | +oosia > 1

et on obtient 1).
2) Pour @ =1, on a, pour tout t > 1,

t——+o0

¢
/d—mz[lnh:m:lnt — 400
1 I’

et donc f1+°° L est divergente.

Supposons donc maintenant que o € R\ {1}. Pour ¢ > 1, on a

tdx t e
/—:/ :cada::{ }
;] xe 1 —a+1],;

/tdx /t o 11 1 —Losia > 1
— = xr “dr = + — @ i
1z 1 l—at=t a—1tstoo | foosia< 1

et on obtient 2).

et donc

219

]

Remarque 13.12. — La conclusion de la proposition précédente reste la méme si

dans 1) et 2) on remplace la borne 1 par un nombre réel strictement positif.
De la méme maniére, on obtient :

Proposition 13.13. — Soient a,a,b € R avec a < b.

1) L’intégrale généralisée f; (mfi)a est convergente si et seulement si a < 1.

dx
(b—z)>

2) L’intégrale généralisée fab est convergente si et seulement si o < 1.

3 dz

Exemple 13.14. — Les intégrales généralisées fol \/% et J, J5=5 sont conver-

gentes («a = % < 1). Les intégrales généralisées fol @i—ﬁ)z et f14 md%l sont divergentes.
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13.4. Intégrales généralisées aux deux bornes

Si f est continue sur un intervalle ouvert |a,b[ (avec la convention dans toute
cette section que a peut étre égal & —oo et que b peut étre égal & +00), 'intégrale

généralisée fab f(x) dx peut présenter un probléme aux deux bornes.

Ezxemple 13.15. — Les intégrales généralisées f e mf_f’;il dx et fo In(? %) dx pré-
sentent des problémes aux deux bornes.

Définition 13.16. — Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert |a, b|
(a peut étre égal & —oo et b peut étre égal & +00), On dit que I'intégrale généralisée
fab f(z)dz de f sur ]a,b[ est convergente ou converge si pour ¢ €|a, b| les intégrales
généralisées [ f(z) dz et fcb f(z) dz sont toutes les deux convergentes (cela ne dé-
pend pas de c) Dans ce cas on dit aussi que l'intégrale généralisée f; f(z) dz vaut
fac f(z)dz + f f(z) dz (cela ne dépend pas de ¢). Dans le cas contraire, on dit que

I'intégrale generahsee fa f(z)dz de f sur Ja,b| est divergente ou diverge.

Remarque 13.17. — L’étude de la nature d'une intégrale généralisée aux deux
bornes se raméne donc a I'étude de deux intégrales généralisées a une seule borne. Si
une des deux intégrales est divergente alors I'intégrale généralisée aux deux bornes
est divergente.

Ezxzemple 13.18. — L’intégrale généralisée aux deux bornes fj;oxdx est diver-

gente car par Riemann fﬁoo xdz est divergente. Cependant, on a l'impression que
I’aire signée sous le graphe de x — x entre —oo et +o0o est nulle!

Exemple 13.19. — Soit o € R, et étudions la nature de I'intégrale généralisée aux
deux bornes fo :ca'

On va étudier fo o +Oo dﬁ. Par Riemann, on sait que fo j—ﬁ converge si et
seulement si a < 1, tandls que f1 €L converge si et seulement si a > 1. Ces deux
intégrales generahsees ne convergent donc jamais simultanément et donc l'intégrale
généralisée fo <L est divergente quel que soit a € R.

Exemple 13.20. — Etudions la nature de I'intégrale généralisée aux deux bornes

f0+°° Inzda.
On va étudier fol Inzdx et f1+°° Inz dz. On a déja vu que fol Inxz dx est conver-

gente. Examinons maintenant f1+°° Inz dz. On va calculer flt Inzdx pour £ > 1. On
a

! 1 1
lnzde=[zlne—z]! =tlnt—t+1=tnt|(1+ — — oo .
/1 nrdr =[zlnz — z]] n + n < +lnt+tl t) tstoo F0O

On en déduit que f;roo Inz dz et donc aussi f0+°° In x dz sont divergentes.

13.5. Cas des fonctions de signe constant sur l’intervalle d’intégration

Tous les résultats seront énoncés pour des fonctions positives sur 'intervalle d’in-
tégration. Si on a affaire a une fonction f négative sur I'intervalle, alors on étudiera
I'intégrale généralisée de — f (qui est positive sur I'intervalle) qui est de méme nature
que celle de f.
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13.5.1. Théoréme général. —

Lemme 13.21. — Si f est une fonction continue positive sur |a,b] (b peut étre
égal a +00), alors la fonction

FlaboR, tH/tf(:c)dx

est croissante sur |a, b|.

Démonstration. — La fonction F' est la primitive de f sur [a, b[ qui s’annule en a.
Comme f est positive sur [a,b] on en déduit que F' est croissante sur [a, b|. O

Théoréme 13.22. — Soit [ une fonction continue positive sur [a,b] (b peut étre

égal a +00). Alors, lintégrale généralisée ff f(z)dz converge si et seulement si la
fonction

¢
F:la,b[— R, tt—)/ f(z)dx
est majorée sur [a, b].

Démonstration. — Supposons que fab f(z)dz converge. Dans ce cas, la fonction F
admet une limite finie ¢ quand t — b~. Comme par le lemme F' est croissante, on
en déduit que pour tout t € [a,b] on a F(t) < £. Ce qui prouve que F' est majorée
sur [a, b|.

Supposons que F' est majorée sur [a, b[. Alors, comme F' est une fonction croissante
et majorée sur [a, b[, elle admet une limite finie quand ¢ — b~. On en déduit donc

que fab f(x)dx converge. O
Remarque 13.23. — On a le méme type d’énoncé si I’on suppose f continue sur
la, b].

Exemple 13.24. — Etudions la nature de fol sin®*(2) d.
La fonction 2 — sin®(1) est continue positive sur ]0, 1]. De plus, pour tout ¢ €0, 1],
on a

T

1 1 1
F(t):/sinz(—)dxg/ lde=1-t<1
t t

ce qui prouve que la fonction F est majorée sur |0, 1]. D’aprés le théoréme précédent,
Iintégrale fol sin2(%) dx est convergente.

13.5.2. Théoréme de comparaison. — Le théoréme qui va suivre est la version
"pratique" du théoréme précédent.

Théoréeme 13.25 (Comparaison). — Soient f et g deux fonctions continues et
positives sur Uintervalle I = [a,b] (b peut étre égal a +o0) et vérifiant

Veel, 0< f(z)<gx).
Alors :
1) Si f;g(x) dx converge alors fabf(x) dz converge aussi.
2) Si fabf(:c) dx diverge alors f; g(z) dz diverge aussi.
Démonstration. — Pour tout ¢ € I, posons F(t) = [ f(z)dx et G(t) = [ g(z)da.
Puisque f(x) < g(x) pour tout z € I, on a
(13.5.1) Viel, F(t) < G(t).
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1) Si ff g(x) dx converge alors d’aprés le Théoreme [13.22]1a fonction G est majorée
sur I. Par (13.5.1)), la fonction F' est majorée sur I et donc, d’aprés le Théoréme

13.22|l'intégrale généralisée fab f(z) dx converge.

2) Si fab f(z) dx diverge alors d’aprés le Théoréme |13.22] la fonction F' n’est pas
majorée sur /. Par (13.5.1)), la fonction G n’est pas majorée sur I et donc, d’apres

le Théoréme [13.22| 'intégrale généralisée fab g(x) dx diverge. O

Ezxemple 13.26. — Etudions la convergence de f1+°° —Si‘;zx dz.
Sur [1, +o0] la fonction z +— S‘;# est continue et positive. De plus, on a
sin? x 1

2 2

Va € [1, +ool, <z

x
. . —+o00 , < .
On sait par Riemann que f1 x% dx est convergente. Par le théoréme de comparai-

02
ML dax est convergente.
x

- s s 2 <. 400
son, l'intégrale généralisée f1

Exzemple 13.27. — Etudions la convergence de fol nz - dg.

1+z2
Sur ]0,1] la fonction z +—

Nz est continue et négative. On va donc étudier

1+x2
1_ . R .
la convergence de fo % dx qui est généralisée en 0. La fonction x —

maintenant continue et positive sur |0, 1]. De plus, pour tout x €]0,1] on a

—Ilnx

a2 est

0< —Ilnz

< <—Inzx.
1+ 22

1 PO : 1 —Ing
On a vu que [;Inazdz converge. Par le théoréme de comparaison, [ 757 d

nxr

1
1422

1
converge et donc fo dx est convergente.

Ezxemple 13.28. — Etudions la convergence de f1+°° 11_2;62 dx.
Sur [1, +oo] la fonction = — 11_?52 est continue et positive. On sait que Inz = o(x2)
quand = — 400 et donc JA > 1 tel que z > A = B2 L 1=Inz < 2. On a donc,

x2

pour tout = € [A, +o0],
Inx Inz x 1
1+ x? x2 22 T2
Par Riemann f;oo - dz est convergente et donc le théoréme de comparaison montre
x2
que fAH’o fi;”g dz converge. Comme flA

f+00 Inz
1 1+22

Inx
1422

dx n’est pas généralisée on en déduit que

dx est convergente.

Ezxemple 13.29. — Etudions la convergence de fol % dx.

Sur ]0, 1] la fonction @ — 5= est continue et positive. De plus, on a, pour tout
z €]0, 1],
1+e™ 1
— = —->0.
x x
Comme par Riemann fol % dx est divergente, le théoréme de comparaison montre
que fol % dx est aussi divergente.
13.5.3. Théoréme d’équivalence. — 1l s’agit de la forme la plus utilisée pour
déterminer la nature d’une intégrale généralisée. On rappelle qu’il est requis d’avoir
des fonctions de signe constant sur 'intervalle d’intégration.
Rappelons que deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de zy €
R U {+00, —00} s’il existe une fonction ¢ définie au voisinage de zy telle que :
f(z) = g(x)(1 + e(x)) avec lim,_,, e(x) = 0. On note alors f ~,, g.
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Remarque 13.30. — Si g(x) # 0 au voisinage de xy sauf peut étre en x, alors
[~ g limle
T—IT0 g(aj)

Remarque 13.31. —
[ ge f=9404(9)

Ezxzemple 13.32. — En utilisant les DLs, sinx = = + o(z) ~¢ z et In(1 + z) =
z +o(x) ~p .

Théoréme 13.33 (Equivalence). — Soient f et g deux fonctions continues po-

sitives sur [a,b] (b peut étre égal a +00) et telles que f ~y g. Alors les intégrales
généralisées fabf(l‘) dx et fabg(x) dx sont de méme nature.

N.B : On a un énoncé analogue pour |a,b] et f ~, g.

Démonstration. — Puisque f ~y g, il existe une fonction e telle que

f(x) = g(2)(1 +e(x))
avec lim, ;- (z) = 0. Il existe un intervalle [b — 1, b ot n > 0, tel que

1 3

59(95) < flz) < §Q($)a Vo € [b—n,b[.

Le théoréeme de comparaison montre en utilisant
1

0< 59(2) < f(2), Vo € b= n.b]

que si fbb_n f(x)dx converge alors fbb_ng(x) dx aussi. De méme, en appliquant le
théoréme de comparaison avec

0< f() < Sg(a), Vo € b0,

on voit que si fbb_n g(x) dx converge alors il en est de méme pour fbb_n f(z)dz. Enfin,

comme f et g sont continues sur le segment [a,b — 1], les intégrales fab*" f(z)dz et

fab_” g(x) dx ne sont pas impropres (pas de probléme de convergence!).

On a donc montré que fj f(x) dx converge si et seulement si fj g(z) dx converge
c’est-a-dire le théoréme. ]

Ezemple 13.34. — Etudions la nature de [ *° 2%l dyz.

0 z443z+1
. 2ZE+1 . o .
Sur [0, +-00] la fonction x +— —=5"= est continue et positive, de plus on a

2¢ + 1 2:L‘_2
rhr3r 1 Tt g3

“+oo . 4 N , .
Or fl :c% dz est convergente par Riemann. Le théoréme d’équivalence montre donc

+00  9z41 1 9z41
que f1 —13.7 de est convergente. Comme fo P

. . . , ., . 4 “+o00
tion continue sur [0,1], on conclut que l'intégrale généralisée [
convergente.

dx est 'intégrale d’une fonc-

2x+1

e dx est

Exzemple 13.35. — Etudions la nature de f;roo L 4y,

est continue et positive. De plus,

)

z+sinx
z24+x+1

Sur [1, +oof la fonction x +—

) sinx
r+sinzr =z(l+
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sin x
T

et comme —z 100 0,0nax+sinx ~,, x et donc

T +sinz T 1

224+x+1 2

400 . . PRI 2 .
Or fl d?x diverge par Riemann. Le théoréme d’équivalence permet de conclure que

f+00 z4sinz

L areny do diverge.

Exemple 13.36. — Etudions la nature de fol < da.
Sur |0, 1] la fonction x +— eg;gl est continue et positive. De plus,
e* =1+ x+ op(x)
donc €* — 1 ~p x. On en déduit que
e’ —1 T 1

~o —&

x3 3 x?

. 1 . . L. 1 er_
Comme par Riemann fo j—g diverge, le théoréme d’équivalence montre que fo e Ldx
est divergente.

+oo g3

Exemple 13.37. — Etudions la nature de o =g dr
Sur |0, +o0[ la fonction = efil est continue et positive. Cette intégrale présente

un probléme en 0 et un autre en +oc0.
Etude en 0 : On a vu dans 'exemple précédent que efi

. 25 . 23
lim, o == = 0 ce qui montre que z — =

- ~o x*. On a donc

se prolonge par continuité en 0. Ainsi,

9: 2 2 <2 ) . 1 43
1 1n‘tegrale étudiée n’est pas impropre en 0 et donc fo —— dx converge.
Etudeen +00:Onae*—1=e*(1—e %) et lim, , e ¥ =0,donce”—1 ~,, €”.
Ainsi,
x? 3
~Nico -
e* —1 e

Or lim,_ 4o .:1:2z—: =0 (ie. 2 - 0+00(x_12))? et donc il existe A > 1 tel que pour tout

o
x> A on ait mZz—jgli.e.
2 1
Oge—xgp-
dx

. +o00 L s . +00 g3
Or par Riemann [ 4 o2 converge. Par le théoréme de comparaison, i) 4 odx

L R I . +oo 3 A 3
converge. Par le théoréme d’équivalence [, - dx converge. Comme [ —*— dz

61'7
23
e?r—1

Y : 9 2 P c . “+o00
n’est pas impropre, l'intégrale généralisée fl dx converge.
383
er—1

On conclut que f0+oo dx est convergente.

13.5.4. Intégrales généralisées absolument convergentes. — Le but de cette
section est de donner une condition suffisante pour que l'intégrale généralisée d'une
fonction non forcément de signe constant sur l'intégrale d’intégration soit conver-
gente.

Définition 13.38. — On dit que l'intégrale généralisée f: f(x) dx est absolument
PP, P P b
convergente lorsque l'intégrale généralisée [ |f(x)|dx est convergente.

Exemple 13.39. — f;roo €5% da est absolument convergente. En effet sur [1, +oof,
la fonction x +—> }C‘:’;m’ est continue, positive et de plus
CoS T 1
vo e[+, 0<| 50| <5
x x

+o0 . \ P .
Or fl x% dx est convergente par Riemann. D’aprés le théoréme de comparaison,

+00 +oo
f1 ““;ﬂ%| dx est convergente et donc f1 5% dx est absolument convergente.
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Définition 13.40. — On dit que lintégrale généralisée f; f(z)dz est semi-
convergente lorsque elle est convergente mais pas absolument convergente.

Exemple 13.41. — On verra plus tard que l'intégrale f;ooSi%dx est semi-
convergente.
Notation 13.42. — Si f est une fonction continue sur un intervalle I, on pose,
pour tout x € I :
f@)|+ f(z _ x)| —
f+($):|()!2 ()7 () !()!2 (z)

Les fonctions f* et [~ ainsi définies sont continues sur I et elles sont a valeurs
positives. De plus, on a

Veel, [fla)l=f"(x)+f (x) ,flz)=f"(z)—f (2).
Théoréeme 13.43 (Convergence absolue). — Une intégrale généralisée
fab f(x)dx absolument convergente est convergente et dans ce cas, on a :

/abf(x)dx g/ab\f(x)\dx.

Démonstration. — 1l n’est pas difficile de voir qu’on peut se ramener a montrer le
théoréme dans le cas ou l'intégrale est généralisée a une seule borne. On se place
dans le cas ou f est continue sur [a,b] (b peut étre égal & +00). On veut montrer

que la fonction F': ¢t — F(t f f(x) dr admet une limite finie quand ¢ — b~. Or

[war= [ -rena= [ ree- [ e

ou f* et f~ sont continues et positives sur [a,b]. Comme 0 < f1(z) < |f(2)]

et 0 < f(z) < | f(x)| sur [a,b], la convergence de [ ’ |f(x)| dz implique celles de
f fT(z)dx et f f~(x)dx par le théoréme de comparaison. Par conséquent, les

limites de f fH(z)dx et f f~(z) dz existent et sont finies quand ¢ — b~ et donc il
en est de méme pour F(t).

L’inégalité ‘f; f(x) dx‘ < f; |f(z)] dx vient du passage & la limite quand ¢ — b~
dans I'inégalité ‘f; f(x) d$‘ < fat |f(x)| dx. O
Exemple 13.44. — L’intégrale généralisée fo sin(+)dz est absolument conver-

gente et donc covergente. En effet, sur |0, 1] la fonctlon x +— sin(1) est continue,
et on a:

1
Vo €]0,1], |sin(—)| < 1.

x
Or fo 1 dz est convergente (elle n’est pas impropre et vaut 1) et donc fo ‘sm } dz
est convergente par le théoréme de comparaison.
Ezxemple 13.45. — Soit a > 1, I'intégrale f;roo B2 dx est absolument convergente
donc convergente. En effet, sur [1, +oo], la fonctlon x — 3% est continue et on a :

CcoS T 1

Vo € [l,4o00[, 0< ’ — <=

. —+oo . A N
Comme « > 1, on sait que f1 1 dx converge par Riemann. Par le théoréme de

00 cosx

comparaison, on en déduit que f1 ‘ dx converge.
Remarque 13.46. — De la méme maniére, pour o > 1 l'intégrale généralisée

+00 gi
f1 2%r dx est absolument convergente.
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Remarque 13.47. — Lorsqu’on n’arrive pas & montrer qu’une intégrale généralisée
est absolument convergente, il est parfois judicieux d’utiliser une intégration par
parties.

Exemple 13.48. — Montrons que pour tout réel a > 0, l'intégrale généralisée
f1+°° €S2 dg est convergente.

N L, . . “+o0o
D’apreés 'exemple précédent, on a vu que si a > 1, fl ©5F dr est absolument

convergente donc convergente. On suppose donc que « €]0,1]. On considére, la
fonction F' : t — ff €22 dx sur [1,+o0[ et on fait une intégration par parties. Pour
U= x% et v' = cosz, alors v’ = ¢ et v = sinz. On a donc

t : t [
cos T sin sin
F(t)—/ dx—[ ] —|—oz/ sdx.
. xe > | | xot

Comme o + 1 > 1, d’aprés la remarque qui suit I'exemple précédent I'intégrale

flt ;L“ﬁ dz a une limite finie quand ¢ — 400. De plus, on a 0 < Smt{ < ta — 4100 0
et donc lim; Slt—gt = 0. On en déduit que F(t) admet une limite finie quand

t — +o0 et donc f;roo €22 dz converge pour a €]0,1] et donc aussi pour a > 0.

Remarque 13.49. — De la méme maniére on montre que pour tout réel a > 0,

. 4 P < +00 gj
l'intégrale généralisée ST dx est convergente.
1 T

Comme autre outil important, on a le théoréme de changement de variable.

Théoréme 13.50. — Si ¢ est une application bijective et de classe €1 de |a, B[ sur

la, b[, alors les intégrales généralisées f;f(:r:) dx et ff fle()¢'(t) dt sont de méme
nature. Si elles convergent, elles sont égales.

Démonstration. — La preuve découle de la formule de changement de variable clas-
sique et on passe ensuite a la limite aux bornes ot les intégrales sont généralisées. [J

FExemple 13.51. — Montrons que f1 sin(z?) dz est convergente.
Posons ¢t = z2. On a alors z = /t (t est > 0) et donc dz = 2\/ L’intégrale

f;roo sin(z?) do est de méme nature que f1+°° L\‘}; dt par changement de variable, et
est donc convergente car on a vu que f1+°° L\‘}; dt est convergente (la remarque qui

suit 'exemple précédent). On a donc f1+oo sin(2?)dz =1 f1+°° Si‘/%t dt.

Exemple 13.52. — A I'aide du changement de variable x = cost, étudier la nature

}” dx et en cas de convergence calculer sa valeur.

La fonction ¢ ~— cost réalise une bijection décroissante de ]0, 7| (en fait |7, 0[ dans
le théoréme de changement de variable) sur |0, 1[. Par changement de Varlable notre

intégrale est de méme nature que l'intégrale généralisée | 0 Heosl(—gin¢) dt. On a
2

de l'intégrale généralisée fol

t t t t
14+cost=1 +cos(2§) =1+ cos® 5 sin? 5= 2 cos® 2
et
t t t t
1 —cost=1—cos(2=) =1—cos® = +sin? = = 2sin? = .
2 2 2 2
Ainsi,

1+ cost 1+ cost 2cos? L
/ \|—— i (—sint)dt = / \|—— + sintdt = / 2?Slntdt
1 —sint 1 —sint 3

SIE]
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et donc
0 jus t
1+ t . 2cosy .t t
/\/&(—smt)dt:/ —225in - cos - .
e 1 —sint sin £ 2 2
2 0 2
11 vient :

/1 t
/ +cost (—sint)dt = / 2 cos? — dt
1—SlIl 2

et la derniére intégrale n’est pas généralisée car ¢t +—> (:0523 est continue sur le

segment [0,%]. Le théoréeme de changement de variable permet de conclure que

ﬂ/ = = f \/ st (—sint) da est convergente.
On a
1+ T
2 —dt 1 t)ydt == +1,.
/Hl—x / cos? /( + cost) 2+ :

13.6. Exercices

13.6.1. Révision. —
Exercice 220

Calculer les intégrales suivantes :

2

v, ¢ ¢ dx ! dx ! dx 1/2 dx
z* e’ dx Inzx dr, , _— _— _—
0 . o vlnz’ Jy 224+2x+1" J, 22—-22+2" J, a?—x-—1

0

. 2
/ sin x2 dr | / / Va2 + 2z + 2 dx, / arctan x dx
o 1+cos?x 3/2 \/W -t

/1(x2/3—2x1/4)dx /1/2 dx /2$+1 i
0 oo (@10 a? .

A T’aide de l'intégration par parties, calculer les primitives et les intégrales sui-
vantes :

In(1+2 2 71 /2
/@ dx,/udx,/ udx,/ cosz In(1 + cosz) da.
sin® x x? L (14 22)? 0

Exercice 222

Calculer la primitive et les intégrales suivantes en utilisant le changement de
variable indiqué :

Exercice 221

dx Ldr
= —1/z)etz>1, — V1
/x S (posery = 1/a) etz /0635+1 y=—e / — )

Exercice 223

Pour tout entier n > 0, on pose : I, = fow/ sin" x dr.
1) Calculer Iy et Ii.
2) Montrer que 'on a, pour tout n > 2 : I, ;1 I, 5.

3) En déduire les valeurs de Iy, et Iy,.; pour tout entier n > 0.
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Exercice 224

On considére la fonction F' donnée par

2
odt

1) Vérifier que sur |1, 4+ oo|, la fonction F' est bien définie.
2) Montrer que sur cet intervalle, F' est dérivable et que

-1
Vo €]l, + o], F'(z) = ’

Inz

Exercice 225

dz. (Réponse : =)

9. 2 . 3 ’x - 2‘
Calculer I'intégrale suivante : ( i3
1

x? — 4x)?

Exercice 226
Soient a,b € R, a < b, et soit f :[a,b] — R continue. Montrer que

(fsos

13.6.2. Intégrales impropres. —
Exercice 227

Soit € un nombre réel strictement positif. Calculer chacune des intégrales sui-
vantes, puis déterminer la limite lorsque € tend vers 0 de l’expression obtenue. En
déduire la nature de l'intégrale généralisée correspondante et préciser sa valeur en
cas de convergence.

dz x—l 0 3 dx
Inxdx, / / In(1+ 2 d:v,/ :
/ e—1 ( ) 2+4¢ Vx_2

Exercice 228

Soit. A un nombre réel strictement positif. Calculer les intégrales suivantes, puis
déterminer la limite lorsque A tend vers +oo de chaque expression ainsi obtenue.
En déduire la nature de I'intégrale générale correspondante et préciser sa valeur en
cas de convergence.

A A 0 A A A
d d
/ arctanmdac,/ xe_mda:,/ —xQ,/ xex2dx,/ lnxdx,/ —$2.
0 1 _A1+ZE 0 1 _A1+:L‘

Exercice 229

En vous inspirant des exercices précédents, étudier la nature des intégrales géné-
ralisées suivantes et les calculer en cas de convergence :

/+oo xrdr /+oo dx / / lnxd /+oo S
— —dz z e " dx.
o x2+4’ J, 22-—47 x2+4

Exercice 230

b
= / |f(z)] dx) <= [ est de signe constant sur [a, b].

1) A l'aide des développements limités, établir les équivalences suivantes :
2
x

sinxr; x, In(1 4 2?) f(\)Jx2, 1—cosxr(\; 5 —*tr+1 ~ —2?

+00
Vid+1 ~ 2?2, " —x+1 ~ €%
+oo +oo
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2) Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :
/1 dr /1 \/E p /7r/2 sin /+oo /1:3 +o00
) x Y
o sin’z’ Jy In(1+ 22) 0 1—cosx —x2+$+1

Exercice 231

Etudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

2 +00 . ain (L 1 1
/ lna: dl’, / £ S (:v) dl’, / \/E d$, / \/E‘i‘l d,I,
0o Vi—x 0 er o In(1—2) 0 VT —1x

Tz Inx — si T n(2 oo
/ wdz,/ ““”)dg;,/ (142422 do.
0 0 0

1+ 22 er
+o0 \/_+1 +o0 /+oo et e~
VI + Vb Ve —el o T

6230

dx.

Exercice 232

229

—x—i—l

Etudier, en fonction du paramétre réel a, la nature des intégrales impropres sui-

vantes :

/+oo /+oo ¢ /*Oo x¢ 1—cosx
) dz.
S e Nz R A e

Exercice 233

—+o0

z Inx
Mont l'intégral —_
ontrer que l'intégrale /0 0+ 22

Indication : pour le calcul, on pourra utiliser une intégration par parties.
Réponse : 0.

dx est convergente, puis la calculer.

Exercice 234
dx

)@ +2)

+oo
Montrer que l'intégrale /
d & o (z+1
Réponse : 1n 2.

Exercice 235

T dy
1) Montrer que l'intégrale /0 T converge.
1 b
2) a) Déterminer a, b, ¢ réels tels que pe s il j_ . - o f;j T
T dx
b) Calculer la valeur de /0 P Réponse : \2/—”3

Exercice 236

est convergente, puis la calculer.

On se propose de démontrer que l'intégrale I = / dz converge et
V—x?+2x+3
de calculer sa valeur.
dx

Soit € €10, 1| et considérons l'intégrale [, =

e V=224 22+ 3

1) Expliquer pourquoi /. n’est pas une intégrale impropre.

2) a) Vérifier que : —2? +2z+3 = 4 (1 — (%‘1)2)
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b) En déduire & 'aide d’un changement de variable bien choisi que
I, = —% — arcsin (—l—l—g).

3) En conclure que I converge et préciser sa valeur.

Exercice 237

teo dx
Montrer que l'intégrale / —5 5 est convergente, puis la calculer.
o (22+1)?
2 2
Indication : on pourra écrire (zgil)g = (gc(zj}r)l_)f )
Réponse : 7.

Exercice 238
Soient «v et 8 deux nombres réels fixés. Montrer que

+o0 d
/2 m converge < a>1 ou (Oé =1let ﬂ > ].),
et
1/2 dr
/0 m converge < a <1 ou (Oé =1let 6 > ].)

Exercice 239

Pour a réel fixé, on pose

+oo
['(a) = / e " dx.
0

1) Pour quelles valeurs de a, I'intégrale I'(a) existe-t-elle ?
2) Soit a > 0. Calculer I'(a + 1) en fonction de I'(a).
3) En déduire la valeur de I'(n + 1) pour n € N.

Remarque : la fonction z — I'(z) ainsi définie sur R* est appelée la fonction
Gamma d’Euler et joue un role important en Analyse et en Arithmétique.

Exercice 240

Pour a et b réels, on pose

B(a,b) = /1 27N (1 —2)7 ! da.
0

1) Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles 'intégrale 3(a, b) est convergente.

2) Montrer que pour ces valeurs de a et b, on a
Bla,b) = B(b,a).

Remarque : comme la fonction I', la fonction § fait partie des fonctions dites eulé-
riennes. On peut montrer que 1’on a la relation suivante :

['(a) T'(D)
Bla,b) = Tath)

Exercice 241

1) Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

t .. t
S 1 —cost 1 — cos
/ me der = —+/ —Qxdx.
0o t 0 x
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sinx

dx converge.

+oo
2) En déduire que l'intégrale /
0 x

Exercice 242

_ o T ging
Soit a € RY. Montrer que I'intégrale e *dx est absolument conver-
0 x
gente et que
+oo ;
sin x 1
‘ / e dx) < -
0 x a

Exercice 243

+oo +00 o3

coszT sinz Inz

Montrer que — e dx et —75 5 dx sont absolument conver-
) T . @243

gentes.

Exercice 244

sin’ x

+oco
Pour tout réel 0 < a < 1, montrer que / dx est divergente. En déduire
1

$a
sinx

dx est semi-convergente.

“+o0o
que l'intégrale /
1 r*

Indication : sin®z = 1*%5(2’3)

Exercice 245
Montrer que, pour tout e €]0, 1],

/2” do B 2m
o (1+ecos(f)? (1—e2)2
A cette fin, on pourra procéder comme suit.

1) Expliquer pourquoi

2 de ” de
/0 (1+6cos(0))2:2/0 (15 coos(0))2

2) A P'aide du changement de variable u = tan(6/2), établir que

/7r de /+oo 1 +u2
—9 S, 7
o (1+ecos(d))? o (a+pu?)?

outa=14+eet f=1—e. On justifiera que les intégrales en présence sont bien
convergentes.

3) Montrer que

/’f 6 2 /+°° fra?
o (Trecos®)?  (ap)ile TR

4) En déduire que

5) Montrer que
/+oo 2v T
v———=dv = — |
0 (14 v2)2 2

et conclure.






CHAPITRE 14

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

14.1. Suites de fonctions

14.1.1. Suite de fonctions et convergence simple. —

Définition 14.1 (Suite de fonctions numeériques réelles)

Soit I C R un intervalle de R. Une suite de fonctions numériques réelles,
notée (f)nen ou (fn), est la donnée pour tout n € N, d’une fonction f, : I — R
définie sur [ et a valeurs réelles.

Remarque 14.2. —
1. Toutes les fonctions sont définies sur le méme intervalle 1.
2. Comme pour les suites numériques, la suite (f,,) peut n’étre définie qu’a partir

d’un certain rang ny € N, auquel cas on pourra la noter (f,,)nsn,-

Ezxzemple 14.3. — La suite (f,)nen de terme général f, : = €]0,1] — f,(x) =
In(1 + nx) est une suite de fonctions numeériques réelles définie sur I =|0, 1].

Comme pour les suites numériques, on cherchera & étudier le comportement, quand
n — o0, d’une suite de fonctions (f,,). Cela suppose qu’on s’est fixé une notion de
convergence.
Le plus naturel est de se ramener & ce qu’on connait comme notion de convergence

pour les suites réelles : on se fixe z € I et on regarde si la suite numérique ( fn(x)>

converge. Si oui et s’il y a convergence pour tout z € I, on peut construire une
fonction f : z € I — lim, o fu(z) € R. Cela donne la notion de convergence
simple.

Définition 14.4 (Convergence simple). — On dit qu'une suite de fonctions
(fn) définies sur un intervalle I converge simplement sur [ vers une fonction

f: I — Rsi:pour tout x € I, la suite de réels (fn(:r)> converge vers f(x),
Ve e l, f(x) = lim f,(z) € R.
n—oo

On peut noter “ f, A f sur I” pour indiquer que la suite (f,,) converge simplement
n—oo

vers f sur l'intervalle I.

Remarque 14.5. — La définition précédente se formalise de la maniére suivante :
fn e f sur I si et seulement si pour tout = € I, pour tout € > 0, il existe N € N
n—oo

tel que (n >N = |fulz) — f(z)] < 8).
On remarquera que le choix de N dépend en général de x.

Exemple 14.6. —
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1. On consideére la suite (f,)nen+ de fonctions définies sur I = [1,400], de terme
général
1

T-
a:+n

Pour tout x € I, lim,,_,  fn(z) = % Par suite, la suite (f,)nen converge

foix €l fulz) =

1
simplement sur [ vers la fonction f:z € [ — f(x) = —.
x

2. On considére la méme suite de fonctions que précédemment mais définies
sur [ = [0,+o0[. On observe que pour tout n € N*, f,(0) = n, donc que
lim,, o fn(0) = +o00 : la suite diverge en x = 0, donc la suite (f,)nen ne
converge pas simplement sur [0, +00|.

Exzemple 14.7. — On consideére la suite (f,)nen+ de fonctions définies sur [ =
[0, +00], de terme général

fn:xE[an(x):(1+§)n

Pour tout =z € I, f.(x) = e'm(1+5) et In (1+%) =24 o (). Par suite

n—-+o0o
lim,, o0 fu(z) = €* pour tout = € I : la suite (f,,)nen+ converge simplementsur [

vers la fonction f:x € [ — f(x) = e”.

Ezxzemple 14.8. — On considére la suite (f,,)nen+ de fonctions définies sur I = [0, 1],
de terme général

foiz el folx)=2a".
On note que pour tout n € N*, f,,(0) =0 — 0, f,(1) =1 — 1 tandis que pour
tout x €]0,1[, fuo(z) = e"™® — 0 (car In(x) < 0). Par suite la suite (f,)nen-
n—oo

0 sizel01]

converge simplement sur [ vers la fonction f:xz € I — f(z) = { 1 sir—1

On observe sur ce dernier exemple que, bien que la suite (f,,)nen+ S0it composée
de fonctions continues, elle converge simplement vers une fonction f qui ne l'est pas.
Ce probléme motive I'introduction d’une autre notion de convergence.

14.1.2. Convergence uniforme. — Nous commengons par quelques notions re-
latives aux bornes supérieures.

14.1.2.1. Norme infinie. — Le lecteur est renvoyé a la section 77.

Définition 14.9. — Soit f : I — R une fonction numérique. On pose :
Iflloe = sup |f ()| = sup {If(@)],z € I} € RU{+o0}.
xe

Exzemple 14.10. — Soit n € N* et f: 2z € [0,1] — f(x) = 2. La fonction f est
dérivable et f’(x) = nz"!. D’ou le tableau de variations (pour n > 2) :

T 0 1
f'(x) |0 +
1.
f(x) S
0

Par suite f([0,1]) = [f(0), f(1)] = [0, 1], donc || f||cc = sup [0, 1] = 1.

Ezxzemple 14.11. — Soit n € N* et g : € [0,1[— f(z) = a™. La fonction g
est dérivable et croissante. Par suite ¢([0, 1]) = [¢(0), lim,—1 <1 g(x)[= [0, 1], donc
[9]loc = sup [0, 1[= 1.
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Nous signalons les propriétés souvent utiles suivantes :

Proposition 14.12. — Soit f,g : I — R deux fonctions numériques et || f|lo =
sup,es | f(2)], l|gllec = sup,erlg(2)].
1. Sl existe M > 0 tel que pour tout x € I, |f(x)| < M, alors ||f|lec < M.

2. Pour tout A € R, || Aflloo = |A| X || f]loo-
31+ glloe < M1 lloo + [19lloo-
4 N1 Fglloo < M1 lloo > [1glloo-
Démonstration. — 1. Sil existe M > 0 tel que pour tout = € I, |f(z)] < M,

alors M est un majorant de |f|. Donc ||f|lcc < M car ||f||s est le plus petit
des majorants de |f].

2. Pour tout A € R, pour tout z € I, [\f(x)] = [N x |f(x)]. Donc [|Af|lec =
AL [loo-

3. Pour tout x € I, |f(z)+g(z)| < |f(x)|+]|g(x)| (inégalité triangulaire). Or pour
tout w € I, [f(2)] < [/l et [g(2)] < [|glloc- Done Va € I, [f(2) + g(z)| <
[ flloo + llgllo et par suite [|f + glloo < [[flloc + l[9]loo-

4. Pour tout z € I, | f(z) x g(x)| = | f(2)| x |g(2)| < [[fllsc X[|glloc- Done [ fglleo <

[1fllo X llglloc-
O

La preuve de la propriété suivante est laissée en exercice.

Proposition 14.13 (Norme du sup sur les fonctions bornées)

Soit I C R wun intervalle. Notons B(I,R) le R-espace vectoriel des fonc-
tions numériques bornées sur I. Alors Uapplication ||.||s : B(I,R) — R définie
une norme sur B(I,R), c’est a dire vérifie les propriétés suivantes :

1. pour tout X € R et tout f € B(I,R) : [|Aflloo = |A| X || flloo ;s
2. pour tout f € B(I,R) : ||flleo=0= f=0;
3. pour tout f,g € B(LR) = [|f + glloo < |[fllsc + [lglle-

14.1.2.2. Convergence uniforme. —

Définition 14.14 (Convergence uniforme). — On dit qu’une suite de fonctions
(fn) définies sur un intervalle I converge uniformement sur / vers une fonction

f: 1 — R sila suite de réels (an - fHOO) converge vers 0,
lim ||f, — flle =0.
n—oo
On peut noter “f,, vy f sur I” pour indiquer que la suite (f,) converge uniformé-
n—oo
ment vers f sur l'intervalle [I.

Remarque 14.15. — La définition précédente peut se formaliser de la maniére
suivante : f, vy f sur I si et seulement si pour tout € > 0, il existe N € N tel que
n—oo

(> N=lfa—flle <2).

Exzemple 14.16. — On considére la suite (f,)nen+ de fonctions définies sur I =

On a vu a 'exemple [14.6| que f, s f

n—oo

[1,400[, de terme général f,(z) =

l .
n
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1

sur [ avec f(z) = —. On veut montrer que la convergence est uniforme sur /. Pour
x

tout xz € I,

1
x+n x

|[fo(2) = fl2)] =

1 1
Cona2 4o

On veut montrer que supp i |fa(7) — f(z)| — 0 et nous illustrons les deux
’ n—+00

maniéres de procéder.

1
— Posons g,(z) = . Pour tout n € N*, on analyse les variations de g,.
na? 4+ x
2nx +1 . _
On a g, (z) = RCTCEwaE On en déduit le tableau de variations :
nx? +x
x 1 +00
() -
T
n+l
gn(2) N\
0
1
Ainsi || fn, = flloo = SUP[1 400 gn = —— — 0 et on peut conclure : f, vy
’ n -+ 1 n—oco n—00

sur 'intervalle .

— Pour tout n € N*, on majore g,, sur [1, 400 par une fonction de n. La condition

1 1
x > 1 implique que nz?> +x > n + 1, donc 0 < < . Par
nr?+x n+ 1

1
conséquent, pour tout x € I, |f,(x) — f(z)| < —— Donc, par la prop. |14.12]
n

1
pour tout n € N*, || fn — flloo < —— — 0. On peut conclure : f, Y f
n+1 n—ooo n—00
sur l'intervalle I.
Exemple 14.17. — On considére la suite (f,)n,en+ de fonctions définies sur I =

[0,1], de terme général f,(x) = 2™. On a vu a l'exemple |14.8| que f, e fosur I
n—oo

0 sizelll
avecf(x)_{l six:[l [

. On veut analyser si (f,,) converge uniformement

_ o sizel0,1]
vers f sur [. On a : |f,(x) — f(x)] —{ 1120 siz—1
n € N sup,eo ) [fu(®) = f(2)] = sup,ep 2™ = 1, cest a dire [[fn = fllo = 1.
Donc la suite (|| f, — f]l) ne converge pas vers zéro et la suite (f,) ne converge pas
uniformement vers f sur [.

. Ainsi, pour tout

14.1.2.3. Convergence simple et convergence uniforme. — Dans les exemples[14.10]
et |14.17 nous avons analysé la convergence simple d’une suite de fonctions (f,,) vers
f puis analysé si cette convergence était uniforme. On a de fait la propriété suivante :

Proposition 14.18. — Si une suite de fonctions (f,) converge uniformement vers
une fonction f sur un intervalle I, alors (f,) converge simplement vers la fonction
fosurl :

(F22f) = (1 Z29).

Démonstration. — On suppose que f, vy f sur I, donc que ||f, — fll — O.
Observons que pour tout « € I, |f.(z) — f(2)| < ||fn — flloo, par suite : pour tout
ze€l,|fulx)— f(z)] — 0. On conclut : f, &5 f sur I. O
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La proposition fournit donc une méthode pratique : pour étudier la conver-
gence uniforme sur un intervalle I d’une suite de fonctions (f,,) on commence par
étudier la convergence simple. Si (f,,) converge simplement vers une fonction f sur
I, on détermine cette fonction puis on étudie la convergence uniforme. Pour cela :

1. on étudie les variations de |f,,(z) — f(z)| sur I ou on cherche a majorer |f,(z)—

f(z)] sur I par une quantité indépendante de x et qui tend vers zéro quand

n — oo, montrant ainsi que ||f, — fllo — 0 et donc que f, Y r (cf.
n— o0 n—oo

I’'exemple [14.16)) ;

2. si au contraire on veut montrer que la convergence n’est pas uniforme, on
minorera || f, — f|le par une quantité (indépendante de ) qui ne converge pas
vers zéro quand n — oo. On illustre ce mode de raisonnement dans I’exemple

[14.19| ci-aprés.

Ezxzemple 14.19. — On considére a nouveau la suite (f,,)nen+ de fonctions définies

sur I = [0, 1], de terme général f,(x) = x". On sait (cf. exemple [14.8)) que f, A f
n—oo

0 sixzell1
avecf(a:):{ 1 si:c:[l |
On va montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [ et on illustre les deux
méthodes.

— Premiére méthode. On cherche a calculer supy ) | fn — f|.
Pour z € [0,1] on a g,(x) = |fu(z) — f(z)] = 2™ On fait I'étude de cette

sur /.

z |0 1
gn(x) |0+
fonction sur [0, 1] : 1. Par suite sup,¢jo 1 [fu(®) — f(2)| = 1.
gn(2) e
0

Par ailleurs |f,(1) — f(1)] = 0. En conclusion [|f, — flloc = sup,e(o 1) [fn(®) —
f(z)] = 1. En conséquence, la suite (||f, — f|ls) ne tend pas vers zéro quand
n — oo et la suite (f,,) ne converge pas uniformement vers f sur I.

— Deuxiéme méthode. On cherche a minorer ||f, — f|lc. Pour n € N*, posons

1
z,=1——€[0,1[. On a:
n

Fuln) = £ ()| = fulizn) = (1 _ %)

\" \"
Par suite, pour tout n € N*, ||f, — flloo = (1— —> . Or (1— —) =
n

n
nln(l—%)

e — e !, En conséquence, la suite (||f, — f|ls) ne tend pas vers
7éro quanéﬁf—) oo et la suite (f,,) ne converge pas uniformement vers f sur
I.
Exzemple 14.20. — On considére la suite (f,)nen+ de fonctions de terme général
fa(z) =nln (1 + %) Pour tout x €]0, +oo[, fu(z) =z + o (%) T tandis
que f,(0) =0 = 0. Donc f, nc%i f sur [0, 400 avec f(x) = x.

1. Soit A > 0 et I4 = [0, A]. On consideére ici les fonctions f,, et f en restriction

. cvuy
a I4. On veut montrer que f, — f sur I4.
n—oo

Pour n € N* et « € 14, posons g,(z) = fu(z) — f(z) =nln (1 + E) —x. Cette
n
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fonction g, est dérivable sur 1,4, de dérivée :

1

= n x
"(2)=n—"" 1= —1=- <0.
9n (%) nl—i—% r+n Tr+n

0 A

g, —

0

9n ¢

nln(l—k%)—A

Par conséquent, pour tout n € N*,

sup |fu(z) — f(x)]=A—nln (1—|—§) :ngm(l) — 0.

z€[0,A4] n—o00
On peut conclure : f, vy f sur [0, A].
n—oo

2. On veut montrer que (f,) ne converge pas uniformement vers f sur [0, +o0].
[lustrons deux méthodes :
— Premiére méthode (analyse de fonctions). On reprend les notations et I’éude
précédente :

/

In —

9n ¢

Done sup,e(g oo | fu(z) — f(z)] = +00. Aussi la suite (f,) ne converge pas
uniformement vers f sur [0, +ool.

— Deuxiéme méthode (minoration). Posons z, = n pour n € N*. On
a : |fulzy) — f(z,)] = n(l — In(2)) et par suite, pour tout n € N*,
SUPe(0+00f | (€) = F(2)]| Z n(1 = In(2)) — +oo. La suite (|[fn = fllo)

ne tend donc pas vers zéro quand n — oo et la suite (f,,) ne converge pas
uniformement vers f sur [0, +o0.

14.1.3. Convergence uniforme et continuité. — L’interét de la convergence
uniforme réside principalement dans le résultat fondamental suivant :

Théoréme 14.21 (Convergence uniforme et continuité)
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur lintervalle I C R. Si f, vy f
n—oo

sur I, alors f est continue sur I.

Démonstration. — Rappelons la définition de la continuité en un point : la fonction
f est continue en point xy € [ si et seulement si : pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que (Jo — x| <0 = | £(2) = f(w0)| < ).

Soit donc xg € I et € > 0. Observons que pour tout x € I et tout n € N :
[f(@) = flmo)| = [f(z) = fulz) + fulz) = fulz0) + fulzo) — f(20)]
< f(@) = fal@)] 4 [fulz) = fulzo)| + [ fn(z0) — f(20)]
On va majorer chacun des 3 termes précédents.
— Onsait que || f,— flloo — Ocar f, VY f sur 1. Donc : il existe no € N tel que
n—oo n—oo

1frn—flloo < % sin = ng. Comme pour tout = € I, | f(z) — fu(x)| < ||fn— flloo
et |f(xo) — fu(xo)] < [|fn — flloo, on en déduit : il existe ng € N tel que



14.1. SUITES DE FONCTIONS 239

pour tout n = ng. (On va prendre n = ng par la

{ |f(2) = fulz) <[5

| f(z0) — fulmo)| < %
suite).

— On sait que ( f,) est une suite de fonctions continues sur 7. En particulier f,,, est
continue en . Donc : il existe n > 0 tel que <]x — 20| <N = | fno (@) = fro(o)| < %)

Faisons le bilan : pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, si |z — xo| < 7 :

[F(2) = f(xo)l < [ (@) = Fo (@) 4 [fog () = frg (0)| + | g (20) — f (o)

< & n € n €

3 3 3
et par suite <|x —zol <n=|f(z) = f(zo)| < 5), ce qui achéve la preuve. O
Remarque 14.22. — Pour certaines suites de fonction continues (f,), on peut

. cvs . . .
avoir f,, — f sur I et f continue sur I sans que la convergence soit uniforme : la
n—oo

" cvy " . ) .
condition f,, — f sur I est une condition suffisante mais non nécessaire pour que
n—oo

f soit continue sur /. Cf. exemple [14.20}

14.1.4. Convergence uniforme, intégration et dérivation. — On a vu pré-
cédemment que si une suite ( fn) de fonctions continues sur un intervalle converge
uniformement vers f sur un intervalle I, alors f est continue sur I. Ces fonctions
étant continues, et si I est un segment, leurs intégrales [  fo(z)da et [, f( ; f(z)dx sont
bien définies. Le théoréme suivant permet de les comparer :

Théoréeme 14.23 (Convergence uniforme et intégration)
Soit (fn) une suite de fonctions continues sur le segment [a, b (w0 < a <

b < +00). S@fn—>f8w“[a b, alors [, fu(w)de = [} f(x)

Démonstration. — Comme f, <% f sur la,b]ona ||fr—flleeo — 00U || fo—flloc =
n—oo n—o0

D, cfugy (@) = F(2)]. Or pourn > N :
b
< [ i) - s@)ds

/ab fn(x)dx — /abf(x)d:v

(falz) = f(2))dz

< / 1 = Fllds
car pour tout x € [a,b], | fn(x) — < | fa — flloo. Ainsi :
b
/fn d:c—/ fla)dz| < an—fuoo/ de < (b )l fu — flle — 0
En conclusion : fa fo(z)dx = fabf(x)d:v O

Exemple 14.24. — On a vu a 'exemple [14.20| que f, vy fsur [0,1] ou f,(z) =
n—r0o0

nln (1 + E) et f(z) = x. Donc, par le théoréme [14.23| : folnln <1 + f) de —
i n

n—oo
1
1 _ z? _ 1
Jo wdx = [7]0 = 2.

Comme de coutume, les choses sont un peu plus compliquées avec la dérivation :

Théoréme 14.25 (Convergence uniforme et dérivation)
Soit (f,) une suite de fonctions C* sur le segment [a,b] (—oo < a < b < +00).
On suppose :
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1. f! vy g sur[a,b];
n—oo
2. il existe ¢ € [a, b] tel que la suite numérique (fn(c)) converge.

Alors f, vy [ sur[a,b] ou f est une fonction C' sur [a,b] dont la dérivée est g.
n—o0

Démonstration. — La suite des dérivées ( fT’L) est une suite de fonctions continues

sur [a,b] et f! vy g sur [a,b] : pour tout x € [a,b], on peut appliquer le théoréme
—> 00

d’intégration {14.23 sur intervalle [¢, z] (si # > ¢) ou [z, ] (siz < ¢) : [ fh(t)dt =

[F g(t)dt

Pour tout « € [a,b] posons : f(z) = [T g(t)dt + £ ot £ = lim,_,s fn( ), et observons
que, pour tout z € [a,b] : fo(z) = [T fL(t)dt + fu(c) = [Fgt)dt + ¢ = f(z).

Autrement dit, f, s f sur [a,b]. Montrons & présent que la convergence est
n—oo

uniforme. Pour tout z € [a, b] :

o) = 1@ = | [ o+ g0 - [ oo - e'

< |[ 100 - sl + 1100 4
(14.1) < |[ - g||oodt\ Flfule) 1
< e —=clfy = gllee + [fale) = 4]
< (b=l f, ~ gl + Ifulc) ~ 1 njoo 0
Ceci montre que f, vy f sur [a,b]. Observons enfin que f(z f g(t)dt + { est
n—oo
une fonction C! sur [a, b] car g est continue et que f' = g. m
Exzemple 14.26. — On considére la suite (f,)n,en+ de fonctions de terme général

fo(z) =n? (1 + f) In (1 + f) —nz. Les fonctions f,, sont C! sur [0, +oc[ et f/ (x) =
n n

nln (1 + f). La suite (f/) a été étudiée a 'exemple [14.20, En particulier, pour tout
n
A>0:

L. f! 7%2 g sur [0, A] avec g(z) = x;

2. on observe par ailleurs que f,(0) =0 — 0.

n—oo

En application du théoréme de dérivation |14.25| f, %] f sur [0, A] ou f est la

2

fonction C! définie par : fo t)dt + lim,, o [ (0 ) =Z.

Comme ce résultat est vrai pour tout A > 0, on en déduit que f, s f sur [0, +o00]
n—oo

et que f € C1([0, +00[) (ce qui est évident sur cet exemple, connaissant explicitement

f)-

14.1.5. Convergence uniforme et critére de Cauchy. —

Définition 14.27 (Critére de Cauchy pour la norme du sup)
Soit ( fn) une suite de fonctions numériques bornées définies sur un intervalle
I C R. On dit qu’elle vérifie le critére de Cauchy pour la norme du sup si :

[fn = folle — 0.

n,p—r 00
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Remarque 14.28. — La notation || f, — fylle — 0 signifie précisément : pour
n,p—00

)

>
tout € > 0, il existe N € N tel que ({ Z;]]\\; :||fn—fp||oo<5>

Le résultat suivant montre qu’il y a équivalence entre vérifier le critére de Cau-
chy[] et converger uniformément :

Théoréeme 14.29 (Convergence uniforme et critére de Cauchy pour les
suites de fonctions)

Soit (fn) une suite de fonctions numériques bornées définies sur un intervalle
I C R. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

1. La suite (fn) vérifie le critere de Cauchy pour la norme du sup sur I.

2. 1l existe une fonction f bornée définie sur I telle que f, vy fosurl.
n—oo

Démonstration. —
1. 1. implique 2. On suppose que suite ( fn) vérifie le critére de Cauchy sur I.

(a) Etape 1 : on montre I'existence d'une fonction f telle que f,, s f sur
n—oo

I.

Soit xy € I. Comme |f,(xo) — fp(xo)] < ||fu — follos on sait que

| fu(@0) — fp(zo)] — 0. Ceci veut dire que la suite réelle (f,(zo)) est
n,p—00 n

de Cauchy. Cette suite converge donc dans R qui est complet. On note
f(xg) cette limite : lim,, o frn(xo) = f(x). Puisque xy peut étre choisi
arbitrairement dans I, on obtient ainsi une fonction f : I — R telle que

fn %fsur].

n—oo

(b) Etape 2 : f est bornée.
(c) Etape 3 : on montre que f, vy fsur I.
n—oo

. n>N
Soit € > 0. On fixe N € N tel que <{ PSN T an—proo<€).
Soit # € I. On a | fu(7) — f(2)] < || fo — fplleo < € pour tout (n > N
N).

On fixe n (n > N) et on fait tendre p — oo. On sait que f,(x) —
pP—00

f(z) (étape 1), donc f,(x) — fo(x) —> fu(z) — f(x). Par suite : | f,(z) —
P—00

f(x)| < e pour tout n > N.

Dans ce raisonnement, x € I est arbitraire. On a donc obtenu : pour tout

e > 0, il existe N € N tel que (n > N = |fulz) — f(z)] < 5). Ceci

=

cvy
montre que f, — f sur [.
n—oo

2. 2. implique 1. On suppose que f, vy f sur I. Montrons qu’alors la suite
n—oo

( fn) vérifie le critére de Cauchy. Soit € > 0. Il existe N € N tel que (n > N =

€ €

1 — flloo < 5) Supposons a présent (n > N,p > N) :on a || f, — flloo < 3

9
et 1fy = fll < 5 et

an - proo = an - f+f - proo < an - fHoo + pr - f”oo S;+5se€

DO ™

1. Augustin Louis Cauchy (1789-1857), mathématicien francais, considéré comme le fondateur
de ’analyse moderne
2. Dire que “R est complet”, c’est précisément dire que toute suite réelle de Cauchy converge.
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On vient donc de montrer : pour tout € > 0 il existe N € N tel que

n=>N . . e
({ >N = |fo — follo < 5). Ceci montre que la suite (fn) satisfait au

critére de Cauchy.

O

Remarque 14.30. — L’intérét du critére de Cauchy est qu’il permet de montrer la
convergence uniforme d’une suite de fonctions ( fn) sans avoir & expliciter la fonction
limite f.

14.2. Exercices

14.2.1. Convergence simple. —
Exercice 246

Etudier la convergence simple sur [0, 27] de la suite de fonctions (f,)nso ot :

fn(z) =sin(x)exp(l — x/n), =z €[0,2x].

Exercice 247
Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (g, )n>0 ot :

x2

n = ) eR
9n(@) 22+ (1 — nx)? ’

Exercice 248

Etudier la convergence simple sur R de la suite de fonctions (k, ), o1l :

n 2

k(o) = 3

p=0
z € R.
Exercice 249

Etudier la convergence simple sur |0, +-00[ de la suite de fonctions (hy,)ns0 ol :

ho(z) = In(z* + nz®), =z €]0,+oo|.

14.2.2. Convergence uniforme. —
Exercice 250

Calculer la norme du sup || f||e sur R pour les fonctions suivantes :

T T
= m, f3(z) =

fi(x) = arctan(x), fo(x)

Exercice 251

Soit la suite de fonctions (f,,),>0 Ol :
fa(z) = (sin(z)) exp(l — z/n), =z €[0,27].

Soit f(z) = esin(x). Etudier la convergence uniforme de (f,)nso vers f sur [0, 27].
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Exercice 252
Soit la suite de fonctions (g, )n=0 Ol :

ZE2

n = s cR.
9n(@) 22+ (1 —nx)? ‘

Soit g(x) = 0 pour tout x € R. Etudier la convergence uniforme de (g,)n>0 vers g
sur R.

Exercice 253

Soit la suite de fonctions (ky,)n>0 ol :

kn(z) =) ———— z€R.

p=0 (1422’

Soit k(x) = { (1)3_1;2:810:6 40 Etudier la convergence uniforme de (k,),>o vers k

sur R.

14.2.3. Convergence uniforme et continuité. —
Exercice 254

Pour n € N* on définit : f,(x) = {

l1—nzsizel0,]

0sizell, 1.

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fn)n>1 sur [07 1]

2. Méme question sur l'intervalle [¢, 1], pour £ un réel appartenant a |0, 1].

Exercice 255

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur le segment [a,b]. Soit S, =
SUD,e(op [fn(7)], € N. On suppose que (S,) tend vers zéro. Montrer que (fy)
converge uniformement sur |[a, b)].

Qu’en est-il lorsque (.S,,) converge vers un réel non nul S?

14.2.4. Convergence uniforme, intégration et dérivation. —
Exercice 256

Pour n € N et z € [0,1], on définit : f,(x) = nz(1 — 2?)™
1. Montrer que la suite de fonctions (f,),>0 converge simplement sur [0, 1] vers une
fonction f qu’on déterminera. Calculer 'intégrale [ = fol f(z)dz.

2. Pour tout n € N, calculer les intégrales I,, = fol fn(z) dz, puis la limite lim,,_, 7.

3. En vous aidant des résultats précédents, étudier la convergence uniforme de la
suite (f,)n=0 sur [0, 1].

Exercice 257
Pour n € N* et x € R, on pose : f,(z) = 5.
1. Montrer que la suite de fonctions (f,),>1 converge uniformément sur R vers une
fonction f qu’on déterminera.
2. Montrer que pour tout A > 0, les intégrales [,(A) = fOA fo(z)dz et I(A) =

fOA f(x) dx sont bien définies, puis comparer lim, ., I,,(A) et I(A).
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3. Montrer que les intégrales généralisées I, = 0+°O folz)dx et I = O+°o f(x)dx
convergent, puis comparer lim,, .., [,, et I.

Exercice 258

sin(nx)
Voo

1. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite (f,) sur
[0, 27].

2. Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite des dérivées
(f!) sur [0, 27].

3. Que pouvez-vous conclure de cet exemple ?

Pour n € N* et x € [0, 27] on pose f,(x) =

Exercice 259

1
Pour n € N* et € R on pose f,(z) =Y ;_,

22 + k2’
1. Montrer que (f,) converge uniformément sur R. On appellera f la limite de (f,).

2. Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que sa dérivée f’ est continue
sur R.

14.2.5. Convergence uniforme et critére de Cauchy. —
Exercice 260

1. Montrer que toute fonction polynomiale bornée sur R est nécessairement
constante.

2. Soit (P,)n>0 une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur
R vers une fonction f. Montrer que f est une fonction polynomiale.

14.3. Séries de fonctions, convergence simple et absolue

Cette section est dédié a I’études des suites de fonctions numériques. On y aborde
principalement deux notions de convergence, simple et normale, puis celle de conver-
gence uniforme. A l'issue de ce chapitre, I’étudiant sera en capacité : de définir et
d’analyser la convergence simple et absolue d’une série de fonctions sur un inter-
valle; de définir et d’analyser la convergence normale et uniforme d’une série de
fonctions sur un intervalle ; d’appliquer les théorémes de continuité, d’intégration et
de dérivation relatifs aux séries de fonctions uniformément convergentes.

Dans tout ce chapitre, (f,)nen désigne une suite fonctions réelles définies sur
I'intervalle I C R.

Définition 14.31 (Série de fonctions et sommes partielles)

La série de fonctions sur I notée ano fn, est la donnée pour tout x € I de
la série numérique ) fu(2). On dit que f, est le terme général de cette série.
Pour tout n € N, la somme S,, = Y _,_, fi est appelée somme partielle d’ordre
n de la série.

Remarque 14.32. — Comme pour les séries numériques, la série de fonctions peut
n’étre définie qu’a partir d’un certain rang ny € N, auquel cas on pourra la noter

Zn2n0 fn :
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Comme pour les séries numériques, on cherche & donner du sens a la somme
formelle 2@0 fn, ce qui suppose de définir une notion de convergence. Nous com-
mengons par la convergence simple :

Définition 14.33 (Convergence simple, convergence absolue)

On dit que la série de fonctions ) . f, converge en x € [ si la série numé-
rique ) -, fn(2) converge ; dans ce cas lalimite Y fi(z) = limy oo D g fr(2) =
lim,, o S, (x) est la somme de la série en z.

On dit que la série ) - f, converge simplement (CV.S) sur I si elle converge en
tout point de /. Dans ce cas la fonction notée Y~ fo iz € [ > 7 fo(z) € R
est appelée somme de la série.

On dit que la série ), f, converge absolument (CV A) sur I silasérie | fnl
CVS sur [.

Remarque 14.34. —
1. Dire que la série ) f, converge simplement sur I, de somme f = 2" f,,
est équivalent a dire que 5, Ve f sur I ou (S,,) désigne la suite des sommes
partielles de la série et f sa l?r?lﬁe simple.

2. Par une propriété sur les séries numériques : (3, oo fo CVAsur I) = (3 o fa
CVS sur I).

Définition 14.35 (Reste d’ordre n d’une série simplement convergente)
Soit ), - fn une série de fonctions C'V'S sur I. Pour tout n € N et tout x € I,
la somme Ry (z) = >-.2, ., fe(z) est appelée reste d’ordre n de la série en .

Remarque 14.36. — Dans la définition précédente, comme la série converge sim-

plement sur I, le reste d’ordre n en x est bien défini. Par ailleurs R, VL0 sur
n—o0
1.

L’analyse de la convergence simple se raméne le plus souvent a appliquer des régles
concernant les séries numériques : séries géométriques, convergence absolue, séries

alternées, séries de Riemann, régles de Cauchy et de d’Alembert, théoréme de

comparaison, équivalents.

Ezxzemple 14.37. — On considére la série de fonctions ) f, out fn(z) = 2" sur
I =] — 1,1[. (Remarque : 2° = 1). Il s’agit de la série géométrique : elle converge
simplement sur I, de somme Y f,:z €I+ ﬁ

—1)»

Ezxemple 14.38. — On consideére la série de fonctions ) ., f, ot fu(z) = ﬁ
Montrons la convergence simple de la série sur R. Pour cela observons que pour
1 1 1 L.
tout x € R, |fn(l')| < m Comme m n:oo ﬁ’ la série Zn>0m
converge par le critére de Riemann. Par suite ), f,(7) CV A, donc elle converge.
Ceci montre que ) ., f, converge simplement sur R, de somme la fonction
Zoo (_1)n

n=1 22 + n2'

3. Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand, auteur de contributions mar-
quantes en analyse et en géométrie.
4. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), mathématicien et philosophe frangais.
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Exemple 14.39. — On considére la série de fonctions de terme général : f,(z) =
(="
Vn? 4 a2’

que pour tout x € R fixé :

n € N. On veut montrer la CV'S de la série sur R. Pour cela observons

— ona ful@) = (—1)gu(x) avee ga(z) = J% > 0.

— la suite (gn(a:)> est décroissante ;
n

— on a gy(z) — 0.

n— oo
La série numérique ) _, fn(x) est donc alternée et elle converge donc par le critére

des séries alternées . On conclut : la série D fu(7) CVS sur R.

14.4. Convergence normale

La convergence normale pour les series de fonctions, que nous allons introduire,
est 'analogue de la convergence absolue pour les séries numériques, la valeur absolue
étant remplacée par la norme du sup :

Définition 14.40 (Convergence normale). — On dit que la série >, fn
converge normalement (CVN) sur [ si la série numérique ) || falloo converge,

ot || fulloo = supyer [ fu(@)]-

Proposition 14.41. — Si la série Z@O fn converge normalement sur I alors, la
série numérique ) o fn(x) converge absolument pour tout x € I, donc ) o fn
converge simplement sur 1.

Démonstration. — Soit x € I. Pour tout n € N on a |f,(z)| < ||fullco. Comme
la série ) o ||fnllc converge par hypothése, on en déduit par comparaison que
la série ) | fu(7)| converge, c’est a dire que ), fu(z) CV A. En conséquence
> nso fu(T) converge et, x étant choisi arbitrairement dans I, la série > fn
converge donc simplement sur [.

Ezemple 14.42. — On considére la série de fonctions »_ ., f, ot fu(z) =

(="

Montrons la convergence normale sur R.

22 + 32
— Premiére méthode, par analyse des fonctions. Pour n € N* et x € R, posons :
2x
_ / _ 41
gn(z) = o On a g, (z) (@2 5 On en déduit le tableau
T —00 0 400
9n(@) + 0 -
de variations : # . On en déduit que || fu]leo =
gn() /! Ny
0 0
L. 1
SUD g | o ()] = Sup,er |gn(2)| = # Or la série ), -, peYe) converge par le

critére de Riemann. Aussi, la série de fonctions -, f, converge normalement
(donc simplement) sur R.
— Deuxiéme méthode, par majoration. Pour tout n € N*, pour tout x € R, 22 +

1

n*? = n?? de sorte que | fu(2)| < —75. Par suite || fulloo = supep [ fu(@)] <
n

1

REVE On déduit du critére de Riemann que la série ) -, 3/ converge puis,
par comparaison, que la série }° o, || fulloo converge. La série de fonctions
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Y ns1 fn est de ce fait normalement convergente sur R, donc converge sim-
n
e (_1)

plement sur R, de somme ), 2L

Ezemple 14.43. — On considére la série ) f, de terme général f,(z) = 2.

1. On se place sur I =] — 1,1[. On a : [|fullc = SUp,e_qq;[2"] = 1. Par suite
la série )~ || fulloo diverge vers +oo, donc la série ) -, f, ne converge pas
normalement sur /.

2. Soit A €]0,1[. On se place sur I = [~A, A]. On a [|fullo = SUp,e(_a 4 2" =
SUP,epo,4) " = A™ par parité de |z"| puis par croissance de la fonction
r € [0,A] = 2" Par suite la série Y o ||falle = 2,50 A" est une sé-
rie géométrique de raison 0 < A < 1, donc converge. En conclusion, la
série Y o fn converge normalement (donc simplement) sur [—A, A], pour
tout A €]0,1[. Ceci implique que la série Zn>0 fn converge simplement sur

] -1, 1[: UAG]O,I[[_Av A}
Ezxemple 14.44. — On considere la série ), f, de terme général f,(z) =

_1)n
(=1 . On a vu a I'exemple[14.39|qu’elle C'V .S sur R. On veut analyser sa conver-

N 1 1

gence normale. Fixons = € R et observons que |f,(z)| = —= ~ —. Parle

\/1'2 +n2 n—oo 1

: : : L. :
critére de Riemann, la série ) - diverge vers +oc0. Donc la série ), -, fn(7) ne

converge pas absolument. Par suite la série > _, f, ne converge pas normalement,
sur aucun intervalle de R.

Les exemples précédents illustrent la méthode générale :

1. pour montrer que la série de fonctions ) o f, CV N sur l'intervalle I, on
cherche & majorer |f,(z)| sur I par une quantité u, > 0 indépendante de
2 puis on montre que la série numérique Zn>0 u, converge. On conclut par
comparaison.

2. si au contraire on veut montrer que la convergence n’est pas normale sur I, on
minorera || f, || par une quantité v, > 0 telle que la série numérique v,
diverge vers +00.

14.5. Convergence uniforme

On a vu pour les suites de fonctions continues que la convergence simple était
insuffisante pour assurer la continuité de la limite. Pour des raisons analogues, nous
introduisons la notion de convergence uniforme pour les séries de fonctions :

Définition 14.45 (Convergence uniforme). — On dit que la série de fonctions
> n>0 fn définie sur I'intervalle I converge uniformément (CVU) sur [ si la suite

. n . . .
(S")n>o de ses sommes partielles S,, = > 7 , fi converge uniformément sur I :

(Sosofu CVU sur I (S,),_, CVU sur 1)

Remarque 14.46. — La définition précédente s’écrit aussi de la maniére sui-
vante : ) . f, converge uniformément sur I si et seulement si [|S, — Spllcc =

1> k—pi1 felloo —> 0. (Critére de Cauchy pour la suite (S,), cf. théoreme [14.29).
— n=p—oo
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Proposition 14.47 (Convergence uniforme implique convergence simple)
Si la série de fonctions ), ., f. converge uniformément sur I, alors elle

converge simplement sur I vers la somme Y~ f, de la série.

Démonstration. — Supposons que la série de fonctions Zn>0 fn converge uniformé-
ment sur [, c’est a dire que la suite des sommes partielles (S")n>o converge unifor-

mément. En particulier la suite (S”)n>o converge simplement sur [ (cf. proposition

14.18) et pour tout z € I, lim,_,00 Sp(z) = Y iy f(2), la somme de la série en
x. [l

La propriété suivante est souvent utile en pratique pour montrer la C'VU d’une
série de fonctions :

Proposition 14.48 (Convergence normale implique convergence uni-
forme)
St la série de fonctions Zn>0 fn converge mormalement sur I, alors elle

converge uniformément sur I vers la somme Y f, de la série.

Démonstration. — Supposons que la série 2@0 fn converge normalement sur I,

autrement dit la série ) o || fulloo converge vers le réel o = 37" || fullo- En notant

On = 1o Il fxlloo la suite des sommes partielles, on a donc o,, — 0.
n—oo

Soit € > 0. Par ce qui précéde, il existe N € N tel que pour tout n > N on a
lon — 0| <e, cest adire: Y7 || fello < e
Pour z € I et pourn>p > N :

> fulx)

k=p+1

k=p+1 k=p+1 k=p+1

|Sn(2) = Sp(2)] =

Comme x est arbitraire dans I, on obtient : ||.S,, — S,||cc < € pour tout n > p > N.
Ceci montre que la suite des sommes partielles (Sn) est de Cauchy, donc qu’elle
converge uniformément sur /. Par suite, la série ) f, CVU sur I. m

On vient de voir que CV N implique CVU. La réciproque est fausse ainsi que
nous allons l'illustrer sur 'exemple [14.49|

(=1)"
n+x
sur [0,4o00[. Analysons tout d’abord la convergence simple. On note que la série

1
~ —, terme général d’une série de
n—4+x nooco n

Riemann divergente. On note cependant que pour tout = € [0, +00] :

= 0.

Ezxemple 14.49. — On considére la série ) ., f, de terme général f,(z) =

ne converge pas absolument puisque

—on a f(r) = (=1)"gn(z) avec g,(v) = n+

— la suite (gn(x)> est décroissante ;
n

— on a g,(z) — 0.

n—oo
Donc la série ) -, f, CVS sur [0, +oo| par application du critére des séries alternées.

Rappelons ici d’ou vient ce critére. Pour N € N* et = € [0, 400, posons

Sn(x) = ful®),

la somme partielle d’ordre N.
Alors pour tout p € N* et tout x € [0, +o0] :
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1. Sopia(2) — Sop(7) = gapra() — gapra(w) < 0, car la suite (gn(z)), _, est deé-
croissante. Donc Sy, o(z) < Sap(z) et la suite extraite (Sgp(x))p>1 est donc
décroissante.

2. Sopr1(2)—S2p-1(2) = —gap+1(x)+g2p(2) = 0, de nouveau car la suite (g,,(z))

est décroissante. Donc So,1(x) < Sops1(z) et la suite extraite (Sa,_1(z))
est donc croissante

n>0

p=1

3. Sop(x) — Sopt1(x) = gapr1(x) = 0 et on sait que gopr1(x) p_}—go 0.

En conséquence, les suites extraites (Sgp(a:))p>1 et (Szp_l(x))p>1 sont adjacentes et

convergent donc vers une méme limite S(z) = > 7 fu(x), la somme de la série.
Comme la série ) _, f, ne converge pas absolument sur [0, +-ocl, elle ne peut pas
converger normalement sur cet intervalle. Montrons cependant que 2@1 fn CVU
sur [0, +00[. Observons que, pour tout p > 1, et tout = > 0,

Sapia (1) < S() < Sypa)
De plus, pour tout z > 0,

_ 1 < 1 ‘
2p+14+2 " 2p+1

[Sapt1 () = Sap(2)]

Alinsi, pour tout x > 0,

1 1

15(2) = Sapra(2)] <

On en déduit que les suites (Ssp)p>1 €t Sopi1(2))ps0 convergent uniformément vers
S sur [0, +oo[. Il en va donc de méme pour (S, )n>1. Ceci montre que ), f, CVU
sur [0, +o0].

Donnons un autre critére de convergence uniforme basée sur la suite des restes :

Proposition 14.50. — Soit Zn>0 fn une série de fonctions. Elle converge unifor-
mément sur intervalle I si et seulement si
la série ), -, fn converge simplement sur I
la suite (Rn .o des restes converge uniformément vers 0 sur I
Démonstration. — On suppose
{ la série ), fn converge simplement sur /

la suite (R")n>o des restes converge uniformément vers 0 sur /

En notant S = ZZOZO fn la somme de la série, on observe que R, = S — S,,. Par

hypothése, [|S — Sp|lcc — 0, autrement dit S, Y S sur I. Donc Yonso o CVU
n—00 n—o00 =

sur [.

La preuve de la réciproque est laissée au lecteur. O

14.6. Convergence uniforme, continuité, intégration et dérivation
Des considérations précédentes on déduit divers résultats.
Théoréme 14.51 (Convergence uniforme des séries et continuité)

St la série 2@0 fn CVU sur lintervalle I et si les fonctions f, sont continues
sur I, alors la somme f =" f. est une fonction continue sur I.
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Démonstration. — Les fonctions f,, sont continues sur I, donc les sommes partielles

Sy le sont aussi. La série ) _, f, CVU sur l'intervalle I équivaut a S, vy f sur
- n—o00

1. On conclut par le théoréeme [14.21] de continuité pour les suites de fonctions. [
Ezxzemple 14.52. — On considére la série ) o f, de terme général f,(v) =
———, ¢ € R, n € N. On observe :

n® + e’

1. les fonctions f,, sont continues sur R ;

1 1
* s . .
2. on a, pour n € N* || fulleo < = et la série de Riemann ) —3 converge.

Par suite la série ), fn CV N, donc CVU, sur R et la somme f = 3 f, est
continue sur R.

Théoréme 14.53 (Convergence uniforme des séries et intégration)
Si la série ), o fn CVU sur le segment [a,b] (—oo < a < b < +00) et si les
fonctions f,, sont continues sur [a,b], alors la somme [ => " f, est intégrable sur

[a,b] et la série numérique ) - <fab fn(x)d:E) converge vers f;f(x)cw

Démonstration. — Les fonctions f,, sont continues sur I, donc les sommes partielles
Sy, le sont aussi. En particulier S,, est intégrable sur le segment [a, b]. La série Z@O fn

CVU sur le segment [ équivaut a S, vy f sur [a, b] et, par le théoréme d’intégration
n—oo

[M4.23 sur les suites : ) .
/ Sp(x)de — f(z)dz.

n—oo a

/a b S(@)dz = g ( / b fn(m)dw) .

On peut donc conclure que la série ) - ( fab fn(x)dx) converge vers fab flz)dz. O

Or, on a

Remarque 14.54. — On écrit souvent le théoréme [14.53| en disant qu’on peut
intervertir les signes de sommation :

[(Eeme-g(fae)

Ezxzemple 14.55. — On reprend 'exemple [14.52| avec f,(z) =

—, xR, ne
n? + e*

N. On a vu que que la série 2@0 fn CVU sur R, de somme la fonction f = > f,
définie et continue sur R.
Soit A > 0. Par le théoréme [14.53 appliqué au segment [0, A], la série

> om0 <fOA fn(x)dx> converge et fOA flz)de =37 (fOA fn(x)dg;>,

Explicitons les intégrales : on a fOA fo(x)dx = fOA e ?dx = 1 — e, Par ailleurs pour
tout n € N*,

A A A A -
1 1 *d
/ fn(z)dx :/ ———dx :/ —————dx :/ £ @
0 o n?+er o €e*(e7™n?+1) 0o €™+ 1

Considérons le changement de variable u = e de sorte que du = —e™*dx :

A

/OA fo(x)dr = — /16 1 du — — [M] e 4 ) In(1+n?) —In(l +n e—A)‘

un? 41 n? 1 n?
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En conclusion : fOA flx)de = (1—e )+ 57, <ln(1+n2)7ln(l+n26%)).

nQ
On considére a présent la dérivation :

Théoréme 14.56 (Convergence uniforme des séries et dérivation)
Soit (fn) une suite de fonctions C' sur le segment [a,b] (—oo < a < b < +00).
On suppose :

1.3 =0 fr, CVU sur [a,b] vers la fonction g =" o f),;

2. il existe c € [a,b] tel que la série numérique ), -, fn(c) converge.
Alors 3, oo fn CVU sur [a,b], sa somme f =377 fu est une fonction C' sur [a, b]
et f'=g.
Démonstration. — Pour n € N on pose S, = >__ fx. On note que la suite (S, (c))
converge vers y - f,(c). Par ailleurs, pour tout n € N, S, est C* sur [a, b] (comme

somme finie de telles fonctions) et par hypothese, S, = >/ fi vy g sur |a,b].
n—oo

Par le théoréme |14.25 de dérivation des suites de fonctions, S, vy f sur [a,b] ou
n—oo

f =237 [ est une fonction C' sur [a,b] dont la dérivée est g. O

Ezemple 14.57. — On consideére la série ), f, de terme général f,(z) =

IH(HH#. Les fonctions f,, sont C! sur R, de dérivée f!(z) =

On observe que :

L. lasérie ) ., f;, CVU sur R. (Cf. exemple |14.52)).

2. la série de termes positifs Y, f,(0) = > - m(an;"Q) converge car 111(171#2) =

~3/2 -3/2 i :
. _om(n Jet y oqn est une série de Riemann convergente (cf. exemple

i753).
On en déduit que pour tout A > 0 la série ), f, CVU sur le segment [—A, A],
sa somme f =Y > f,est Ct sur [-A, Al et f'=> ", fl.
Comme A > 0 peut étre choisi arbitrairement grand, on en déduit que la série
> nst fo CVS sur R, que sa somme f =3 f, est C' sur R et que f' =" fr.

—nle”® 1

nZ(1+nZe %) e"4n2"

14.7. Exercices

Exercice 261

Pour chacune des séries de fonctions de terme général f, suivant, analyser la
convergence simple et absolue sur 'intervalle indiqué.

L. fo(x) = m, x > 1, n € N. (Rappel : cosh(z) = %).
1
2. f(t)=——— 2R n>0.
fal@) n(lz —n|+1) . "
2
3. fn(x):(—l)”x tn,xER,n>0.
n
x
4. f, = R, 0, 0.
fu(z) o+ ) reER,n>0a>
5. fn(.r)—L,xE[a,b} (—o<a<b<+o0),n>0,a>0.

~ no(1 + na?)
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14.7.1. Séries de fonctions, convergence normale. —
Exercice 262

Analyser la convergence normale des suites de fonctions données dans 'exercice
précédent.

Exercice 263
On consideére la série de fonctions de terme général f, = z(1 — 2*)", n € N.

1. Montrer qu’elle converge simplement sur [—1, 1] et calculer sa somme.

2. La convergence est-elle normale ?

Exercice 264

1
Pour n € N* et x € R, on pose : f,(z)

1+ zn?’
1. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles la série numérique ) ., fo(z)
converge.

2. Déterminer les intervalles sur lesquels la série > ., f,, converge normalement.
=

14.7.2. Séries de fonctions, convergence uniforme. —
Exercice 265

(="

n+ 2’

On considére la série de fonctions ) _, f, de terme général f,(r) =
z € R.

1. Montrer que la série ) _, fn converge simplement sur R mais pas normalement
sur R.

2. Pour n > 0, on note R, le reste d’ordre n de la série : R, (x) = > 77 ., fu(z),
1
r € R. Montrer que pour tout z € R, on a |R, ()] < ——.
que p |n()|\n+1+m2
3. Montrer que la série ) _, f, converge uniformément sur R.

Exercice 266

T n+1

On consideére la série de fonctions ) _, f, de terme général f,(r) = — — %,
non
z € [-1,1].

1. Montrer que  _, f, converge uniformément sur [—1,1].
Calculer la somme Y, f, sur [—1,1].

2. Montrer que ) _, fn converge normalement sur [0, 1] mais pas sur [—1, 1].

14.7.3. Séries de fonctions - Convergence uniforme, continuité, intégra-
tion et dérivation. —
Exercice 267

Pour n > 1, on note u, la fonction définie sur [0, 1] par : u,(x) = { 22§zlhx1 (;)Oéinon.
1. Montrer que u,, est continue sur [0, 1] pour tout n > 0. Est-elle dérivable ?

2. Montrer que la série ), u, converge simplement sur [0, 1].

3. Calculer la somme S =) °  u, de cette série puis étudier la continuité de S.

4. Montrer que pour tout 0 < a < 1, la série 2@1 u, converge uniformément sur
l'intervalle [0, al.
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5. Analyser la convergence uniforme de ) -, u, sur [0,1].

Exercice 268

Pour n > 0 et x €]1,4+00[ on pose :En espérant que la gréve aura pris fin d’ici

1
la... fu(x) = :
d Salt) = 1o
1. Montrer que la série ) - f, converge simplement sur |1, +ool.
On note f =3 f, la somme de la série sur |1, +o0l.

2. Montrer que pour tout a > 1, la fonction f est continue sur [a, +o00[. La fonction
f est-elle continue sur |1, +o00[?

3. Montrer que la fonction f est de classe C! sur |1, +oo.
4. Montrer que lim, ,1+ f(z) = +oc.

5. Calculer lim, ., f(x) puis dresser le tableau de variations de f.

Exercice 269

o - . sin(nz)
On considére la série de fonctions ) ., f, avec f,(v) = 5
1. Montrer que cette série converge simplement sur R.

o .
2. Montrer que la somme f =) f, est continue sur R.

3. Montrer que : [ f(x)dz =Y ° L

n=1 (2n—1)%"

4. Montrer que f est de classe C'(R) et expliciter sa dérivée f’ a 'aide d’une série
de fonctions.

Exercice 270
On considére la série de fonctions ) -, g, ot gn(x) = na”.

1. Montrer que la série ) -, g, converge simplement sur | — 1, 1.

2. On note g la somme de la série sur | —1,1[: g : x €] — 1, 1[— g(x) = > 7, gn(2).
Montrer que pour tout a €]0, 1], la série 2@1 gn converge normalement sur
[_a7 a]'

3. Montrer que la série ) -, g, ne converge pas uniformément sur | — 1, 0].

4. Montrer que g est continue sur | — 1, 1].

5. On considére la série de fonctions 7, fn ot fu(z) = ;272" Déduire des ques-

tions précédentes que ) -, f, converge simplement sur | — 1, 1[ vers la fonction
f définie par : Vo €] — 1,1[, f(z) = [ g(t)dt.






CHAPITRE 15

SERIES ENTIERES

Nous abordons dans ce chapitre la notion de séries entiéres. A I'issue de ce chapitre,
I’étudiant sera en capacité : de définir et de calculer le rayon de convergence d’'une
série entiére par divers arguments dont les régles de d’Alembert et de Cauchy ; de
définir et d’analyser la convergence simple, absolue et normale d’une série entiére sur
un disque ; de définir I'addition, le produit et la dérivée des séries entiéres, d’estimer
leurs rayons de convergence.

15.1. Préambule

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser aux séries de fonctions de la forme
> om0 fn, de terme général f,(r) = a,z" ol (ay) est une suite de nombre réels ou
complexes. Ces séries, dites “entiéres”, généralisent en quelque sorte les polyndomes.
Nous allons débuter ce chapitre par un exemple introductif puis nous compléterons
ce préambule par quelques définitions utiles pour la suite.

15.1.1. Un exemple introductif. — Soit ) . f, la série de fonctions de terme

P 2 n . ” N . ..
général f,(z) = % sur R. On s’intéresse a la convergence simple de cette série.

1. Considérons le cas x = 0. On a fy(0) = 1 (on rappelle que 2° = 1 pour tout )
tandis que f,,(0) = 0 pour tout n € N*. Donc la série ) . f,(0) converge vers
1.

2. Considérons le cas = # 0. Montrons que la série ) -, fn(x) converge absolu-

ment en utilisant le critére de d’Alembert. Observons que Yzl — |1-‘7l+1' ol —
[ fr ()] (n+1)! [z

2l 0 < 1. Ceci implique que la série > om0 | fn(2)| converge.

ntl oo
En conclusion : la série ) - fn(x) converge absolument, donc simplement.

Ce qui précéde montre que » ., fn CV.S sur R vers f = 7" f,. Peut-on préciser
qui est la somme f 7 Si on se rappelle les DL, on sait que pour tout n € N :

2 n

a:_l T x n
e = +$+§+"‘+H+$go(l‘ )

Il est de ce fait tentant de conjecturer que ) -, fu(x) C'V'S vers la fonction e, au
moins pour x voisin de zéro. De fait on a le résultat suivant, que nous admettrons
(on le démontrera au chapitre suivant - exemple [15.51)) :

Proposition 15.1. — La série de fonctions ano xn—T,L converge simplement sur R
vers la fonction e®. Autrement dit, pour tout x € R, e” = > %L

En conclusion de cet exemple, notre but dans ce chapitre sera de préciser les
propriétés générales des séries entiéres. Au chapitre suivant, nous ferons le lien entre
ces séries entiéres et les fonctions que vous connaissez.
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15.1.2. Disques ouverts et fermés de C. — Comme nous allons le voir, le cadre
naturel des séries entiéres est ’ensemble C des nombres complexes et non pas R.
Nous utiliserons les notions et notations suivantes :

Définition 15.2 (Disques ouverts et fermés). — 1. On  note  D(0, R)
le disque ouvert de C centré en 0 et de rayon R > 0, défini par :
D(0,R) = {z € C | |z|] < R}. Par extension, C = D(0,00) est le disque
de rayon R = oo.

2. On note D(0, R) le disque fermé de C centré en 0 et de rayon R > 0, défini
par .

D(0,R) ={z € C||z| < R}.

Les disques ouverts D(0, R) et fermés D(0, R) sont les analogues dans C des
intervalles ouverts | — R, R[ et fermés [—R, R] de R. On notera que D(0,0) = 0
(Pensemble vide).

FIGURE 1. Le disque ouvert D(0, R) C C ne contient pas le cercle de rayon
R. Le disque fermé D(0, R) C C contient ce cercle.

15.2. Séries entiéres

Définition 15.3 (Séries entiéres). — On appelle série entiére toute série de
fonctions de la forme ano a, 2" ol (Gp)n>0 est une suite de nombres complexes.

o - P n P
Ezxzemple 15.4. Les séries Y %5, D250 n2" D o,o1 5 ou encore » - (1 +
i)"z" sont des exemples de séries entiéres.

15.2.1. Convergence simple et absolue. — Les notions de convergence simple
et absolue sont similaires au cadre réel :

Définition 15.5 (Série entiére simplement ou absolument convergente)
On dit que la série entiere ) | a,2" converge simplement (CVS) en 2o € C
si la série numérique ), . a,z; converge, auquel cas Yoo o an 2" € C est sa somme.
On dit que la série entiere ) . a,z" converge absolument (C'V A) en z € C si
la série numérique ), . |a, 25| converge (ot naturellement |.| désigne le module).
Soit R > 0. On dit que la série entiere ) _ja,2" CVS (resp. CVA) sur D(0, R)

(resp. D(0, R)) si elle converge (resp. C'V A) en tout point de D(0, R) (resp. D(0, R)).
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Ezemple 15.6. — On considére la série entiére Zn>0 4. Elle converge simplement

sur C = D(0, 00). Soit en effet 2y € C et considérons la série ) -, ‘zno—,w Cette série

numérique converge, comme on le voit en lui appliquant le critére de d’Alembert pour

20 # 0 (le résultat est évident si 2z = 0)
‘ZO’n—H
1)! z N
(n|;:|n) = n‘—{?‘l g 0 < 1. Ceci montre que la série ) o2 converge ab-
n!
solument, donc simplement, sur C.

Remarque 15.7. — On a vu en introduction §15.1.1] que pour tout z € R, e* =
> % Le résultat de exemple mpermet de prolonger la fonction exponentielle

n=0 n!
au plan complexe, en posant : pour tout z € C, e* =) 2 2 21 clest 'exponentielle
complexe.
15.2.2. Convergence normale. — On définit la convergence normale des séries

entiéres de maniére analogue au cadre réel :

Définition 15.8 (Série entiére normalement convergente)
On dit que la série entiére ) _,a,2" converge normalement (C'VN) sur

le disque fermé D(0, R) (R > 0) si la série numérique ), - [|an2" || converge, oi :

lanz"|loc = sUp,cppm [anz" = Sup,cpmry lanl % [2]™

Proposition 15.9. — 1. ) ja,2" CVN sur D(0,R) & > . la.|R"
converyge.
2. Y pson?” CVN sur D(0,R) < > . ga,z" CVA sur D(0,R) = > . an2"
CV'S sur D(0, R).

Démonstration. — 1. Pour tout z € D(0,R), |an2"| < |an|R" et par ailleurs
|an2"| = |an|R" si |z| = R. Donc sup, 5z [an2"| = |an| R™.

2. On suppose que ) - a,2" CVN sur D(0, R). Donc > nso |@n| R converge. Or
pour tout z € D(0, R), |an2"| < |an|R". Par comparaison, la série > ns0 On 2"
converge donc absolument, donc simplement, sur m
Supposons & présent que Y .;a,2" CVA sur D(0,R). En particulier

> om0 lan| R converge, donc la série ) a,z" CV N sur D(0, R).
[

Ezemple 15.10. — Pour tout R > 0, la série ), ., 27 CV N sur D(0, R). En effet,

pour tout R > 0, la série ) ., % converge (apphquer la régle de d’Alembert) et
on peut appliquer la proposition 15.9
En conséquence, la série Y o 2 CV A sur D(0, R), pour tout R > 0. Donc > om0 31

CVAsur C = Jpoo D(0, R) (la véunion de tous les disques D(0, R)), ce qu’on savait
déja.

15.3. Rayon de convergence

Afin d’introduire la notion de rayon de convergence, nous débutons par le lemme

d’Abel[@)] :

1. Niels Henrik Abel (1802-1829), mathématicien norvégien.
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Lemme 15.11 (Lemme d’Abel). — Soit ) ., a,2" une série entiére et R > 0.
Si la suite (|a,|R™) est majorée, alors la série Y, o anz" CVN sur D(0,r) pour
tout 0 < r < R. En particulier la série E@O a,z" converge absolument pour tout
z € C tel que |z| < R.

Démonstration. — Soit r €]0, R[. On observe que |a,|r" = |ay,| (%)nR". Par hy-
potheése, il existe un réel M > 0 tel que pour tout n € N, |a,|R" < M. Ainsi
lap|r™ < M (%)n et (}%)n est le terme général d’une série géométrique de raison
0 < —= < 1, donc convergente. Ceci montre, par comparaison et via la proposition

15.9 que la série ) a,2" CV N sur D(0,r). O
Exzemple 15.12. — Soit (a,),>0 une suite de nombres complexes telle que la série
numérique ), a,2" converge. Son terme général a,2" tend donc vers 0 quand

n — oo : a,2" — 0. En particulier la suite (|a,|2"),=0 est bornée (toute suite
n—oo

convergente est bornée). On déduit du lemme d’Abel que la série )~ a,2" CVN sur

D(0,7) pour tout 0 < r < 2. En particulier la série ) _;a,2" converge absolument
pour tout z € C tel que |z] < 2.

Théoréme 15.13. — Soit 2@0 a,z" une série entiere. Il existe un réel R > 0,
éventuellement R = 400, tel que les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. )50 @n2" converge absolument pour tout z € C vérifiant |z| < R.

2. Y nso @2 diverge grossierement pour tout z € C vérifiant |z| > R.

De plus ), - anz" converge normalement sur D(0,7) pour tout réel r > 0 tel que
0<r<R.

Démonstration. — On pose 4 = {r > 0| la suite (|a,|r") est bornée}. C’est une
partie de R, non vide puisque contient r = 0. Elle admet donc une borne supérieure
R =sup . (ona.# =|0,R] ou.# = |0, R[si . est majorée, sinon .# = [0, +00|
et on pose R = +00).

1. Cas R = 4o00. Dans ce cas, le lemme d’Abel|15.11/montre que la série ano 2"

CV N sur les disques D(0, ), pour tout r > 0. En conséquence, la série converge
absolument sur C.

2. Cas R < +00. Soit 7 < R. Le lemme d’Abel [15.11montre que ) . a,2" CVN
sur D(0,r).
Soit z € D(0, R) fixé. Comme R = sup .#, il existe r > 0 tel que |z| < r < R.
Par conséquent, la série |a,2"| < |an|r™ et Y~ lan|r™ converge. Par suite

> ns0 @n2" converge absolument sur D(0, R) = (Jy.,.r D(0,7).
Enfin si |z| > R, la suite (|a,| x |2|") n’est pas bornée, donc la série Y, g an2"
diverge grossiérement. (Rappelons qu’une condition nécessaire de convergence
d’une série numérique ) u, est que u,, _ 0. En particulier (Ju,|),) doit étre
bornée).

0

Le théoréme [15.13] justifie la définition suivante :

Définition 15.14 (Rayon de convergence). — Dans le théoréme [15.13] R €
[0, +00] s’appelle le rayon de convergence de la série entiére et D(0, R) est son
disque de convergence.

Remarque 15.15. — Soit R le rayon de convergence de la série Zn>0 a,z". Insis-
tons sur deux points :
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1. on ne sait rien dire en général sur le comportement de la série quand |z| = R;

2. en particulier, le fait que » ., a,2" CVN sur les disques D(0,7) avec r < R

n’implique pas CV N sur D(0, R).

Ezxemple 15.16. — Le rayon de convergence de la série entiére 2@0 %’? est R =

+00. En effet, on a vu que cette série converge absolument pour tout z € C.

Ezxzemple 15.17. — Le rayon de convergence de la série entiére ) _ nz" est R =
1. En effet soit z € C* et r = |z| > 0. Analysons la nature de la série numérique

n+ 1)rntt n-+1
Y usonr” par le critére de d’Alembert. On a (n+1) _nt r — r En
- nrt n n—00

conséquence :

L osir <1, lasérie ) nr" converge, donc ) - nz" CVA pour |z| < 1. Par
suite, R > 1.

2.si 7 > 1, la série ) nr" diverge grossierement. Donc ) n2" diverge
grossiérement si |z| > 1. Par suite R < 1.

Par suite R = 1. En particulier, la série 2@0 nz"™ converge normalement sur le
domaine |z| < r pour tout r < 1.

On notera que ) . n diverge grossiérement, donc que ) ., nz" diverge pour z = 1.
Cette constation aurait suffit pour montrer que R < 1.

Exemple 15.18. — Le rayon de convergence de la série entiére Y, _, = est R = 1.
,r,n+1 -
. * x N+ 1 n

En effet soit z € C* et r = |2| > 0. Pour tout n € N*, =—— = r — r. Par

T n—|—1 n—o0
n

le critére de d’Alembert :

1. sir <1, lasérie Y ;= converge, donc Y, = CVA si |z| < 1 et par suite
R > 1.

2.sir>1, lasérie ), = diverge grossiérement, donc
rement si |z| > 1. Par suite R < 1.

2 diverge grossie-

En conclusion R = 1. Sur le bord du disque de convergence D(0, 1), on notera

z" . _ s . . . 1 .
que ) -, = diverge pour z = 1 (la série dite harmonique ) ., + est de Riemann

divergente) : cette observation aurait suffit pour conclure que R < 1.
(=n
n

Observons cependant que est

alternée convergente).

n L.
w1 o= converge pour z = —1 (la série ) .,

1

Ezxzemple 15.19. Le rayon de convergence de la série enticre ), 52" (ol

i? = —1) est R = 1. En effet :

1. cette série converge absolument si |z| = 1. En effet 1

. — ~
[n2+in Vni4n2 Lo

\/% qui est le terme général d’une série de Riemann convergente. Remarquez
n

que cela suffit pour conclure que la série CV A sur le disque D(0,1) (puisque
Himpgan si 2] < 1) Ainsi R > 1

[n2+in| > |n?2+in

Izln enIn(lz]) L. . N
2] = Ve o 109 donc la série diverge grossiérement.
n—oo

Par suite R < 1.

2. si |z] > 1, alors

Dans les exemples précédents, on a souvent utilisé le critére de d’Alembert pour
calculer le rayon de convergence. Ce critére fournit un moyen pratique de calcul du
rayon de convergence dans une majorité de cas par le résultat suivant :
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Proposition 15.20 (Régle de d’Alembert pour les séries entiéres)
Soit Y, - anz" une série entiere. S'il exviste N € N tel que :

Vn > N,a, #0
i e [0, +00]

an | n—oo

: 1 :
alors le rayon de convergence R de la série ) -, a,2" est R = 7 ave la convention :

1 1
— =0 et = = 4o00.
+00 0
. n+1
Démonstration. — Pour r > 0etn > N, RS VS RS | PN
|an]r an n—00

Sir < ¢ alors fr < 1 et la série numérique Y _, |a,|r™ converge par le critére de
d’Alembert. Donc la série ) _;a,2" CV N sur D(0,r).

1 1 lanta|lz["T! | ant A3 A1 n
Si |z| > ; alors e = | || _ l|z| > 1 et la série numérique »  _q a,z
diverge grossiérement, de nouveau par le critére de d’Alembert. O]

Vous connaissez également le critére de Cauchy pour les séries numériques. Ap-
pliqué aux séries entiéres, il donne :

Proposition 15.21 (Régle de Cauchy pour les séries entiéres)
Soit Y~ an2" une série entiere. Si {/|a,| — £ € [0,400] alors le rayon de
~ n—00

, 1
convergence R de la série ) -, a,2" est R = 7

Démonstration. — Reprendre point par point la preuve faite pour la régle de

d’Alembert. N
o - N In(n)

Exemple 15.22. — On considére la série entiére 2@1 a,z" avec a, = o Pour

n>2onaa,#0et:
_In(n+1) 2" 1ln(n) +In(l1+1/n) 1

Qn+1 .z
27+l In(n) 2 In(n) n—oo 2

Qn

Par application de la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série est
R =2.

In(n
Ezemple 15.23. — On considére la série entiére »_ %22” = ZWI apzP
In(n) .
avec { T Ton SIPT n,n €N . On ne peut donc pas appliquer la régle de
ap=0sip=2n+1,neN
d’Alembert pour les séries entiéres. On va en revanche appliquer cette régle pour
les séries numériques. Soit r > 0 et considérons la série numérique Zn>1 Uy avec

|
Uy = %73” > 0. Pour tout n > 2 :

Unpr  T*"PIn(n+1) 2" ,ln(n+1) 7

= = — —.
U, 2ntl 27 In(n) " 2In(n) n—o 2

r>0 n

et diverge grossiérement si r > /2. Par suite, le rayon de convergence de la série
In(n)
> s o 22" est R = /2.

2
H In(n
On a { 5 <1 & 0 < r < /2. En conséquence, la série 2@1 ( )Tgn <3
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15.4. Opération dans P’algébre des séries entiéres

Définition 15.24. — L’espace des séries entiéres a coefficients complexes (resp.
réels) est noté Cl[z]] (resp. R[[z]]).

Le sous-espace des séries entiéres a coefficients complexes (resp. réels) de rayon de
convergence strictement positif est noté C{z} (resp. R{z}).

On peut définir des structures algébriques sur ces espaces de séries entiéres. Ainsi :

Définition 15.25 (Multiplication par un scalaire). — La multiplication d’une
série entiere ) ., a,2" € C[[2]] (vesp. € R[[2]]) par un scalaire A € C (resp. € R)

est la série entiére A (Y, a,2") définie par Y, _; Aa,2".
> =z

Il est trivial de constaster que pour tout A € C*, la série A (Z@O anz”) a méme
rayon de convergence que la série ano a,z". Interessons-nous maintenant a I’addi-
tion, qu’on définit naturellement :

Définition 15.26 (Addition de séries entiéres). — L’addition (3, ., an2") +
(3 ns0bnz") des deux séries entiéres Y o an2™ et Y., o b,2" appartenant a C[[z]]
(resp. R[[z]]) est la série entiere » _(an +b,)2" € C[[z]] (vesp. € R[[2]]).

Proposition 15.27. — Soit ) _a,2" ety by2" deur séries entieres de rayons
de convergence Ry et Ry respectivement. Alors le rayon de convergence R de la série
entiere Y _o(an + by)2™ vérifie :

1. de maniére générale R > min(Ry, Ry) ;
2. si Ry # Rs, alors R = min(Ry, Ry).

De plus, pour tout z € C wvérifiant |z| < min(Ri, Ry), on a : (D, yanz") +
(2% ) baz™) = 30 (@ + by) 2"

Démonstration. — On va supposer Ry > 0 et Ry > 0 (sinon min(Ry, Ry) = 0 et
naturellement R > min(R;, Rs)!).

1. Soit r < min(Ry, Ry). Alors |a, + by|r™ < |an|r™ + |by|r™. Or |a,|r™ et |b,|r™
sont les termes généraux de deux séries convergentes, donc la série de terme
général |a,|r"™ + |b,|r" converge. Par comparaison on a donc ), - (an + b,)2"

CV N sur D(0,r). Par suite R > min(R;, Ry).

2. Supposons, par exemple, que Ry < Ry (donc R > R; par ce qui précéde).
Soit Ry < r < Ry. Alors |b,|r™ est le terme général d’une série convergente
donc |b,|[r" — 0, tandis que la suite (|a,|r") est non majorée. Comme ||a, | —

n—oo

|ba| |7 < |y + bylr™, on voit que la suite (|a, + b,|r") est non majorée. En
conséquence la suite ) - o(a, + b,)2" diverge grossiérement pour [z| > R,
donc R < R;. En conclusion R = R;.

Enfin, si S,(2) = Y p_, axz” et T,(z) = >_p_, axz" sont les sommes partielles
d’ordre n des séries )~ ja,z" et >~ b,2" respectivement, on voit que (.5, +
T,)(2) = Y _h_o(ar +by)2" est la somme partielle d’ordre n de Y o2 (a, +by,) 2"
Comme pour |z| < min(Ry, Ry) on a S,(2) _ Yoo ganz™ et To(z) —

n—oo
> g anz™, on voit que (307 s anz™) + (D00 o bpz™) =307 (an + by)2"™
Il
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Nous passons maintenant au produit de séries entiéres. Pour introduire ce produit,
observons le développement du produit de deux polynémes de méme degré M :

M M M M
(Z apzp> (Z quq> = Z Z apby 2P
p=0 q=0

p=0 ¢=0

2M n
= Z (Z apbn_p> 2" (on aposé p+q=n)

n=0 \p=0
En faisant formellement tendre M vers l'infini, cela donne la définition suivante :
Définition 15.28 (Produit de séries entiéres). — Le produit (3, an2") (32,50 bn2")

des deux séries entieres ) _a,2" et > o b,2" de C[[z]] (vesp. R[[2]]) est la série
entiere ) .2 € Cl[z]] (vesp. € R[[2]]) ott ¢, = Y7 ¢ apbn—p.

Remarque 15.29. — Le produit que nous venons de définir est aussi appelé “pro-
duit de Cauchy”. On signale le résultat suivant : on suppose que les series numériques
Y ns00n €6 D00y CV AL Alors la série de Cauchy ¢, converge absolument

et (320 an) (nzo bn) = 2020 En (00 €n =300 apbnsp).

n 1
Ezemple 15.30. — Soit S1(z) = ), . 757 (an = -y 1) et Sa(z) = D2, 5o(n+1)2"

(by=n+1).Ona:

S1(2)S2(2) = (Z anz"> (Z bnz">

n=0 n=0

= 1><1+ 1><2+1><1 + 1><3+1><2+1><1 24
-7 1 2 =T \1 2 3 §

n n

= Z cp2" avec ¢, = Z Apby—p = Z TZ;Tp—l'—l

n=>0 p=0 p=0

Proposition 15.31. — Soit ) a,z" et Y b,2" deur séries entieres de
rayons de convergence Ry et Ry respectivement. Alors le rayon de convergence R de
la série entiére produit vérifie : R > min(Ry, Ry).
De plus, pour tout z € C vérifiant |z| < min(Ry, Re), ona: (3.~ qanz™) (3 oo gbnz™) =
Yo g2
Démonstration. — Soit r < min(Ry, Rs). Pour tout n € N, ¢, = apb, + a1b,—1 +
-+« + apby vérifie :

enl < faol[bn] + lag|[bp—1 + -+ + |an||bo]
et par suite :

lealr™ < aol ([balr™) + (lawlr) ([bu-rr™ ") + -+ + (|an|r™)[bo]

n
< sup {]ak\rk} Z|bk|rk :
0<k<n =0

Observons que comme r < Ry, la suite (|ax|r*) pen €St majorée. Par ailleurs
comme 7 < Ry, la série a termes positifs >, o |bp[r" converge. Il vient :
lear™ < supkeN{|ak|rk} (3 onzo lbe|r*), cest a dire que la suite (|e,|r™) —est

majorée. Par le lemme d’Abel |15.11f la série > - c,2" CVN sur D(0,7') pour
tout 0 < r’ < r, donc pour tout 0 < r’ < min(R;, Ry). Ceci montre que le rayon de
convergence I de la série produit ) _,c,2" vérifie : R > min(R;, Ry).
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Soit par ailleurs S,(z) = >0 arz” et T,(2) = >.;_,arz" les sommes par-
tielles d’ordre n des séries respectives » > a,z" et Y > b,2". On a pour
‘Z| < min(Rl,RQ) .

Sn(2)T(2) = (Z apzp> (Z quq> = Z (Z apbk_p> k= Z cp” — chzk.

p=0 k=0 \p=0 k=0 k=0
[l

Remarque 15.32. — Quand on le muni des opérations (+, x,.) (addition, multi-
plication et multiplication par un scalaire), I'’espace C[[z]] (resp. R[[z]]) est ce qu’on
appelle une algébre. Il en va de méme du sous-espace C{z} (resp. R{z}), comme
conséquence des propriétés que nous venons de voir.

15.5. Dérivée formelle

La dérivée formelle d’une série entiére s’obtient en dérivant chaque terme de la
série par la régle usuelle. Plus exactement :
’ ' P s_ 0 2 n
Définition 15.33 (Dérivée formelle). — La dérivée formelle 0 (Z@O n? )
Ard N n Apd n—1
de la série entiere ) a,2" est la série Y ) na, 2"
Théoréme 15.34. — Le rayon de convergence R’ de la dérivée formelle d’une série
entiére est égal au rayon de convergence R de cette méme série : R’ = R.
Démonstration. — Soit R le rayon de convergence de la série ) _ a,2" et R’ celui
Apitrd n)y —
de sa dérivée formelle 8 (3, o anz") = >,o nay2
Si |z| > R, on sait que la suite (|anz”|)n>O est non majorée. Mais alors |na,2"~

n—l'
1| —

ﬁ]anzﬂ est le terme général d’une suite non bornée également. Donc R' < R. En

particulier si R = 0 alors R' = 0. On va donc supposer R > 0 ci-aprés.
Soit & présent 0 < r < R. La suite (|an|r")n>0 est majorée, disons par M > 0. Soit

0 < 7' < r et écrivons :
n P\t n (r\"!
nla,|(r')" ™t = =|a,|r" (—) < M- (—) )
r r

Montrons, par la régle de d’Alembert, que (%)nil est le terme général d’une série
convergente. On a en effet :

n+1<r’)n r/r\»t n+17r r!

r r n \r’ n 1 oo T

Par comparaison on déduit que la série dérivée ) -, na,z"~' CVN sur D(0,r"),
pour tout ¥ < R. Donc R’ > R. O

15.6. Exercices

15.6.1. Convergence simple et absolue. —
Exercice 271

Pour chacune des séries entiéres > a, 2" suivantes :
— montrer qu’elle converge simplement sur le disque ouvert D(0, R),
— montrer qu’elle diverge pour tout z € C vérifiant |z| > R.

— dire (en le justifiant) si la série converge simplement sur le disque fermé D(0, R).

1
1.vneN, a, =2"(n+1) etR:§.
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1
2.VneN, a, = ———=-¢ct R=1.
Vian +1

3.VneN, a, =nvV2net R=1.

4. Yn € N* a, = (=1) et R=1.
n
o 1
5. Vn € N*, a, = (39 et R=—.
n 3

6. Vn € N*, a,, = In(2n) et R = 1.

Exercice 272
Soit (ay,)n>o une suite de nombres complexes et 2o € C* tels que la série ) @,z
converge. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére ) ., a,2" vérifie
=
Exercice 273

Soit (@ )n>0 est une suite de nombres complexes telle que la série )~ a,(—6)"
converge. On prétend qu’alors :

1. le rayon de convergence R de la série entiere ) . a,2" vérifie R = 6.
=

2. la série entiére ) _,a,2" converge normalement sur D(0,6).

Ces affirmations sont-elles toujours vraies ?

Exercice 274
Soit (an)n>0 est une suite de nombres complexes telle que :

la série ) _,a,2" converge,
la série ) _,a,(—7)" diverge.

On prétend qu’alors le rayon de convergence R de la série entiére ), a,2" vérifie
2 < R < 7. Cette affirmation est-elle toujours vraie ?

Exercice 275

Soit (an)n=0 est une suite de nombres complexes. On note R le rayon de conver-
gence de la série entiére ) -, a,2". Calculer en fonction de R le rayon de convergence
R; des séries entiéres S; suivantes.

1. 81 =37,0n%ap2", de rayon de convergence R;.
Sy = =0 2"a,2", de rayon de convergence Ry.
S3 = ",50a52", de rayon de convergence Rs.

Si = >0 a,z*", de rayon de convergence R;.

BN S

S5 =Y ,50n*azz”", de rayon de convergence Rs.

15.6.2. Reégle de d’Alembert et de Cauchy. —
Exercice 276

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z" dans les cas
sulvants.

n?+4n—1
1a, = ()T T S,
s L
2. a,=n(n—1)---(n—p) pour n > p et p € N* fixé.
1

3. a, = n > 0, avec a > 0 fixé.

(an + 1)’



4.

5.
6.
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n—+a "
a, = (n—i—b) ,n=>=1,a,b>0.
nn
anp=—,n = 1.
n!
a, = €°" n >0 avec a > 0 fixé.

Exercice 277

Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z" dans les cas

suivants.
l.a,=2n)",n>1.
n!

2. anp = m, n 2 1.
P )
SR O TR
2 2
4. a, = ( n') ,n=>1
n!
2n
D. ap = m, n = 1.

Exercice 278

2 3 s . BN n s
Déterminer le rayon de convergence de la série entiere > _ n"z*". (Cette série

fait partie des séries dites "lacunaires").

15.6.3. Opérations sur les séries entiéres. —
Exercice 279

1.
2.

3.

Calculer le rayon de convergence de la série entiére 27 nn,
Yy g n=>0

Calculer le rayon de convergence de la série entiére 3mz".
34 g n=>0

En déduire le rayon de convergence de la série entiére ) (2_” — 3”) 2"

Exercice 280

. L. . o _ " B non
Soient A; et Aj les séries entieres définies par Ay = Y 2" et Ay =) _(—=1)"z

respectivement.

1. Calculer la série entiére produit A, = A;As.

2. Calculer le rayon de convergence des séries Ay, A, et Aqo, puis calculer les sommes
S1, S5 et Sip de ces séries pour z appartenant a leur domaine de convergence
respectif. Comparer ces sommes.

3. Calculer la série entiere A? ainsi que la série entiére dérivée formelle JA;, et

préciser leur rayon de convergence respectif. Que constatez-vous ?

Exercice 281

Soit ), - @n 2™ une série entiére de rayon de convergence R,. Pour tout n € N on

pose b, = ZZZO ay et soit Ry le rayon de convergence de Zn>0 b,z".

1.

2.

En considérant la série produit de ) an2™ et de ) ., 2", montrer I'inégalité :
min(1, R,) < R, < R,.

Etudier les exemples suivants :
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15.7. Fonctions développables en série entiére

Cette derniére section est consacrée a la notion de fonctions développables en
séries entiéres. A lissue de ce chapitre I'étudiant sera en capacité : de définir le
développement en série entiére de fonctions classiques; de montrer qu’une fonction
est développable ou non développable en série entiére ; de faire le lien entre le déve-
loppement en série entiere et les développements limités et de Taylor; d’appliquer
les régles de dérivation et de primitivation sur les développements en série entiére,
en particulier dans le cadre des équations différentielles.

15.7.1. Fonctions développables en série entiére. — Dans tout ce chapitre,
les séries entiéres ) ., a,2" considérées sont a coefficients réels a,, € R.

Définition 15.35 (Fonction développable en série entiére a ’origine)

Soit f : I — R une fonction définie sur un lintervalle I C R tel que J =
| —r,r[C I pour un certain » > 0. On dit que f est développable en série entiére
en 0 sur J (notation : DSE(0) sur J) il existe une série entiére ), a,2" € R[[2]]
de rayon de convergence R > r telle que :

Vo e J, f(z) = Zanx".
n=0
On dira alors que Y 7 a,z" est le développement en série entiere de f en 0 sur J
(notation : DSE(0) sur J). On dira que f est développable en série entiére en
0 s’il existe r > 0 tel que f est DSE(0) sur J =] — r,r|.

Ezxemple 15.36. — On a vu a la Proposition _ que la fonction f( ) = e” est

développable en série entiére en 0 et que pour tout z € R, e* = "> 2 o

Exzemple 15.37. — Lasérie entiere ) 2" a comme rayon de convergence R = 1
(comme on le voit par la régle de d’Alembert, par exemple). Par ailleurs par une

formule bien connue : pour tout z € D(0,1) et tout n € N, Y7 2F = % Par
n+1
suite, ’Zk 02" 11Z = |‘1| T 0. En d’autres termes, pour tout z € D(0, 1),

n—oo

1
> 2" = 7. Ceci montre que la fonction f(z) = est DSE(0) sur | — 1, 1]
T

et que : Vo €] — L 1[, f(z) =" 2™
On remarquera sur cet exemple que f est définie sur R\ {1} mais qu’elle n’est
DSE(0) que sur | — 1, 1[.

On peut définir le développement en série entiére en d’autres points que 0 :

Définition 15.38 (Fonction développable en série entiére en un point)

Soit f : I — R une fonction définie sur 'intervalle I C R. Soit xy € I tel que
J =] —r 4 xg, 0 + r[C I pour un certain r > 0. On dit que f est développable en
série entiére en z, sur J (notation : DSE(x)) sur J) s’il existe une série entiére
> ns0 @n2" € R[[2]] de rayon de convergence R > r telle que :

Vo € J, f(x Zanx—xo
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On dira que f est développable en série entiére en z s’il existe r > 0 tel que
f est DSE(xg) sur J =| — r + xo, xo + r[.

Remarque 15.39. — De maniére équivalente, la fonction f : I — R est DSE(z)
sur J =|—r+z, zo+r| si et seulement si la fonction g : © €]—r,r[— g(z) = f(x+z0)
est DSE(0) en 0 sur | — r, 7.

Exemple 15.40. — On considére la fonction f(z) = e” sur I = R et soit zy € R.
Posons g(z) = f(x + zg) = e" T = e™¢” pour x € J = R. Alors g est DSE en 0 sur
Ret g(z) =307, Sta" pour tout z € R. Par conséquent f est DSE en zq sur R et
pour tout # € R, g(z) = >.°° 2 (v — x0)"™.

n=0 n!
15.7.2. Régularité des fonctions DSE. —

Théoréeme 15.41 (Fonction DSE et dérivation). — Soit f : I — R une fonc-
tion DSE en xg € I sur lintervalle J =| —r + xg,x0 + r[C I, 7 > 0. Alors :

1. f est de classe C* sur J ;
2. la fonction dérivée f' est DSE(xq) sur J ;

3. la série entiére associée a [ est la série dérivée formelle de la série
entiere associée a f : pour tout x € J, (f(z)=> " an(x —x0)") =

(f'(2) = 2252y nan(z — )" ™).

Démonstration. — En posant g(x) = f(z + x¢) on se raméne au cas d'une fonction
DSE(0) : on suppose donc que pour tout « €|—r,r[, g(z) = >~ a,z™ o la série en-
tiere Y an2" est derayon R > r > 0. On va montrer que g est de classe CY(J), que
g est DSE en 0 sur J = - et que
g (x) =>7 naz™t sur J. Considérons pour cela la série dérivée formelle
> o1 Napz" . On a vu quelle a un rayon de convergence égal a R (cf. théoreme

15.34). Posons h(z) = >"°°  na,z™ ' et observons que pour tout 0 < 1’ < r :
L Y oy napgz™t CVN donc CVU vers la fonction h(z) = Y707, nayz™ " sur
[_T/7 T/]
2. Y =0 n™ CV.S en 0 vers ag.
Par le théoréme [14.56} la série )~ a,z™ CVU vers la fonction g de classe C! sur

[—r',7'] avec ¢ = h. En conséquence ¢'(z) = >°7 na,z™ ! sur [—r',7']. Comme
r’ est quelconque sous la condition 0 < r’ < r, ’égalité précédente est valable sur

| —rrl.
On conclut par un raisonnement par récurrence. ]
Remarque 15.42. — Comme conséquence du théoréme [15.41 on a aussi pour
tout x € J :
f"(x) =320 n(n — Da,(xz — x9)" 2, ete..
1
Ezxzemple 15.43. — On a vu a l'exemple [15.37| que la fonction f(z) = 1 est
-

DSE(0) sur | — 1,1[ et que pour tout = €] — 1,1, f(x) = > oo, 2*. Par le theoréme
1
15.41} la fonction f est C(] — 1,1[) et pour tout =z €] — 1,1 : f'(x) = — =

(1—ux)?
Do (@) = —Lx)?’ =3, n(n—1)z""2

(1

Du théoréme [15.41| on tire I'unicité du développement en série.
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Corollaire 15.44 (Unicité du DSE). — Soit f : I — R une fonction DSE en
f®) ()
k!

ot f*) est la dérivée n-ieme de f. En particulier, on a unicité du DSE.

xo € I, de série associée Y, o apz* € R[[z]]. Alors ax = pour tout k € N,

Démonstration. — D’aprés le théoréme [15.41] pour tout £ € N,

f(k)(a:) _ (ni—!k)!a“(x . xo)nfk

n=~k

pour tout x proche de zy. En particulier f*)(2) = (k!)ax, d’oit le resultat. O

Corollaire 15.45 (Fonction DSE et primitive). — Soit f : I — R une fonction
DSE en xy € I sur lintervalle J =] —r+xg, xo+r[C I, r > 0. Alors, toute primitive
F de f surl est DSE en xq sur l’intervalle J et son développement en série entiére se
déduit de celui de f par primitivation terme a terme, modulo [’ajout d’une constante.

Démonstration. — Par hypothése, f(z) = > 7 a,(x — zo)" pour tout z € J =
| =740, 1o+7[ ot la série entiere ) | a,2" est de rayon de convergence R > r > 0.
Considérons la gérie > om0 T;‘—ﬁz”J“l déduite de la précédentg par primitivation te}"me
a terme. On sait que le rayon de convergence de cette série est celle de sa dérivée

formelle, soit R. Le théoréme [15.41| implique que la somme z € J — > 07 Gngntl

n=0 n+1
est une primitive de f sur J, et cette fonction est donc DSE en z( sur J. Or toute
autre primitive se déduit de celle-ci par ajout d’une constante. O
1
Ezxzemple 15.46. — On sait par 'exemple [15.37| que la fonction f(z) = T
—x
est DSE(0) sur | — 1,1] et que pour tout = €] — 1,1, f(z) = Y.o2 2" Par le
corollaire [15.45] la fonction F(z) =Y 7, % est une primitive de f sur | — 1, 1],

s’annulant en 0. Par suite la fonction —In(1—2) est DSE(0) et pour tout « €] —1, 1],
- 111(1 — f[,') = ZOO akt!

n=0 k+1 "

15.7.3. Formules de Taylor et DSE. —

15.7.3.1. DSFE et développements limités. — Vous avez sans doute observé sur les
divers exemples de DSE un lien avec les développements limités que vous connaissez.
De fait :

Proposition 15.47. — Soit f : I — R une fonction DSE en 0 € I, de série
associée Y, apz" € R[[z]]. Alors on obtient un développement limité de f en 0
a tout ordre n € N (notation : DL,(0)) en tronquant le DSE de f a Uordre n :

fw) = Sigarst + o (o).

Démonstration. — Par hypotheése, il existe une série entiére Zk>0 apz® de rayon
R>0et0<r< R tels que f(z) =Y 77, axz” pour tout z €] — r,r[C I, pour un
certain r > 0. Ainsi, pour n € N :

n

f(x)—z apz® = 3 apr® = 2" ( i ak:vk_”) =a" <§: ap+nq,‘p) =z" (i bpwp>
p=0

k=0 k=n-+1 k=n+1 p=1

bo=0 _ i,
N 7 :
ol { by = apn pour p =1 ° Il s’agit de montrer que szo b,z m 0. Pour cela

considérons la série entiére pr b,zP. On voit que pour p > 1l et pour 0 <r < R :

[apenl™ o

‘bp|rp = ‘ap+n|rp = rn
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(On a méme |ap,|r’t" — 0.) Par le lemme d’Abel [15.11} la série _ _,b,z"

CVN sur D(0,77) pour tout 0 < r’ < R. On en déduit que la ) _,b,a”? CVN
(donc CVU) sur [—r', 1] vers la fonction g(x) = > 7 b,x? continue sur [—r', ] (cf.
théoréme [14.51] On a méme continuité sur | — R, R|.). Donc g(x) - 0. Autrement
T—>
dit f(z) = > 0, arr® = og(x”). O
z—

15.7.3.2. DSE et formule de Taylor-Young. — On tire le corollaire suivant de la
proposition précédente (c’est un résultat que nous connaissons déja, cf. corollaire

:

Corollaire 15.48. — Si f : I — R est une fonction DSE en 0 € I, de série
f(0)

associée Y, -, axz” € R[[2]], alors a, = — ot f™) est la dérivée n-ieme de f.
Z n!

En particulier, on a unicité du DSE.

Démonstration. — Si f : I — R est une fonction DSE en 0 € I, alors f est de classe

C> sur un voisinage de 0. (C’est le théoréme [15.41}) Par suite, par la formule de
TaylorYoung, f admet un développement de Taylor en 0 d’ordre n, pour tout
n F0(0)
neN: flz)=>7_ u
S arTt + oo(x"). On conclut par 'unicité des développements limités. O
T—

® + oo(x”). Mais par la proposition [15.47, f(z) =
T—

Remarque 15.49. — On vient de voir : <f est DSE en 0) = (f admet un dé-

veloppement de Taylor-Young a tout ordre en 0 ). Signalons que la réciproque est

fausse en général, c’est a dire qu’il existe des fonctions C* en 0 qui ne sont pas DSE
en 0.

15.7.3.3. Formule de Taylor-Lagrange et DSE. — Le théoréme suivant, sorte de
généralisation de la formule des accroissements finis, est conjointement attribué a

Taylor et a La,grange

Théoréme 15.50 (Formule de Taylor-Lagrange). — Soit n € N un entier
naturel et soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"([a,b]) (a < b). Si la dérivée
n-ieme f de f est dérivable sur |a,b[, il existe au moins un c €|a, b| tel que

(b—a) (b—a)? (b—a)" (b—a)"t!

(n+1)
1! 2l nl CFSAN

f(b) = fla)+ fla)+ f(a)+ -+ FOa)+

Démonstration. — On applique le théoréme de Rolle a la fonction ¢ : [a,b] — R
définie par :

o) = )~ f(a) ~ 3 LI o) -

k=1

(b — z)"t!

(n+1)! A

ou A est le réel choisi de tel sorte que g(a) =0, c’est a dire :

b—a)*t! " (b—a)k X
Cra= 10 @ - - P i,

k=1

2. Brook Taylor, 1685-1731, mathématicien anglais.
3. William Henry Young, 1863-1942, mathématicien britannique.
4. Joseph-Louis Lagrange, 1736-1813, mathématicien et physicien frangais.
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Nous avons g(a) = g(b) = 0 et, par le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b] tel que
g'(c) =0. Or,

/ _ / - (b — x)kil (k) (b _ x)k (k+1) (b _ x)n
9@ = ) =3 (e + e ) - O
(b — x)n n
= (A= @),
En conséquence, la condition ¢'(c) = 0 avec ¢ €la,b[ équivaut a A = f+(e).
L’égalité g(a) = 0 devient :
_ (b— a) (k) (b—a)™* (n+1)
f(b) = f(a) kZ @+ T e
Ceci fournit le résultat annoncé. O

Exemple 15.51. — Montrons que la fonction e” est DSE en 0 sur R, de série
entiére associée Z@O %T,L (cf. proposition . On sait que la série est de rayon de

convergence +oo. Montrons a présent que pour tout x € R, e* = ZZO 0T C’est

clairement vrai pour x = 0. Soit donc x # 0 et appliquons la formule de Taylor-
Lagrange (théoréme [15.50) a la fonction f(z) = e* sur Iintervalle [0, z] (ou [z, 0] si
z < 0) : il existe ¢ €]0, x] tel que

SCTH_ n+1

E:mf (n+1)! 1o E:k' ____&
|‘T|n+1 c

n ij
= Dheo | = DI S (nr)
" CVS vers la fonction ¢* sur R.

n+1 .
o emax{0.c} 5 (). Ceci montre que
n—oo

On en déduit :
la série )

n=0 n'

Ezemple 15.52. — Soit f(z) = cos(x). On cherche a savoir si f est DSE en 0.
Remarquons que f est C* au voisinage de 0 (et méme sur R), ce qui est une condition
nécessaire (mais pas suffisante) pour étre DSE en 0. Par ailleurs on sait que pour
tout n € N, on ale DL,(0) :

Osik=2p+1,peN
cos(x) = Z&kxk + xgo(x") avec ay = ((;1))'73
p)!

sik=2p, peN

(=1)" 4,
2p) =

’I“k

Recherchons le rayon de convergence de cette série. Pour tout r > 0, |az|r* < 7 et
k

il est le terme général d'une série positive convergente. Par suite, la série ), apz”

CVN sur D(0,7) pour tout r > 0. Le rayon de convergence de cette série entiére est
donc R = +o0.

Montrons & présent que pour tout z € R, cos(z) = > = ara®. Clest clairement le
cas pour x = 0. Soit x € R*. Par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout n € N,
il existe ¢ €]0, z[ tel que :

Par suite, si f est DSE en 0, alors sa série associée est 1 )5, g arz" =3 g

:L,nJrl (nt1)
cos(x Z F cos® (n ) cos (c)



Par suite [cos(z) — > ;_, 9,”{—1,6 cos™(0)| <
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|x‘n+1
(n+1)!

|m|n+1

|COS(n+1)<C)| < (A1)

—>0

Pour conclure : la fonction cos(z) est DSE en 0 sur R et pour tout x 6 R, cos(z) =

00 (_1)p
S P,
° (2p)!
15.7.4. Tableau de DSE classiques. — Le tableau suivant de DSE classiques
est & savoir par coeur, ou & savoir retrouver.

Proposition 15.53 (DSE en 0 usuels). — Ci-dessous, R désigne le rayon de
convergence de la série entiere.

L =14a+a?+ o+ =302 0k v el - 1,1, R=1.
2. t==1—a4a? 44 (=1)"a" + - =32 (—1)Fak, v €] - 1,1, R=1.
3. In(l1—z) = ;,;_%_%_..._ﬂjL...:ZZOl—_ﬂ‘ e]-1,1[, R=1.
"172 273 n z" T
Joln(l4a)=a—T 42— (=) = S (LS ] -1
R=1.
5. Arctan(z) = x — ’”—; +- 4 (—1)"”;1”: 4= Z;il(—l)k‘gf:, rel—1,1] et
R=1.
6. (1+2) =1+ &z + 252 4 ... g sloslamntllgn 4o g g — 1,1 et
R=1sia e R\N; xERetR +oo si a € N.
7.e8 =14+ 42 4. gy =Y 2 R, R=+too.
22 z2n 0o g2k
h(z) =1 +?+"'+W+"':Zk—ow:$eR R = +o0.
2n+1 2k+1
9. sh(zx) ==z +3,+ + Gy T —Zk0(2k+1),,xeRR +00.
10. cos(z) = 1— L 421 4. (—1)"2 (2n —Zk o(=1F 3 ),,zGRR +00.
. .1’3 $5 n $2n+1 x2k+1
11. sm(x} =T — 3T + B + -+ (_1) (2n+1 - Zk ()( )k 2k+1)|7 YIRS R
R = +o0
Démonstmtion — L ==Y 2" sur | — 1,1 : cf. exemple [15.37]
2. 17 = Yopo(=1)Fa¥ sur | — 1,1[ : se déduit du résultat précédent par substi-

tution r — —=x.

CIn(l—2) =2, _Txk sur | —1, 1] : se déduit de 1. par primitivation (cf. exemple

15.40)).

CIn(14x2) = Y00 (—1)FH! ’”k sur | — 1, 1] : se déduit du résultat précédent par

substitution x — —=x.

1
. Arctan(z) = Zzozl(—l)’“”mrl sur | —1,1[ : on sait que Arctan’(z) = sur

2k+1 1+ xr2

R. Par substitution x — z? dans 2., on sait que 1+1x2 Soreo(=1)*z%* pour
x €] —1,1[. On conclut par primitivation, sachant que Arctan(0) = 0.

. Nous y reviendrons dans la section suivante.

T.et =310, ‘Z—}f sur R : cf. proposition m

10.
11.

hz) = > 00 07 k! sur R : se déduit du résultat précédent et du fait que
h(z) = <=,

h(z) = Zk 0 2:13, sur R : se déduit de 7. et du fait que sh(z) = <
cos(x) = Y o o(— ) 2k)' sur R. Cf. exemple [15.52]

(@]

sin(z) = Y o o(—1 )k(gzlf:), sur R. appliquer la formule de Taylor-Lagrange
(raisonnement analogue a I'exemple [15.52)).
[
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15.7.5. DSE et équations différentielles. —

15.7.5.1. Un développement en série entiére. — Considérons la fonction suivante,
flz)=1+2)*, a€eR
définie sur R si @ € N et sur | — 1,400 sinon. Nous désirons montrer que cette

fonction est DSE(0) avec rayon de convergence R = 1.

Quand «a € N, ce fait est clair car f est un polynéme!

Examinons donc le cas ot o n’est pas un entier naturel. On sait que si f est
DSE(0), la série entiére correspondante est de la forme

ifﬂmmgn

n!
n=0

Calculons donc les dérivées sucessives. Par récurrence, il vient
f@)=ala—1)... (a —n+1)(1+2)*™,
et donc
f0)=ala—1)...(a —=n+1).

Il s’agit donc d’examiner la série entiére suivante

Rafa—1)...(a—n+1)
;\ - =

=an
Les a,, ne sont pas nuls car a n’est pas entier. On peut calculer

Apt1  Q—M

Y

an, n+1
de sorte que
An+1| |a - n| 1
Ay, n+1 notoo

La regle de d’Alembert entraine que R = 1.
Vérifions & présent que f est en effet DSE(0) et que, pour tout x €] — 1, 1], on a

+o0

f(x):Za(a_l)"'(a_n+1)x”,

n!

n=0
Nous pourrions essayer d’utiliser la formule de Taylor-Lagrange, mais elle ne per-
mettrait pas d’obtenir le DSE pour tous les x tels que |z| < 1. On va utiliser une
équation différentielle.
On observe que, sur | — 1, 1],

fl@) =a(l+2)*",

et donc
(1+2)f(2) = af(x).
On peut considérer la fonction suivante, définie sur | — 1, 1],
400
ala—1)...(a—n+1) .
S(z) = Z oy .
n=0
On sait que S est dérivable et que
+oo
b ala—=1)...(a—n+1) ,
z) = Z (n—1)! o

n=1
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ou encore

S’(:L‘):Za(a_l)”'(a_n)x”.

n!

Il s’ensuit que

- - ax—n +Oooza— .. la—n
(1+x)S’(x):Za(a 1)...( )anrZ( 1)...( )anrl

n! — n!

Ralw—1)...(a=n) , =ala—1)...(a—n+1) ,
:; ( ! ! +2 )(n—(l)' )
:a—l—Za(a—l) (a—n+1)(&;‘n (n_11)|>35"
B Rafa-1)...(a=n+1) fa—n .
a—i-; (1) ( - 1):(;

Ral@=1)...(a—n+1 n

—oz—l—ozzl ( ) n'( )
_ Z%a(a_l)“ﬁ!(a_nle)x”:aS(x)

Les fonctions f et S vérifient la méme équation différentielle linéaire d’ordre 1 :
(I+2)y —ay=0.
Sur lintervalle | — 1, 1], elle s’écrit aussi

/

y_l—l—a:

Nous savons, par le cours sur les équations différentielles, que les solutions sont de
la forme

y=20.

y(e) = A1+ )%,
pour A réel. Autrement dit,
S(z) = A1+ )~
pour un certain A. Pour x =0, on a 1 = S(0) = A. Ainsi,
flz) = S(x).
15.7.5.2. Recherche de solution d’une équation différentielle avec un DSE. —

15.7.5.2.1. Premier exemple. — Considérons 1’équation différentielle suivante :
22 —2af +2f=0.

Nous savons qu’en général on ne sait pas expliciter une solution d’une telle équation
linéaire d’ordre 2 & coefficients non constants. Ici, nous pourrions ruser en utilisant
un changement de variable, mais... évitons les astuces! Recherchons une solution
développable en série entieére au voisinage de 0.

On cherche f sous la forme d’une série entiére (de rayon de convergence R > 0) :

+oo
flz) = Z anpx" .
n=0
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Un calcul donne que

+oo
rf'(z) = Z na,x"
n=0
et
“+o0o
2 f"(z) = Zn(n — 1aya™
n=0
Si on veut que f résolve I’équation, on doit avoir :
+oo
Z(n(n —1)—2n+2)a,a" =0,
n=0
ou encore
+oo
Z(nz —3n+2)a,z" =0.
n=0

Or, nous savons que la somme d’une série entiére est nulle si et seulement si tous
ses coefficients sont nuls, et donc on doit avoir

Vn>0, (n*—3n+2)a,=0,
ou encore
Vn>=0, (n—1)(n—2)a,=0.
Lorsque n # 1,2, on a donc a, = 0. Notre mystérieuse série entiére est donc néces-
sairement de la forme
a1x + a2$2 ,

avec a; et as quelconques. Les seules fonctions DSE en 0 qui satisfont ’équation diffé-
rentielle sont de cette forme. On vérifie de fagon directe que ces solutions conviennent
en effet.

Cet exemple laisse songeur car on aurait pu deviner ces solutions de ’équation
différentielle et les a,, étaient faciles & trouver! On va donner un autre exemple un
peu moins trivial.

15.7.5.2.2. Deuzieme exemple. — On considére I’équation différentielle

2y —y=0.

Peut-on trouver une solution DSE(0) ? On cherche y sous la forme

400
= E anx"
n=0

Vouloir que y satisfasse ’équation différentielle impose que

+oo +oo

n—1 n __
E azn(n —1)z"" — E apx” =0
n=1 n=0

Cela se reformule ainsi
E anin(n+ 1)z E anx" ,

“+oo

Z (apsin(n+1) —a,)z" =0.

n=0

et

Il vient donc
Vn>0, nn+1)a,—a,=0.
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Pour n = 0, cela fournit que ay = 0, comme on pouvait s’y attendre! Pour n > 1,
1
n(n+1) in
Il s’agit d’une suite récurrente, dont le premier terme est a;. Par récurrence, on
trouve

Apy1 =

B 1 1 1 o
et = (n—l—l)nn(n—l)'”2-1a1_un+1’
ol, pour n = 2,
n—1
=(1x2)x(2x3)...x((n—=1)xn)=][kk+1).
k=1

Simplifions u,. On a
U, = (n— 1)Inl.
De la, on tire que, pour tout n > 2,
1

n((n—1)NH2"

La solution trouvée s’écrit sous la forme

y(r) =1<x+z ] x”)

Il est facile de vérifier que le rayon de convergence de cette série entiére est infini
puisque

Ap = A

. Ap+1
lim =0.
n—+oo an
15.7.6. En guise de conclusion. — Pour conclure ce cours, nous reprenons ici

une définition exprimée en remarque [15.7] :

Définition 15.5 (Exponentlelle complexe) — On définit I’exponentielle
complexe par : Vz € C, e* = > 7

nOn'

Puisque la fonction exponentielle réelle est DSE en 0 sur R, de série associée
EZ;O ';—T, on sait que 'exponentielle complexe prolonge ’exponentielle réelle sur C.
Ce faisant, les propriétés de ’exponentielle réelle sont également prolongées comme
le montre la proposition suivante :

Proposition 15.55. — L’exponentielle complexe vérifie les propriétés suivantes :
1. pour tout z € C, de* = e* (ou O est la dérivée formelle);
2. pour tout 21,29 € C, e*11%2 = 122,

Démonstration. — 1. pour tout 2 € C, de* = .00 nZ— = 3% 2L =2,
2. pour tout zy, 22 €C, ent®2 = (Z;’o 0 2—?) (ZZO 0 ) Observons que les séries

entieres Zn>0 o A on et Zn>0 = 2 2™ ont un rayon de convergence égal & +oo (appli-
quer la régle de d’Alembert par exemple) Par la proposition m 15.31}, la série pro-

-p
duit de Cauchy -, (Z G > 2" a +00 comme rayon de convergence et

p=0 p! (n—p)!
pour tout z € C, <ZZ°:0 Tz ) (ZZOZO Zﬂ—%z") =>>, (ZZ:O %%) 2". Par
ailleurs, par la formule du binéme : 77 ;{: (':L; pp)_ = (21;!22)". En faisant z = 1
dans 'égalité précédente, il vient : <Z;’°:0 ;—?) (fo:o %) = >0 (21;’;‘2)n.

D’ou le résultat.
O]
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Autre propriété que vous connaissez mais que nous pouvons désormais démontrer :

Proposition 15.56 (Formule d’Euler). — Pour tout (x,y) € R?* "% =
e”(cos(y) + isin(y)).
Démonstration. — Pour tout (z,y) € R? e*T% = %™ par la proposition précé-
dente. Par ailleurs :

0 y2n > y2n+1 o0 2n+1
Ccos + 7 si = —1)" + 1 1V = N

(y) +isin(y) Z;( ) 2 Zg;(?)@n+n! %; 2n+1
DI E
n=0 n
O

Remarque 15.57. — La fonction exponentielle complexe z € C — > 7 % et

plus généralement les fonctions complexes du type z € D(0,R) — > a,z" avec
> ns0 @n2" € C{z} une série entiere de rayon R > 0, sont appelées des fonctions
analytiques complexes en 0, ou également fonctions holomorphes en 0. Ce
type de fonctions bénéficient de propriétés extrémement riches et intéressantes mais
dont I'etude reléve d’un cours de master.

15.8. Exercices

Exercice 282
Soit f la fonction définie sur R\ {1,2} par :
1
M= D —y

1. Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction f et préciser le
domaine de convergence.

2. Déterminer le développement en série entiére en —1 de la fonction f et préciser
le domaine de convergence.

On rappelle que pour tout z €] — 1,1[, = = > 2™

Exercice 283

e
1. Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction f(z) = 7
-
définie sur R\ {1}, et préciser le domaine de convergence.
2
e.’E
2. Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction g(x) = 7
-

définie sur R\ {1}, et préciser le domaine de convergence.

On rappelle que pour tout z € R, e* = S°° 27

n=0 n!

15.8.1. Dérivation et primitivation. —
Exercice 284

1
Soit f la fonction définie sur | — 1, 1] par f(z) =

1— a2
1. Déterminer le développement en série entiére en 0 de f et préciser le domaine de
convergence.
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2. Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction dérivée [’ et
préciser le domaine de convergence. Que valent f19(0) et fA(0)? (&) est la
dérivée k-iéme de f).

1 . L.
3. Exprimer [? f(z)dz comme somme d’une série numérique convergente.

1 1
= 11n(3).

4. Montrer que Zzozo .- + 19241 2

Exercice 285
Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) et g(x) = In(1 +
r + 2?).

1. Calculer la décomposition en éléments simples sur C de f.

B 1+ 2+ 22

2. Montrer que f est développable en série entiére en 0 sur | — 1, 1] et calculer ce
développement. Justifier que f ne peut pas avoir de DSE(0) sur R.

3. Montrer que la dérivée ¢’ de g est développable en série entiére en 0 et calculer
ce développement. On précisera le domaine de convergence.

4. Montrer que g est développable en série entiére en 0 et calculer ce développement.
On précisera le domaine de convergence.

Exercice 286
Soit 0 €]0, F[. Soit
in(6
f:x €] —o0,cos(f)|— arctan (%) eR.
1. Donner l'intervalle I maximal contenant 0 sur lequel f est dérivable.

2. Montrer que, sur I, la dérivée f’ s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions
1 1

— et —.
1—ze? 1 —ze®
3. En déduire le développement en série entiére de f en 0 ainsi que son domaine de
convergence.

(a valeurs dans C) :

15.8.2. Formule de Taylor et développement en série entiére. —
Exercice 287

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = ¢"(®). On veut montrer que cette
fonction est développable en série entiére en 0.

1. Montrer que pour tout x € R et tout n € N,

n

FO(z) = Z <Z> cos? () f*P)(z)

p=0
oit f™ (resp. cos™) désigne la dérivée n-iéme de f (resp. de cos).
2. Montrer que, pour tout z € R, on a |f(z)| < e, [fV(2)] < e et |[fP(2)] < 2e,
puis que |f™(z)| < (n!)e pour tout entier n € N.

™) (0
3. Pour n € N on pose a,, = / |( ) Montrer que, pour tout z € R, et tout n € N,
n!

-

k=0

< e‘x|n+1 )
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4. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére ) ., a,z" vérifie :
R>1.

5. Déduire des questions précédentes que la fonction f est développable en série
enti¢re en 0 sur U'intervalle | — 1, 1][.

15.8.3. DSE classiques. —
Exercice 288

Déterminer le développement en série entiére en 0 des fonctions de R dans R
suivantes. On précisera le domaine de convergence.

1. z — xexp(—2x).

1
2.xr—>ln( +x>‘
1—=x

3. x — exp <x COSh(Oz)) cosh (x sinh(a)> pour o > 0 un réel fixé.

N sm( ) dt.
5. @ [ exp( —tQ)dt.

Exercice 289

In(z ) (="

L’objectif de 'exercice est de montrer I’égalité : fo 1+ = o (2n 12

In(x)

1. Justifier que l'intégrale généralisée fo 5 do converge.

1+
t
2. Montrer que fol 1_£ )2 dr = — 01 arctan(z) dr.
€ x

3. Montrer que la fonction arctan est DSE(0) sur | — 1, 1] et calculer ce DSE.

4. Conclure.



CHAPITRE 16

SERIES DE FOURIER

16.1. Introduction heuristique et historique

Avant d’expliquer ce que sont les séries de Fourier et de décrire leurs propriétés,
nous nous proposons d’analyser un exemple issu de la physique : la propagation de
la chaleur dans une tige (de longueur 1) isolée a ses extrémités. Elle est gouvernée
par

(i) 'équation de la chaleur :
OV (x,t) = 2W(x,t), V(z,t) € [0,1]x]0,+oo],

(ii) la condition initiale donnée par ¥(z,0) = f(z), pour tout z € [0, 1], ou
f e ([0,1],R),

(iii) et la condition aux limites V(0,¢) = W(1,¢) = 0 pour tout ¢t > 0.

Ce phénomeéne a intéressé Joseph Fourier (1768-1830) dans sa Théorie analytique
de la chaleur (1822) via les séries qui portent aujourd’hui son nom. On y lit
notamment :

« Ce mouvement peut toujours étre décomposé en plusieurs autres dont chacun
s’accomplit séparément comme s’il avait lieu seul. Cette superposition des effets
simples est un des éléments fondamentaux de la théorie de la chaleur. >>

Nous nous proposons d’examiner les questions suivantes, surtout heuristiquement,
par la méthode introduite par Fourier. Posons[®)]

&={Ve?RxR:R), Ve G (Rx]0,+c[,R)}

Existe-t-il une fonction vérifiant , , et qui soit la restriction d’une fonction
de &7 Cette solution est-elle unique ?

La réponse a la premiére question fera apparaitre assez naturellement la notion
de série de Fourier.

16.1.1. Existence. —

16.1.1.1. Solutions particuliéres de I’équation. — Recherchons des solutions de (i
sous la forme U(z,t) = a(x)y(t). On en déduit que
(16.1.1) V' ()a(x) = P(t)d" (z) .

1. voir le Chapitre IV (§239 et suivants)

2. Chapitre III, §203

3. Dans cette section, on pourra choisir la définition suivante. Pour £ € N* on dit qu’une
fonction ¢ est de classe €% sur un produit d’intervalles ouverts U lorsqu’elle posséde des dérivées
partielles en tout point (zg,%g) de U, jusqu’a l'ordre k, notées 9™ ¢ (xo,to) (avec m + £ < k), et
qu’elles définissent toutes des fonctions continues en les deux variables.
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Soit ¢ € R. Si ¢ et a vérifient ¢'(t) = ci)(t) et o' (x) = ca(z), ils vérifient (16.1.1)).

Considérons le cas ¢ < 0 et écrivons ¢ = —w?. On peut donc choisir

() =

et
a(x) = Acos(wz) + Bsin(wzr) .

Cherchons aussi des solutions qui satisfont a (fif). On a donc A = 0 et sin(w) = 0.
On doit donc avoir w = k7w avec k € Z. Noter que, dans le cas ¢ > 0, on trouve que
a est nulle.

. 2.2 . . . 0

Pour tout k € N*, f;. : (z,t) — sin(knz)e "™t appartient a & et satisfait (i) et

. Il en est de méme de toute combinaison linéaire finie des fj.

16.1.1.2. Une solution plus générale. — Plus généralement, considérons une suite
(bg)ken- telle que S |bg| < 4o00. Considérons la série définie, pour tout (r,t) €
R x [0, +o0], par

+oo
k=1

Cette série de fonctions est normalement convergente (et donc uniformément). Les
fr sont continues sur R x [0, +00[ et par conséquent S définit une fonction continue
sur R x [0, 400|. La fonction S vérifie ; elle est impaire et 2-périodique.

Montrons que S € €*°(Rx]0, +oc[). Soit @ > 0. Examinons la série des dérivées
al'ordre n € N en x et m en t, c’est-a-dire

> " bi(km) (k7)™ sin(kra)e F
k>1
Cette série est normalement convergente sur R x [a, +00[ puisque
Z ‘bk‘knJereszﬂza < +00.
k>1
Il s’ensuit que S admet des dérivées partielles a tout ordre et en toutes les va-
riables. Toutes ces dérivées sont continues sur Rx]a,+oo[. Il sensuit que S €
%> (Rx]a,4o00]) pour tout a > 0 et ainsi S € € (Rx]0, +o00[). Pour tout (z,t) €
Rx]0, +o00[, on a
0,S(x,t) = Z — k272, sin(krz)e
k>1
et
02S(w,t) = Z — k27, sin(krx)e T
k>1
de sorte que S vérifie .

16.1.1.3. Condition initiale. — Reste a savoir 8’il existe une suite (b )r>1 € £1(N*)
telle que S satisfasse , c’est-a-dire telle que, pour tout = € [0, 1],

400
f(z) = S(x,0) = Z b sin(kmz) .
k=1

Il est naturel d’introduire la fonction f , prolongement par imparité et 2-périodicité
de f. C’est une fonction appartenant a €*(R). Peut-on donc trouver (bg)g>1 € £*(N*)
telle que, pour tout z € R,

(16.1.2) flz) =" bysin(krz)?
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Remarque 16.1. — Ce probléme est celui de la décomposition en série de
Fourier et ce cours va y apporter des réponses générales. Considérant une fonc-
tion T-périodique g, & valeurs réelles, peut-on trouver deux suites de coefficients

(ar(9))ken et (bk(g))ren+ telles que
5= qool) + X arlayeos (27 ) + Sntasin (47 ) 2

k>1 k>1

Si la fonction g est a valeurs complexes, il s’agit de trouver une suite (cx(g))rez telle

que
2ikm-
9= Z c(gle ™.

kEZ

Le but du cours est de savoir si de tels coefficients existent et en quel(s) sens les
séries convergent.

Nous démontrerons plus tard que, pour une fonction périodique, impaire et de
classe €', une telle suite (b)r>1 € £*(N*) existe. Dans ce cas, il est aisé¢ de trouver
I’expression de by. Considérons, pour m € N*,

/0 : f(@) sin(mmz)dz .

Par convergence normale et donc uniforme de la série, nous pouvons permuter la
série et 'intégrale, si bien que

2 +00 2
/ f(z) sin(mrz)dz = Zbk’/ sin(kmx) sin(mrz)dz .
0 ' Jo
On rappelle que
sin(kmx) sin(mmz) = 5 (cos(kmx — mmz) — cos(kmx + mrx)) .
On vérifie alors que, pour k # m,
2
/ sin(krz) sin(mrz)dr = 0
0

et
2
/ sin?(krz)dr = 1.
0

On en tire, pour tout k € N*,
2 ~
b = / f(z)sin(krx)dz .
0

Pour tout (z,t) € R x R, on pose donc :

+o0 2

U(z,t) = Z (/ fly) sin(k‘ﬂy)dy) sin(kmz)e F
k=1 /0

La fonction W satisfait a (i), (i), et appartient a &.
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16.1.2. Unicité. — Supposons que ¥, et Wy soient solutions du probléme et in-
troduisons, pour tout ¢ > 0,

5(15):/0 Uy (2, ) — Wy (z,£)|2da .

Par le théoréme relatif aux intégrales de fonctions continues & parameétres, on sait
que § est continue sur [0, +oo[. En fait, elle est méme de classe € sur ]0, +o00] et,
pour tout ¢ > 0,

5(t) = 2/01(\1f1 W) (O — U de = 2/01(\1!1 W) (W — Uy)da.
Pour tout ¢ > 0, on peut intégrer par parties et on trouve :
8 (t) = —2 /2 10,(U; — Wy)|2dx < 0.
0
La fonction § est donc décroissante sur [0, +oc[. De plus, §(0) = 0 et donc 6(t) =0

pour tout t > 0. Il s’ensuit que, pour tout ¢ > 0 et tout = € [0, 1],
\Pl(Iat) - \112($7t> .

16.2. Propriétés hilbertiennes

Soit T > 0. Introduisons
H =CMr,

I’ensemble des fonctions T — priodiques et continues par morceaux.
On pose, pour tout (f,g) € 72,

T
(f.9) = %/0 fgdz.

Cette quantité est bien définie puisque

1
19l <5 (IFF +19F)
et que le membre de droite est une fonction intégrable.

Proposition 16.2. — (-,-) définit un produit scalaire sur *. La norme associée
est notée || - ||.

Proposition 16.3 (Théoréme de Pythagore). — Pour tout (f,g) € H* tels
que (f,9) =0, on a :
1F + gl* = ILF1% + Nlgll*

Définition 16.4. — Pour tout n € Z, on pose, pour tout = € R,
Lemme 16.5. — La famille (e,,)nez est orthonormée.

Exercice 290
2mn- 2mn-.

Montrer que les familles (cos (T))neN et (sin (T))neN* sont des familles or-

thogonales et qu’elles sont orthogonales 'une a 'autre. On calculera la norme de
chaque élément de ces familles.
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16.2.1. Coefficients et sommes partielles de Fourier. —

Définition 16.6 (Coefficients de Fourier). — Pour tout f € J et n € Z, on
pose :

enlf) = (fren) = /f

et

i) =2 [ reos (22 ) ar, bdﬂ=:%1ff@ﬁm(%¥w)¢n

On observe les relations :

cn(f) +enlf) = anlf), conlf) —culf) = ibu(f),

ou encore :
1

alf) = 5 (@) = iba(1))

Remarque 16.7. — Noter que, par périodicité, I'intervalle d’intégration peut étre
remplacé par n'importe quel intervalle d’amplitude 7T'.
Lemme 16.8. — On a les propriétés suivantes.

- Lorsque f est paire, on a, pour tout n € 7, c,(f) = c_n(f). Cela équivaut a
b.(f) = 0.
- Lorsque f est impaire, on a, pour tout n € Z, c¢,(f) = —c_,(f). Cela équivaut a

an(f)=0.

Exemple 16.9. — On prend T = 27. On consideére la fonction f, 27w-périodique,
impaire, telle que f(z) =1 pour tout x €]0, 7| et f(m) = 0.
On a ¢y(f) = 0 et, pour tout n € Z*,

ealf) = — (=] ™0 4 [T = i(mn) (=1 + (=1)").

Les coefﬁments d’ordre pair sont nuls. On calculera les a,(f) et les b,(f).

1 ' m
—intqt =
o f( Je 27

Ezxzemple 16.10. — Soit a € R\ Z. On considére la fonction 27-périodique f,
définie par : f,(x) = cos(az) pour tout x € [—m, 7[. On observe que f, est paire,
continue et ¢! par morceaux. Calculons ses coefficients de Fourier. Les b,, sont nuls
et pour tout n € N, on a :

a, = 27r_1/ cos(at) cos(nt)dt .
0
On peut écrire

2/ cos(at) cos(nt)dt = 2Re / cos(at)e™dt
0

™

[e=]

zat mtdt + Re /TF e—iateintdt
0 0

z (atn)m __ 1 i(—atn)m _ 1
=Re | ——— ) +Re e'—
ila+n) i(—a+n)

sin(a + n)m N sin(—a + n)m

a—+n —a+n

., sin(am)
= 2Q(_1> 2 2

a®—n
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de sorte que
L, sin(am)

an =2 ta(—1)"—

a2 —n?2’
Définition 16.11 (Sommes partielles de Fourier). — Soit N € N. On pose

N

Sn(f)@) = ealfenl).

n=—N

Cela s’écrit aussi
g ~ao(f) al 2mnx b . ([ 2mnx
M =2 (an(Prcos (Z) + nu(pysin (7))

On pose

Eyn = vect(e,, —N <n<N).
Lemme 16.12. — Pour tout f € € et pour tout N € N, on a :
f—5Sn(f) € Ey.

16.2.2. Inégalité de Bessel et égalité de Parseval. — Le théoréme de Pytha-
gore permet d’en déduire la proposition suivante.

Proposition 16.13 (Inégalité de Bessel). — Pour tout f € J et pour tout
NeN, ona:

N
LF1P = ISx(OIP +1LF = Sn(HIF = D leal )P + 1 = S (I
n=—N
En particulier, on a :

N
o leal AP <A,
n=—N

et

D leal AP < IFIP-

nez
Proposition 16.14. — La suite (Sy(f))nen converge. Sa somme est notée
> ez Cn(f)en-

Nous démontrerons plus tard le théoréme suivant.

Théoréme 16.15. — La famille (ey,)nez est orthonormée et

H C vect(en,n € Z).

Exercice 291

Démontrer I’équivalence mentionnée dans le théoréme.

Corollaire 16.16 (Egalité de Parseval). — Pour tout f € J, on a

N

T _ 2 _ 2

D clfens= lim 3 ealfen=F. D leal N =IFI.
nez n=—N neZ

En particulier, Uapplication 7 > [+ (co(f))nez € 2(Z) est une isométrie (bijec-

tive).
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Démonstration. — Commengons par observer que, par le théoréeme|[16.15] pour tout
e>0et f e, il existe P € vect(e,,n € Z) tel que

If = PP <.
Par définition, il existe Ny € N tel que, pour tout N > Ny,
P e leh C Eyn.
Par le lemme [I6.12] et le théoréme de Pythagore, on a, pour tout N > N,
If = PIP=1f = Sv(N)IF+ 1 Sx(f) = PI* = IIf = Sw(HI-
—_—— —— ——
EEIJ\‘] SN,

La conclusion s’ensuit.
La deuxiéme égalité est une conséquence de la premiére et de la proposition [16.13]

m
Remarque 16.17. — Lorsque f est a valeurs réelles, nous pouvons également
écrire . .
Zao(F)E+5 S (la(HE + bulHI) = 11
neN*

En effet, on a toujours
Y leal AP =l AP+ D el P+ D lealHI,
nez neN* neN*

et, comme f est a valeurs réelles,

len(F)] = le—a ()],
et

)P = 5 (an(HP + BalHP)

Exemple 16.18. — Reprenons 'exemple On a, au sens de la norme de 7,
FO) =ir > T =1+ (=1)")e™
nez*

De plus, I'égalité de Parseval fournit

IFIP =72 0% =1+ (=1)"P.

nez*
On a:
1?2 =1,
de sorte que
2
k1) =—.
kEZ 4
Comme
SET=> "2k 7+ (2k+1)72,
kez* kez* keZ
il s’ensuit
kez* 3
et donc

_ 7
Zk ZIE.

keN*
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16.2.3. Régularité et décroissance des coefficients de Fourier. — Grace a
I'inégalité de Bessel, on peut voir que, pour tout f € 72,
lim ¢,(f)=0.
[n|]—+o0

Par intégration par parties successives, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 16.19. — Soit k € N*. Soit f une fonction de classe €* et T-
périodique. Alors, pour tout j € {1,...,k} et tout n € Z*,

(=1

En particulier,
ca(f) = o(|n|™").
Nous disposons d’une réciproque partielle.

Proposition 16.20. — Soit € > 0 et k € N. Soit f € 7 telle que

cu(f) = O(In|"179).
Alors f est de classe €.

Démonstration. — L’hypothése implique, par comparaison a une série de Riemann,
que

D el )] < +oo.

On en déduit, par convergence normale, que (Sy(f))nen converge uniformément
vers une fonction continue S. Or, en vertu du corollaire [16.16} (Sn(f))nen converge
vers f pour || -||. De plus, on a :

1 T
ISx(£) = SIP = 7 [ 1Sw()1e) = S)Pdt < 1Sw(r) - S|
0
si bien que

Jim [[Sv(f) — 8] =0.

On en tire S = f. En particulier, f est continue.
Pour tout j € {1,...,k} et pour tout N € Net x € R, on a

Sn ()9 (z) = iv: (2Z;W)jcn(f)ez"%”,

n=—N

Par hypothése, on déduit que cette derniére série est normalement convergente

puisque :
2inm\’ 2inna 2inm\’
‘ ( T ) C”(f)e T ( T ) Cn(f)

On en déduit que la suite (Sy(f)?)) yen est uniformément convergente. On en déduit
que f est de classe €% et que, pour tout x € R et j € {0,...,k},

1) =3 (5] el

nez

= O(nl ).

]

Proposition 16.21. — Soit f de classe €' et T-périodique. Alors (c,(f))nez €
(Y(Z) et la série de Fourier de f converge normalement vers f.
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Démonstration. — On a, pour tout n € Z*,

e(f) = ——ealf).

m

si bien que
1
2lea(] < =5 + lenl )P

Par convergence d’une série de Riemann et 1'inégalité de Bessel, on en déduit im-
médiatement (c,(f))nez € ¢1(Z). On proceéde ensuite comme dans la preuve de la

proposition [16.20} O]
Remarque 16.22. — On peut remplacer € par « continue et €' par morceaux ».

Exemple 16.23. — On peut appliquer cette proposition pour répondre positive-
ment a la question (|16.1.2]).

Ezxemple 16.24. — Reprenons I'exemple(16.10. On rappelle que dans ce cas b, =0
et
. L, sin(am)
Ay = 2 a(—l) m .

On retrouve bien que (¢,)nez € €*(Z). On a, pour tout x € [—m, 7,

sm(om ,, Sin om)
Y (-

———— cos(nx).
am -n

cos(ax) =
neN*

En prenant x = 7, on a, pour tout @ € R\ Z,

2c
meot(am) = a4 Z pepE

neN*
Il s’ensuit que, pour tout u € R\ (7Z),
cotu — 1 = 2—u .
o e u? — n2n?

Par prolongement par continuité en 0, on peut écrire, pour tout u €] — , 7|,
1 2u
cotu=T= 2 e
neN*

La série étant normalement convergente sur tout intervalle compact contenu dans
| = m,7[, on en tire

sin x r 1 x?
ln< . ):/0 <cotu—a)du:21n<1—n2ﬂ2).

neN*

En passant a I’exponentielle, on en déduit le développement en produit eulérien du

sinus :
+o0 72
Ve €| —m m, smx:xH(l—nQﬂz) :

16.3. Théoréme de Dirichlet

16.3.1. Enoncé et preuve. —
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16.3.1.1. Enoncé. —

Théoréme 16.25 (Dirichlet). — Soit f une fonction continue par morceauz et
T-périodique. Soit x € R. On pose

Fa®) = iy 1(0),

et on suppose qu’il existe n > 0 tel que

T f(xE) = flw £t
[ty
0 t
Alors .
. _ f@h)+ fa7)
Remarque 16.26. — 11 se peut que la série de Fourier de f ne converge pas

simplement vers f.

16.3.1.2. Préliminaires. — Soit N € N et T' > 0. On pose

N
2ink
DN,T(£> = Z 6% .

k=—N

On peut observer que

1 T
(16.3.1) —/_MW@&:L
T 0

Lemme 16.27. — On a, pour tout x € R,
1 [ I
Sv()@) =7 | FODsale— 0t =7 [ fle =Dyl
0 0
Lemme 16.28. — Soit N € N et T > 0. Alors, pour tout v € R\ (TZ),

sin [(V+ ) 2]

sin (“—1?)

DN,T(x) =

Démonstration. — Soit a« € R\ (277Z). On a

N N 1 eiNa
ika ika it
=14 2R =14+2R —_— .
Z € + ¢ (Z € ) + € <€ 1 — e )

k=—N k=1
Il vient
£ et (o)
_ sin(Na/2)
_1—|—2003(a(N+1)/2))W |
= Lt 2(eos(a/2)cos(a/2) = sinfaN/2)sin(a/2) )
oy sinaN) cos(a/2) _ cos(aN) sin(a/2) + sin(aV) cos(a/2)
“eoslan) sin(av/2) sin(a/2)

_ sin(N + 1/2)«
sin(a/2)
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16.3.1.3. Preuve. — Nous pouvons maintenant prouver le théoréme. Soit x € R.
On examine
1 (T2
Sn(f)(z) = T f(x =)Dy r(t)dt
-T/2
1 0 T/2
=7 f(x —t)Dyr(t)dt + T flz —t)Dyp(t)dt
-T/2 0
1 (T2 1 (T2
= ? ; f(a: + t)DN’T(t)dt + ? ; f(ﬂ? — t)DN7T(t)dt .
Par parité de Dy et ((16.3.1]), on en tire
at)+ flz™) 1 (T2
sy~ LT L [0 - s Daa o
0
1 T/2
+3 [ Ule == s )Dxsltt.
0

Montrons que les deux intégrales du membre de droite tendent vers 0. Considérons
seulement la premiére, la seconde se traitant de fagon similaire. On écrit

T/2 n
/0 (f(z+1) — f(&*) Dyr(t)dt = / (f(z+1) — f(&*) Dyr(t)dt

T/2
+ [0 - Do
n
On a, par le lemme [16.28]

72 T2 f(x+1t) — f(at 1\ 27t
/ (f(x+1t)— f(2T)Dnr(t)dt = / f - ) Wtf( ) sin {(N + —) —} dt.
n U sin (%7) 2) T
Considérant la fonction continue par morceaux et a support compact (qui est donc
d’intégrale absolument convergente sur R) :

flx+1t) = f(z")

: it
Sin (T)

t—

gy
et le lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit que
T/2

lim (f(x+1t)— f(z*)Dyr(t)dt =0.

NStoo f,
Par le lemme [16.28]
[ i [ A (113
Considérant la fonction d’intégrale absolument convergente (par hypothése) :
flx+1t)— f(z™)

: it
Sin (T)

t— Lo, (t)
et le lemme de Riemann-Lebesgue, on en déduit que
"

lim [ (f(z+1t)— f(z)Dyr(t)dt = 0.

N—+oco 0

Cela achéve la preuve du théoréme de Dirichlet.

4. Noter que cette fonction n’est pas nécessairement continue par morceaux & cause du com-
portement en 0.
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16.3.2. Exemple. — Reprenons I’Exemple [16.9] On peut clairement appliquer le
théoréme de Dirichlet. Pour tout x €0, 7[, la série suivante est convergente et

> () (=14 (1)) = 1.
nezx*

Pour z = 0 ou x = 7, on a aussi convergence et
> i) (=14 (=1)")e™ = 0.
nez*

Si en x = 7, on choisit une autre valeur que 0 pour f, on voit que f n’est pas la
somme de sa série de Fourier en x = 7.

16.4. Théoréme de Fejér
16.4.1. Enoncé et preuve. —
16.4.1.1. Enoncé. —

Théoréeme 16.29 (Fejér). — Soit f continue et T-périodique. Soit M € N. Pour
tout x € R, on pose :

o)) = T 3 Sul)(@).

Alors, oy (f) converge uniformément vers f sur R.

16.4.1.2. Préliminaires. — Soit M € N et T' > 0. Pour tout x € R, on pose :

M

1
FM,T(x) = Vi n 1 WZ:ODHLT({E) .
Noter que
1 /7
(16.4.1) 1 / Far(t)di = 1.
T Jo

Grace au lemme [16.27] on déduit le lemme suivant.

Lemme 16.30. — On a :
1 T
(@) =7 [ fe= 0P,

Lemme 16.31. — Soit M € N et T > 0. Pour tout x € R\ (TZ), on a :

1 sin®((M + )7z /T)

F —
() M+1 sin?(rz/T)

Démonstration. — Soit a € R\ (27Z). On a montré au lemme [16.28 que :

- ke sin((m +1/2)a)
D e = sin(a/2)

k=—m
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On a

M

M sin((m +1/2)a) 1 m [ eior? pima
Z sin(a/2) N sin(oz/?)I < Z )

m=0

_ 1 - ei(M+1)a/2Sin((M+ 1)a/2)
sin(a/Q)I ( sin(a/2) >
_ sin?((M + 1)a/2)

sin®(av/2)

16.4.1.3. Preuve. — Soit € > 0. Pour tout € [-1/2,T/2] et M € N, on a :

1 (T2
ou(f)le) = f@) =3 [ (fe =) = Fa) P (o)t
—T/2
La fonction f est continue sur le compact [—T7,T7]; elle y est donc uniformément
continue par le théoréme de Heine. 11 existe n €]0,7/2] tel que, pour tout (y, z) €
[—T,T] tel que |y —z| <7, ona

[f(y) = f(2)] <

On en déduit que, pour tout x € [=T/2,T/2] et t € [-n,n], |f(x —t) — f(z)| < e.
On en tire, pour tout x € [-T/2,T/2],

1 |
/tKn(f(x —t) — f(x))FM,T(t)dt‘ < T/| 1f(z—t) — f(2)| Farr(t)dt <

tI<n

DO ™

Y

DO ™

T

ou on a utilisé la positivité de Fy;r donnée par le lemme [16.31| et (16.4.1]). Par
ailleurs, on a

1

T

1) — fle 2[|.f [l sin?((M + 1)xt/T)
/nsltST/Z(ﬂ 0= ))FM’T(t)dt‘ S T(M +1) /ngtlsTm sin?(mt/T) o

2[[ £l
(M A 1) sin®(mn/T)

Pour M assez grand, on a donc :

1
/n<|t|<T/2(f<x —t) = f@)) Par(t)dt

et ainsi, par l'inégalité triangulaire, pour M assez grand et pour tout z €

<
T

Y

DN ™

lom(f)(x) — fz)| <e.

16.4.2. Applications. —

16.4.2.1. Preuve du théoreme[16.15 — Soit f € S et € > 0. Par densité, il existe
g € 62(]0,T]) telle que
1~ gllrgoy < 5
JT gllrzqor) & 5
On étend g par T-périodicité. Cette extension est continue.
On observe que, pour tout M € N, o/(g) € vect(e,,n € Z). De plus,

1

lose) =gl = 7 [ low(a)(®) = g(0)Fdt < (o) =l

si bien que
Mhnl HOM(Q) 9” =0.
—

“+o00
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Pour M assez grand, on en déduit

)

DO ™

loar(g) — gl <
et donc, par l'inégalité triangulaire,

If —ou(g)l <e.

16.4.2.2. Un corollaire du théoréme de Fejér. — FEn utilisant le lemme de Cesaro
et le théoréme de Fejér, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 16.32. — Soit f une fonction continue et T-périodique. Soit v € R.
Si la série de Fourier (Sn(f)(x))nen converge, elle converge vers f(z).

16.5. Vers la transformation de Fourier

16.5.1. Des séries de Fourier a la transformée de Fourier. —

Proposition 16.33. — Soit f € €5°(R). On suppose que f est nulle hors de
[—A, A] et on considére T'> A. [ peut étre vue comme une fonction T-périodique.
Pour tout £ € R, on pose :

€)= 5 en Mo (51 ) -

2
nez

On a, uniformément en &,

iin_gr(6) = [ fl)e .

T—+o00
Démonstration. — Soit £ € R. Il existe un unique ne r € Z tel que Ly, 541 (%) =1
On a
_2i7rn£’Tx
gT(g) = Tcng,T(f) = f(t)e T dz.
[7A’A}
On en déduit que
—i:lj£ -~ 2i7rn§’Tz —img
gr(§) — fR)ede| <24 flloe sup fem T T — e
[—A4,4] ze[—A,A]
= 24| flloc sup e F (rera)e )
z€[—A,A]
<O(NHT.

]

Définition 16.34 (Transformation de Fourier). — Soit f € L'(R). Pour tout
¢ € R, on définit

fie) = [ faye s
R
Proposition 16.35. — Soit f € 65°(R). Alors, fe ¢>*(R) et, pour tout k € N
et L €N, & EFFO(E) est bornée. En particulier f € L'(R).

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme de dérivation sous le signe
f d’une part et d’intégrations par parties d’autre part. O
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16.5.2. Transformée de Fourier inverse. —

Proposition 16.36. — Soit f € €5°(R). Pour tout x € R, on a :

/ Flepe<as

Démonstration. — On suppose que f est nulle hors de [— A, A] et on considére T' >
A. f peut étre vue comme une fonction T-périodique. Par la proposition [16.21], pour
tout z € R, on a

1) = S eet = g ST [ e

neL

Pour tout n € Z, on pose &, = 2”7” On remarque que

1 ~

(16‘5‘1> f(l‘) = % Z(fnJrl,T - fn,T)ga:(fn,T) ; gx(g) = f(f)@zﬁx

nez
On écrit alors, pour tout N € N*,

5n+1T
S = Eur)o(Gor) = [ au()d6 = Z / (92 (Enr) — 9a(6))l

nez gn T

2iTtnx

- =(§)dS — »(€)dE +2 (F)e¥F
/§>§N+1,Tg (§> g £<£—N,Tg (g) 5 T Z ¢ (f)e

In|>N-+1

On en déduit, par la proposition [16.35 et comparaison a une intégrale de Riemann,
que, pour tout o > 1, il existe Cy(x) tel que

/€>§N+1,T gw(g)dg i /€<§—N,T gw(g)dg -2 Z C"<f)e2“r% < Ca(x)N_z—i_ Z |Cn<f>

[n|>N+1 [n|>N

De plus, on peut appliquer la proposition et une comparaison a une série de
Riemann pour trouver que

- T
Y lenlN < Carz
[n|>N
Puisque g, est lipschitzienne, on en déduit que
AR A
Z(an,T - gn,T)g:t(fn,T> - / <£>d£ ( >Na + C Na
nez R
N Ent1,T
30 JAEE
—N gn T

Ainsi, on a

Z(£n+1,T _gn,T)gx(gn,T) _/gm(g)dg <

ne’l R

~ T N

Ca(l’) (m + ﬁ) .

On choisit alors N = |T J% Il n’y a plus qu’a faire tendre T" vers +o0o en rappelant
(16.5.1). 0
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