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Résumé

Cette thése est consacrée a deux types de problémes. Le premier et prin-
cipal aspect de ce travail concerne I’analyse semi-classique de la plus petite
valeur propre A\ (B, A) de la réalisation de Neumann de 'opérateur de Schro-
dinger magnétique (:V+BA)? dans le cas ot le champ magnétique 3 = Vx A
n’est pas uniforme. Plus précisément, en dimension 2, nous établissons un dé-
veloppement asymptotique a deux termes de A\ (B, A) lorsque B tend vers
I'infini et démontrons simultanément des résultats de localisation pour les
premiéres fonctions propres correspondantes ; pour ce qui est du probléme en
dimension 3, nous étudions d’'une part des estimations uniformes pour une
famille de champs magnétiques d’intensité constante (en vue de I'application
a une famille spéciale apparaissant a ’occasion de la théorie des cristaux li-
quides) et d’autre part nous nous plagons dans des hypothéses génériques sur
le champ magnétique et prouvons une majoration qui laisse conjecturer 1’ex-
pression des deuxiéme et troisiéme termes du développement asymptotique.
Le deuxiéme aspect de cette thése est I’étude de la transition de phase en
théorie des cristaux liquides. Nous mettons en évidence une température cri-
tique pour la fonctionnelle de Landau-de Gennes qui permet de déterminer,
lorsque certains coefficients de la fonctionnelle appelés constantes d’élasti-
cité explosent, la phase dans laquelle se trouve le cristal liquide (nématique
ou smectique). Par ailleurs, nous sommes amenés a introduire une nouvelle
fonctionnelle (en imposant une condition de Dirichlet non homogéne) en vue
d’obtenir des informations plus quantitatives.

Mots clés : Opérateur de Schrodinger magnétique avec champ non uni-
forme, théorie spectrale, analyse semi-classique, estimations d’Agmon, fonc-
tionnelle de Landau-de Gennes, transition de phase des cristaux liquides






Die Mathematik ist von den friihesten Zeiten her, wo-
hin die Geschichte der menschlichen Vernunft reicht,
i dem bewundernswiirdigen Volke der Griechen den
sicheren Weg einer Wissenschaft gegangen.
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Chapitre 1

Introduction

Le présent travail se laisse décomposer en deux parties relativement in-
dépendantes quant aux méthodes qui sont utilisées et aux problémes qui y
sont abordés. Cependant, nous pouvons briévement expliquer le lien qui unit
les problématiques qui nous intéressent ici. Le probléme initial qui a attiré
notre attention est la transition de phase des cristaux liquides et I’étude de
la fonctionnelle qui permet son étude, appelée fonctionnelle de Landau-de
Gennes et qui constitue ’analogue de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau
introduite en théorie de la supraconductivité (cf. [FH09]). Cette transition
entre les phases nématique et smectique d’un cristal liquide, qui a déja fait
I'objet de travaux (cf. [BCLP02|), se produit autour d’une température cri-
tique que les articles [Pan03, Pan06, HPO8b, HP08a| ont introduite et étudiée.
Il se trouve que cette température est la plus petite valeur propre d’un opéra-
teur de Schrodinger avec champ magnétique (d’intensité B constante). I est
alors naturel de lui appliquer les méthodes semi-classiques (voir les travaux
[HMO1, HM02, HM04, FHO6a, FH09|) pour en connaitre un développement
asymptotique quand B — 400 et pour comprendre certains effets de locali-
sation des fonctions propres associées. Le probléme des cristaux liquides est
posé naturellement en dimension 3 et nous sommes donc amenés a analyser
un probléme de Schrodinger en dimension 3. Cela est assez délicat, d’autant
qu’une grande partie des résultats connus traitent le cas du champ uniforme
et que, dans le cas des cristaux liquides, le champ n’est pas uniforme (seul son
module l'est). Cela nous a alors amenés a nous interroger sur le probléme en
dimension 2 (puis 3) dans l'espoir de comprendre les nouveaux phénoménes
que la non-uniformité du champ pouvait introduire. L’ensemble de ces pro-
blémes a donné lieu aux quatre articles [Ray09d, Ray09c, Ray09a, Ray09b].
Nous allons commencer par préciser le cadre du probléme de Schrodinger en
dimension 2 (puis 3) et les problémes semi-classiques qui nous ont occupés
et ensuite nous aborderons les questions relatives aux cristaux liquides.
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16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Cadre de travail pour le probléme semi-
classique

Dans cette section, nous introduisons d’abord les objets qui vont attirer
notre attention. Ensuite, nous rappellerons les questions, les résultats connus
et nous énoncerons les résultats auxquels nous avons abouti en dimension 2
d’une part et en dimension 3 d’autre part.

Afin de poser le probléme qui nous intéresse, nous avons besoin de quelques
notations.

Soit d € {2,3}. Soit  un ouvert borné de R? a bord régulier et A € C>=(Q,R9);
on note A = (A;)1<;<a- A est appelé potentiel vecteur et nous considérons le
champ magnétique qu’il génére défini par :

B:VXA:alAQ—aQAlsidZQ,

,6 =VxA= (82A3 — 83142, 83141 — 81A3, 81142 — 82141) sid=3.
Pour B > 0 et uw € H'(Q), on introduit la forme quadratique :

d5a0(u) = / |(iV 4+ BA)u|*dzx
0

et nous considérons 'opérateur autoadjoint qui lui est associé par le théoréeme
de Friedrichs, i.e la réalisation de Neumann de (iV+BA)? sur , notée Pga o,
qui admet comme domaine :

{ue L*(Q,C):ue H*(Q,C) et (iV+ BA)u-v =0 sur 90}

Comme le domaine de g,  est H'(©2, C) et que cet espace de Sobolev s'in-
jecte de fagon compacte dans L?(€2, C), le spectre de 'opérateur associé est
une suite croissante de valeurs propres qui tend vers +o0o. Nous noterons
A1(B, A) la plus petite valeur propre de cet opérateur. Par le principe du
mini-max, nous avons :

N
M(BA) = it Baolt)
weHY(Q)  ||ul/?

Notre principal centre d’intérét sera d’obtenir un développement asympto-
tique de A\; (B, A) lorsque B — +o0o. Quitte a poser B = h™! et a considérer
le régime h — 0, nous voyons qu’il s’agit d’un probléme semi-classique. Au-
trement dit, nous sommes amenés a étudier le spectre et le comportement
des fonctions propres de

(ihV + A)? = —h*A + 2ihA - V +ihdiv(A) + | A%,
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quand h — 0.

Rappelons briévement quelques idées générales d’analyse semi-classique dans
le cas ot A = 0, en présence d'un potentiel électrique V' et sur I'axe réel.
Cela donnera en effet un apercu des principes que nous utiliserons.

Quelques idées semi-classiques
On considére la réalisation autoadjointe sur R de :
d2
—hP— + V(x),
7z T V(@)

pour V une fonction réguliére admettant un unique minimum non-dégénéré
en 0 tel que V(0) = 0 et tendant vers l'infini quand |z| — +00. On effectue
le changement d’échelle :

z=h 2y,

et on est ramené a étudier quand h — 0 :

d2 1 1/2
h(—d—yg—kh V(nY y)).

On développe alors formellement prés de O :
h—lv(hl/ﬂ ) = L(O) 2 +§ /210
Y 5 Y ,_ Q; Yy
j=3
Ainsi, on peut se contenter d’examiner ’opérateur :
dy? 2

2 V"0 o
H"=h (—— LYo )y2> + ) ahiy
j=3

La partie principale, lorsque h — 0, est l'oscillateur harmonique. Si nous
nous intéressons au bas du spectre, nous sommes amenés, en développant
formellement la premiére valeur propre et une fonction propre associée, a :

+oo
A =h) N
j=0
et
+00 '
W=D ',

=0
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Il est aisé de voir que A\g doit étre la plus petite valeur propre de 'oscilla-

V'(0)
2

une gaussienne). Nous ne nous étendons pas davantage sur ce sujet ; nous y
reviendrons dans la suite.

teur harmonique (qui vaut ) et 1)y une fonction propre associée (i.e.

Nous pouvons enfin remarquer que les résultats que nous énoncerons ne
dépendent pas du potentiel vecteur A, mais du champ magnétique 3 ; cela est
di & une invariance de jauge. Introduisons en effet le gradient magnétique :

tVpa =1V + BA

et observons que :

—iBé iB ;
e B2V paae?? = iVpaipvea,
d’ou l'on tire :

—iB iB
e B Ppa 0eP? = Ppaipvsa,

ce qui implique que Ppa o et Ppatpvg sont unitairement équivalents (ils ont
donc en particulier méme spectre).
Nous distinguons a présent suivant la dimension.

1.2 Analyse semi-classique d’opérateurs de Schro-
dinger avec champ magnétique en 2D

Avant d’introduire les questions et résultats principaux de notre travail
concernant la dimension 2, nous commencons par examiner un probléme plus
simple.

1.2.1 Préliminaires

Pour comprendre les phénomeénes qui vont apparaitre dans la suite, nous
considérons le probléme avec champ magnétique constant dans Ri. Ce pro-
bléme apparaitra en effet de facon naturelle lorsque, sous certaines hypo-
theses, on sera ramené a un probléme d’estimation d’énergie prés du bord;
ce dernier sera alors approché par le demi-plan R? = {(s,t) € R* : ¢ > 0} et
le champ sera approché par le champ constant.
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Probléme dans R?

Le champ magnétique est ici supposé constant égal & 1. Un potentiel
vecteur associé est

A= (—t0)

et nous considérons la réalisation de Neumann sur Ri de :
H=(Ds— t)2 + Df,

ol D, =10, et D; = 10;.

En effectuant une transformée de Fourier par rapport a s, on décompose H
sous forme d’intégrale directe (on se référe a [RS78| pour plus de détails sur
ce sujet) :

n- [ " H(©de,

ou H (&) est la réalisation de Neumann de = D? + (¢ + £)? sur R,. On sait
que le bas du spectre de H est donné par (cf. [RS78]) :

info(H) = inf inf o (H(£)).
£eR
Cela nous améne donc a examiner cette famille d’opérateurs dans le para-
graphe suivant (les résultats énoncés sont démontrés dans [DH93, HMO1]).

Oscillateur harmonique sur un demi-axe
Pour ¢ € R, nous considérons la réalisation de Neumann h™* sur L*(R,)
associée a

2

—p +(t+86)?2 DY) ={ue B*¥R,): 4 (0) =0} (1.2.1)
On sait que cet opérateur est a résolvante compacte puisque le domaine de
la forme quadratique associée, notée ¢™¢, est B1(R,) qui s’injecte de fagon
compacte dans L*(R,). On note u(§) sa plus petite valeur propre; I'état
propre associé, strictement positif et L?-normalisé est noté ue = u(-,§) et la
méthode des différences quotients permet de montrer qu’il est dans la classe
de Schwartz S(R,) (cf. [Bré97]). La fonction & + u(&) admet un unique
minimum non-dégénéré en £ = &, et on pose :

Q0 = (&), (1.2.2)

(1.2.3)
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On peut montrer que Oy = &2. Pour k € N*, on introduit My, :

M, :/ (t + &0)" |ug, (t)[*dt.
>0
Rappelons enfin les identités établies dans [BS98, p. 1283-1284] :

@ C n
Mo=1, My=0, My==L My=— et @:301\/@0‘
(1.2.4)

Résolvante régularisée

Nous noterons Ry l'application définie de L*(R,) dans L?*(R,) de la fagon
suivante.

Pour tout f €< ug, >+, Rof est I'unique solution v € < ug, >+ ND(HN)
de

(b — ©g)v = f
et pour tout f €< ug, >, Rof = 0.
Nous avons la proposition suivante (cf. [FH09]) :

Proposition 1.2.1 Ry envoie S(R,) dans S(R,).

Historique et résultats

On supposera toujours que 3 > 0 sur €. Nous introduisons :

o / _
b= 1gfﬁ and b = 18an5. (1.2.5)

On commence par citer un résultat founissant le premier terme de I'asymp-
totique dans le cas d'un champ magnétique général, mais qui va pourtant
nous fournir d’importants renseignements (voir [LP99a, FH09) :

Théoréme 1.2.2 On dispose de [’estimation asymptotique suivante, quand
B — 400 :
/\1(B, A) = min(@ob', b)B + O(B)

Heuristique du Théoréme 1.2.2

Faisons quelques commentaires sur le sens des termes qui apparaissent
dans le précédent théoréeme. La contribution énergétique liée a l'intérieur de
) est bB et correspond asymptotiquement au bas du spectre de la réalisa-
tion de Dirichlet de (:V + BA)? sur  (nous y reviendrons en (1.4.32)). La
contribution énergétique du bord est Oy’ B et s’obtient en approchant 2 par
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le demi-plan prés de 9§ et on est ramené au probléme sur R% avec champ
uniforme. Nous supposerons toujours que :

@ob/ < b, (126)

ce qui fait du probléme un probléme de bord. Dans le cas d'un champ magné-
tique uniforme, nous pouvons noter que cette hypothése est automatiquement
vérifiée.

Enoncons un résultat dans le cas ou § est constant, dans le cas du disque
(cf. [BPT98]) et qui nous montre le genre de résultat qui va nous occuper :

Théoréme 1.2.3 On suppose que B =1 et que Q = D(0, R). Alors, quand
B — +o00, on a :

M(B,A) =6yB - C,R'VB +0(1),

En revenant au cas d’un ouvert général, I'idée est alors d’approcher le bord
par le cercle osculateur et d’approcher le champ magnétique par le champ
constant. Cela nous méne au théoréme suivant :

Théoréme 1.2.4 Supposant que 3 = 1, nous avons le développement asymp-
totique suivant, quand B — 400 :

M (B, A) = ©yB — Clkmaes VB + O(BY?),

ol

Fmaz = max{k(s),s € 00}

et k(s) désigne la courbure du bord au point d’abscisse curviligne s. De plus,
I’état fondamental décroit exponentiellement loin des points du bord ou la
courbure est maximale.

Remarque 1.2.5.

Ce résultat a été d’abord annoncé suite & une analyse formelle dans [BS98]
et ensuite rigoureusement prouvé dans le cas du disque (voir [BPT98]). Men-
tionnons aussi que dans [LP99al, un développement au premier ordre a aussi
été prouvé. Pour des développements & des ordres plus élevés, on peut en-
fin mentionner les travaux [dPFS00, HMO01, FHO06a, FH09|. Notre but est
I'obtention d’un résultat analogue lorsque le champ magnétique n’est plus
constant.
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1.2.2 Développement & deux termes pour le champ ma-
gnétique variable

Commencons par énoncer une estimation grossiére de la plus petite valeur
propre :

Théoréme 1.2.6 Sous l’hypothése (1.2.6) et en supposant de plus que Bjpq
admet un unique minimum qui est non dégénéré, nous avons, quand B —
+00

M (B, A) = OB + O(B"?).

Remarque 1.2.7.

Le premier terme a déja été obtenu par de nombreux auteurs (cf. [LP99a,
HMO1]), mais avec un reste moins bon. Notre hypothése de non-dégénérescence
permet de trouver le reste optimal en O(B'/2) (plus précisément, I’amélio-
ration a lieu dans la minoration). Cet ordre de grandeur du reste est crucial
dans I’établissement d’estimées d’Agmon tangentielles.

Enoncons un résultat de localisation tangentielle des premiéres fonctions
propres pour voir plus précisément de quoi il s’agit.

Proposition 1.2.8 (Estimées tangentielles d’Agmon pour ug) Soitug
une fonction propre associée a la plus petite valeur propre de Ppaq. Alors il
existe C' > 0 et By > 0 tels que pour tout B > By, on a :

/eXp(Oélx(lf(ﬂﬂ))d(s(56))31/2){IUBI2 +B7Y(iV + BA)up|}dz < Cllus|?,

ot x est une fonction troncature réguliére dans un voisinage du bord, t(z) = d(z, 052),
s(x) est l'abscisse curviligne sur le bord et ou d est la distance d’Agmon au
minimum de 3 définie dans la Section 3.2.

Remarque 1.2.9.

Cette estimation améliore la localisation trouvée dans [HMO1| en ce qu’elle
spécifie le comportement de up prés du minimum de §. Dans le chapitre 3,
nous obtiendrons également des estimées d’Agmon pour D,upg. Toutes ces
localisations seront capitales dans 'obtention du deuxiéme terme du Théo-
réme 1.2.6.

Nous pouvons enfin énoncer notre théoréme principal qui donne ’expression
du deuxiéme terme :
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Théoréme 1.2.10 Supposant que Pjoo admet un unique minimum non dé-
geéneré en xy, nous avons, quand B — 400 :

M (B, A) = O’ B + 0,502 B'? + O(B*?),

ou

C 10 3C, 02 1/2
O1/2 = O1)2(70) = —H(JCO)CrF(?l - @0§0> ya—f(xo)Jr@gM ( Qb,l a_sf(l'o)) :

Il est aisé de généraliser ce résultat au cas ou 5jpn admet un ensemble fini M
de minima non dégénérés; nous disposons en effet du méme développement
asymptotique en remplagant ©,/, par m% ©1/2(z). En fait, sans hypothése
re
sur la non-dégénérescence des minima, nous croyons que la conclusion du
Théoréme 1.2.10 reste vraie en remplagant ©,/, par m% ©1/2(z). De plus,
xe

le reste optimal est certainement O(Bl/ 1) comme cela est suggéré par les
calculs que nous effectuerons pour obtenir la majoration. Ces mémes calculs
nous invitent également a conjecturer le développement suivant de la n-ieme
valeur propre :

A(B,A) = Ol B + 7 ,B'/? + O(B'*).

ou :

711/2 = —H(aﬁo)Cl—i— (ﬁ - @050) L %(330)4-(2?1—1)@3/4 (

- 30182_5( ) v
2 v ot 0 '

20 Os? v

Par ailleurs, ce théoréme met en lumiére le fait que, dans le cas du champ
magnétique variable, la localisation n’est plus dirigée uniquement par la cour-
bure; il faut désormais prendre en compte les variations du champ magné-
tique qui sont du méme ordre que l'effet géométrique. En fait, ce développe-
ment a deux termes pourrait certainement étre généralisé a n’importe quel
ordre sous les hypothéses précédentes (unicité et non-dégénérescence du mi-
nimum de fpn) en utilisant une approche de Grushin (cf. [FHO6a]). Nous
pouvons aussi noter que le cas ou le champ magnétique s’annule de fagon
non dégénérée dans (2 a été traité dans [KP02|. De plus, le cas ou il s’an-
nule de facon non dégénérée sur le bord demeure un probléme ouvert et
pourrait étre un probléme intéressant. D’autre part, les Théorémes 1.2.6 et
1.2.10 sont sensibles a I'hypotheése de régularité du bord. Lorsque le domaine
posséde des coins (voir [Bon05, Theorem 1.2|) et avec un champ magné-
tique variable, I’état fondamental n’est plus nécessairement localisé pres des
points du bord ot le champ magnétique est minimum. Enfin, le comporte-
ment asymptotique dans les Théorémes 1.2.6 et 1.2.10 dépend fortement de
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la condition de Neumann qu’on a mise au bord, comme on peut le voir dans
[Kac06, Kac07a, KacO7b|. En particulier, dans certains cas, la localisation
n’est plus déterminée par les points o 5 est minimal.

Champ magnétique constant sur le bord

Dans [Ara07, Ara06], le cas du champ magnétique constant sur le bord est
traité. Néanmoins, ce cas a été étudié sous une hypothése de non-dégénérescence
trés restrictive ; dans ces travaux, I’hypothése est en effet que la courbure du

: e ap .
bord k est maximale en z = x( et que la dérivée normale — admet préci-

sément un unique minimum en x = xy; de plus, le minimum de — — b’k

est supposé non dégénéré. Dans notre travail, nous améliorons ce résultat
en nous plagant sous des hypothéses génériques; en particulier, nous serons
amenés a remarquer que la quantité & maximiser est la courbure magnétique
définie par :

R(z) = Cin(z) + (@050 - %) %g—f@).

Plus précisément, notre résultat est le suivant :

Théoréme 1.2.11 (Majoration : champ magnétique constant sur 02)
Lorsque le champ magnétique est constant sur le bord, nous avons la majo-
ration, lorsque B tend vers +oo :

/ 4 108
M(B, A) < Ogb' B—max {Cm(x) - (_ ~ 0% ) 55

5 ($)}b/1/2Bl/2+O(Bl/3>,

ot k(z) désigne la courbure du bord au point x.

Remarque 1.2.12.

1. La minoration correspondante pourrait certainement étre obtenue avec
les techniques de [FH09.

2. En supposant l'existence d’un unique maximum non dégénéré de la
courbure magnétique k, on pourrait stirement donner un développe-
ment asymptotique a tout ordre de (B, A) ainsi que des propriétés
de localisation comme pour le cas du champ constant (voir [FHO06a]).
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1.3 Analyse semi-classique d’opérateurs de Schro-
dinger avec champ magnétique en 3D

Afin de mieux comprendre les problémes qui apparaissent en dimension 3,
examinons le cas du champ uniforme dans

R = {(r,s,t) € R®: ¢t > 0}.

La raison pour laquelle nous considérons ce cas est la méme que celle dont
nous avons parlé au préalable en dimension 2.

1.3.1 Probléme dans R?

Dans ce paragraphe, nous introduisons quelques notations essentielles et
nous rappelons quelques résultats élémentaires.
L’angle entre le champ magnétique 3 et le plan t = 0 est noté 6 et ainsi,
quitte a effectuer une rotation, on peut requérir (en prenant un champ de
norme 1) :

B = (0,cos6,sin ).

Un potentiel vecteur associé est
A = (Vy(s,1),0,0),

ou
Vo(s,t) =tcosf — ssinb (1.3.7)
et on considére la réalisation de Neumann sur Ri de
H(O) = (D, +tcos® — ssinf)* + D? + D7.
On définit :
o(f) = inf o (H(6)). (1.3.8)

Aprés une transformation de Fourier dans la variable r, on peut décomposer
() sous forme d’intégrale directe (cf.[RS78]) :

5>
H(O) :/ H(0,T)dr,
ou :
H(9,7) = (1 +tcosf — ssinf)* + D> + D?. (1.3.9)

On pose
H(9)=H(0,0).
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On définit :
o(0,7)=info(H(0,7)) (1.3.10)

et c’est alors un résultat classique que

() =info (0, 7).

T

Le lemme suivant, di & Lu-Pan et dont une preuve se trouve dans [FH09|
(voir aussi les références qui s’y trouvent) réunit des propriétés élémentaires
de la fonction o :

Lemme 1.3.1 Nous disposons des propriétés suivantes :
info(H(#)) = o(0) pour § € |0, %],

o est analytique sur }O, 5 [,

~

o est strictement croissante sur [0, %} ,
L 0<o(0)<leto(3)=1.

) Pourﬁe]o,g[, on a :

S

inf o.ss(H(0)) = 1. (1.3.11)

6. o(0) est une valeur propre simple de H(0) associée a une fonction
propre strictement positive et normalisée notée ug (voir aussi [RS78]).

En particulier, I’énergie minimale est atteinte quand le champ magnétique
est tangent. Par un changement d’échelle, le bas du spectre obtenu quand le
champ est de module ||3|| et formant un angle 6 avec le bord est donné par :
|B]|o(#). Pour x € 02, nous posons donc :

Blx) = o(@@)B), (1.3.12)
ou O(x) est défini par :
18(2)[sin0(z) = B - v(x)

avec v(z) la normale entrante en x. Enoncons un résultat donnant le premier
terme de l'asymptotique dans le cas général qui met en jeu cette quantité (cf.
[LP99a, FH09)) :

Théoréme 1.3.2 Nous disposons du développement asymptotique suivant,
quand B — 400 :

A (B, A) = min(inf | 8(2) |, inf () B + O(BY)
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Le cas du champ constant

Quand le champ est constant de module 1, on déduit du Lemme 1.3.1 et
du Théoréme 1.3.2 que, quand B — 400 :

M(B,A) = 0B+ O(B**),

Introduisons

Yi={xed:B(x) v(r)=0}

et supposons que Y soit une sous-variété réguliére de 0f€). Une orientation
étant choisie, on peut définir le vecteur unitaire tangent a ¥, noté 7" et on
peut définir :

kn(2) = Ko (T () Av(x), B),

ou K désigne la deuxiéme forme fondamentale sur 0€2. On peut alors énoncer
le théoréme (cf. [HMO4]) :

Théoréme 1.3.3 On a le développement a deuz termes suivant quand B —
+00
Mi(B, A) = 008 +5oB** + O(B¥*7),

pour un certain n > 0 et ou Yy est défini par :

Yo = ;relg Yo(z),

Fo(x) = 27300y [k ()73 (1 — 8o + 80| T'() - B])?

ol

1" (€o)

dp = 5

et
2

L e d 2 2
Vo zngflnfa(—ﬁ—k(r + p)).

1.3.2 Des estimations uniformes quand le champ n’est
pas constant, mais seulement de module constant

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a des estimations de (B, A)
lorsque 3 n’est pas uniforme mais vérifie tout de méme ||3|| = 1. On introduit
la classe des potentiels associés aux champs magnétiques de module 1 :

A={AcCQ):|Bl=10uB=VxA}. (1.3.13)

Nos théorémes principaux sont les suivants :



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1
Théoréme 1.3.4 (Minoration uniforme) Pour tout e €]0, 5[, il existe
C=C(Q,¢e) >0 et By >0, tels que, pour tout B > By et pour tout A € A,

M(B,A) > 0B — C (B + (1 +|VB|) BY*™) .

Théoréme 1.3.5 (Majoration uniforme) Pour tout 6 €]0,1/2[, il existe
C =0C(02,0) >0 et By = By(2;8) > 0, tels que pour tout B > By et tout
AcA:

M(B, A) < ©gB+C/(B¥+|3|2: B> +|B|c1 B +|Be2 B2 4| 8|2 B>%%),
ot |Ble: = |Bles +|VBIZ et [BI2: = Bl + V8.

Remarque 1.3.6.

Dans ces théorémes, € et d n’ont pas de valeur fixée; cette valeur sera fixée
dans les applications & des familles de potentiels vecteurs dont les semi-
normes de 3 peuvent devenir trés grandes. Si le champ magnétique est fixé
et qu'on ne s’intéresse plus a I'uniformité, on peut prendre € = % et 0 = %
pour avoir les estimations optimales (par rapport & la méthode) qui ménent
a un reste en O(B3/*) pour la minoration et en O(B?/?) pour la majoration.

Nous pouvons présenter une application & une famille spéciale de potentiels
vecteurs qui apparait, comme nous le verrons dans la Partie III, dans la
théorie des cristaux liquides. Commengons par définir C(7) pour 7 > 0 :

C(t) ={ne L*N,S*:V xn+7n =0} (1.3.14)

On observe tout de suite que ||V x n|| = 7 et nous renvoyons a I’Appendice
C ou cet ensemble est décrit.

Nous définissons

p(q,7) = inf A(g,n). (1.3.15)
neC(r)

Dans ce contexte, X-B. Pan a donné des estimations (cf. [Pan06]) lorsque :
qmr — +o00 et T —=0.

Par ailleurs, Helffer et Pan donnent quelques extensions dans [HP0O8b| in-
cluant le cas :
qr — 400 et 7 borné.

Notre principal théoréme concernant p*(g, 7) (qui permettra de faire tendre
7 vers l'infini) est le suivant :
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Théoréme 1.3.7 Soit cg > 0 et 0 < x < % Il existe C > 0 et gg > 0
dépendant seulement de 2, ¢y et x tels que, si (q,T) vérifie qm > qo et

7 < colgr)", (1.3.16)
alors :
C (g, 7) c
G0 - (qr)/4—=/2 < - <6+ (qr) /328" (1.3.17)

Remarque 1.3.8.
Ce résultat a été obtenu avec x = 0 dans [HPO8b] et des estimations plus

grossiéres sont présentes dans [BCLP02| lorsque T o
q

1.3.3 Une majoration dans un cas générique

Nous nous intéressons maintenant au cas ou la direction et 'intensité du
champ magnétique peuvent varier.

Hypothéses principales
Enoncons nos hypothéses sur le champ magnétique. Notre majoration ne
sera intéressante que lorsque la propriété suivante est satisfaite (cf. Théoréme
(1.3.2)) :
inf 3 < inf . 1.3.18
inf 8 < inf || B ( )

Cette condition est aussi appelée condition de supraconductivité de surface
(cf. [LPOOb, FHO09]). Elle implique une localisation des états fondamentaux
sur le bord quand h — 0 et ainsi, prés du bord, on va s’intéresser a un
cas générique comme nous l’avons fait en dimension 2 (voir [Ray09c¢|) ; nous
supposerons donc d’abord que :

B3 admet un minimum en o (1.3.19)

et qu’en ce point, le champ n’est ni tangent ni orthogonal au bord, i.e. :
s

Nous souhaitons comprendre le comportement semi-classique des valeurs
propres dans le bas du spectre de Pga. A cette fin, on construit un opé-
rateur dont le spectre est proche de celui de Pga. Suite a cela, nous sommes
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amenés a une construction de quasimode associée a cet opérateur et parallé-
lement, nous déduisons, en un certain sens, une asymptotique a trois termes
(en puissances de B~/2) pour le bas du spectre. En vue de définir les dif-
férents termes de 'asymptotique, chacun correspondant & une étape dans
la construction du quasimode, nous avons besoin d’introduire quelques inva-
riants. On définit d’abord la base orthonormée directe (g, ?5, 73) attachée
au point xg :

1. 75 est la normale entrante en zq

9 ?0> _ ﬁ(l‘o) - (ﬁ(xo) : 73)75
' 18(0) — (B(x0) - 6) %5 |

—
3. l(] :?(;X;O)

Nous pouvons alors présenter nos résultats.

Deuxiéme coefficient de ’asymptotique
Notre premier invariant dépend de la deuxiéme forme fondamentale en x
notée K : N

Ky =K(lp, ly

K
Ky = K(73,70),
K )

)

1

—

Ko =K(ly,70).

Rappelons que cette forme est définie pour o, ¥ € 7,09 par :
KW, V) =< D, 7 (W), 7 >.
Il dépend aussi de certaines dérivées de 3 en x :

B:V< 18 g e

T > T

IBGo)ll” * ~ "

< B - =

0=V ——-ly >,

IBo)l” "~
77=V<L 70 > v — Ky cos(h),

18(zo)l’

avec 0 = 0;. En zg, on définit alors la quantité CP¥ () par :

T 20
28 < Vy(st — =8 ug, ug > +n < t*Vyug, ug > +,—/ t|Dgug|*+ < Hycug, ug >,
2 sin€ J,

(1.3.21)
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ou Vjy est défini en (1.3.7) et

T=T0)=——-= (1.3.22)
C =C(0) =cosbo(f) —sinfo’'(9),S = S(0) = sinfo(0) + cos o' ()
(1.3.23)
et

Hy = (K11 + Kop)0; + 2t K11 Vi + 2t Ko D2 + 2t K15 (Vp Dy + D, V). (1.3.24)

Remarque 1.3.9.

1. On peut noter que S(#) > 0. En effet, on sait (voir [FH09|) que o’(0) >
0, 0(f) > 0 et on a supposé que 6 # 0.

2. Une intégration par parties fournit
< t(‘/gDs + Ds‘/g)UQ, ug >=0

et ainsi CP5(z¢) est réel.

3. Nous verrons que la construction de CPE(z4) utilise seulement que
est un point critique de 3.

Nous pouvons alors énoncer une premiére majoration :

Théoréme 1.3.10 Sous les hypothéses (1.3.19) et (1.3.20), il existe D > 0
et By > 0 tels que, pour B > By :

M (B, A) < B(x0)B + CPK(20)BY? + D.
ot CPK (x4) est defini en (1.3.21).
Nous supposons maintenant (et cela est encore générique) que :

B admet un minimum non-dégénéré en . (1.3.25)
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Troisiéme coefficient de ’asymptotique
On désigne par &g la hessienne de 8 en z, c’est a dire :

1 .54 1., - 1.4
Sa(r,s) = S02B(ao)r® + S0%B(xo) (s + 7s) + 302B(a0)s’
On peut désormais introduire un opérateur capital pour la compréhension

du troisiéme terme :
-

Sp = Ss(D,;, —). (1.3.26)

sin
Par ’hypothése de non-dégénérescence (1.3.25), cet opérateur est un oscilla-
teur harmonique.

Notre résultat principal s’énonce alors (cf. [Ray09b| pour plus de détails et
une version du théoréme un peu plus forte) :

Théoréme 1.3.11 Sous les hypothéses (1.3.25) et (1.3.20), il existe d € R,
Dy >0 et By > 0 tels que, pour B > By :

M (B, A) < B(x0) B + CPX (20) BY? + \(S3) + d + D, B~V
ol Al(ég) est la plus petite valeur propre de ég.

Dans la section suivante, nous présentons les techniques qui nous permettront
de démontrer nos théorémes d’analyse semi-classique.

1.4 Méthodes de démonstration

Dans cette sous-section, nous nous proposons d’exposer les techniques
d’analyse semi-classique que nous utiliserons constamment. Elles se divisent
en deux types : les techniques pour la minoration et les techniques pour
la majoration. Remarquons d’abord que la majoration sera toujours plus
facile que la minoration ; en effet, pour majorer la plus petite valeur propre,
il suffit de choisir convenablement une fonction, de I'injecter dans la forme
quadratique (ou dans l'opérateur) et de faire le calcul (qui est favorisé par la
forme explicite de la fonction test). Pour la minoration, le probléme est plus
délicat, car nous ne connaissons pas a priori le comportement des premiéres
fonctions propres (propriétés de décroissance par exemple).

Avant de donner les techniques fondamentales, nous donnons d’abord un
choix de jauge locale tel que le potentiel vecteur A ne dépende que de 3 et
qui nous permettra de controler 'uniformité dans nos estimations.
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Approximations du champ magnétique dans une boule ou une demi-
boule

Les lemmes suivants vont permettre de déterminer un choix canonique de A.
Les résultats qui suivent sont aussi bien valables pour d = 2 que d = 3. Soit
D une boule ou une demi-boule de centre 0 et de rayon r > 0.

Lemme 1.4.1 Soit F € C*(D,R%).
On suppose ’existence de C > 0 et n € N* tel que :

|V x F| < Clz[",
pour x € D. Alors, il existe u € C*(D) et a > 0 tels que :
|F(z) = Vu(z)| < aClz|™,
pour tout T € D.

Preuve.
La preuve est analogue a celle du théoréeme de Poincaré.
Définissons pour x € D :

u(z) = /01 F(tzr) - x dt.

Vérifions que u convient. Comme F € C?(D,R%), on peut prolonger F en une
fonction C? sur R? et ainsi en calculant, on trouve, pour € D :

dulz) = Fix)+ Y /0 (OF, — 0, (1)t

J=1,j#i

En conséquence, on déduit immédiatement le lemme suivant :

Lemme 1.4.2 [l existe C' > 0 lel que, pour tout A € C%(D), il existe
¢ € C3(B) vérifiant :

[A(z) — A" (2) = Vo(z)| < CIVB|ulal?,

pour x € D et ou A" est défini par :

A (2) = B(0) A
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1.4.1 Majoration : construction de quasimodes

Nous expliquons ici succintement, dans le cas de ’équation de Schrodin-
ger avec champ magnétique, le principe des constructions de quasimodes.
Rappelons que nous nous intéressons a la réalisation de Neumann sur €2 de
I'opérateur :

H= ip + BA(2))%,

J=1

quand B tend vers 'infini. Quitte & mettre B en facteur et a poser h = B~!,
nous pouvons regarder 'opérateur :

d
H" = "(hD; + Aj(x))”.

j=1

Nous allons construire un quasimode localisé prés d’un point du bord z.
On prend des coordonnées prés du bord (yq,- -+, yq) ou yg = d(x,0) et ou
(Y1, ,Y4—1) sont des coordonnées sur d€2 de sorte que les coordonnées de
xo sont (0,0,0). On écrit le potentiel vecteur dans ce nouveau systéme de
coordonnées (il sera noté A), ainsi que I'opérateur. On choisira toujours une
jauge dans laquelle

A(0,0,0) = 0. (1.4.27)

On effectue ensuite un changement d’échelle :
= h(slgb Yo = h62g27 vty Ya = hl/Q?jd?

pour des rationnels

1

qu’il faut déterminer. L’échelle de la coordonnée normale y; sera toujours
h'/2 (nous y reviendrons en Section 1.4.3). Nous notons alors H" I'opérateur
ainsi obtenu.

On effectue un développement de Taylor des fonctions qui apparaissent et on
peut formellement développer H" sous cette forme :

+00
=hY H;h",
7=0

pour un certain rationnel 0 > 0 dépendant des 9; qu’il faut déterminer. La
présence du h en facteur est due a (1.4.28) et a (1.4.27).
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L’idée est alors de chercher un développement de la premiére valeur propre

sous la forme : .
A =hY AhY
§=0

et d’une fonction propre associée :
+o00o
h _ 07
Y= E pih®.
Jj=0

On écrit

Hih = X,
on développe formellement et on identifie les coefficients pour arriver a un
systéeme triangulaire de la forme :

Howo = )\0¢07
Hoy + Hivpg = Aot1 + Mo,
Hoo + Hitpy + Hathg = Aot2 + Aitha + Aoy,

Z Hyiy = Z Akt

k+l=n k+l=n

Remarquons ici qu’en général, Hy n’opérera que dans certaines variables (y;, ).
Comme on cherche une estimation de la plus petite valeur propre, on veut
prendre Ay aussi petit que possible et on choisit donc le bas du spectre de
Hy et on doit prendre pour 1)y un produit tensoriel entre une fonction propre
up de Hy comme opérateur en les (y;,) et une fonction en les coordonnés
restantes ¢g (et qu’il faudra déterminer). La deuxiéme équation s’écrit alors :

(Ho — Xo)¥1 = Mo — Hiy.

Pour résoudre, il faut que le second membre soit dans I'orthogonal du noyau
de Hy — \g, ce qui permet de trouver Aq, puis ¥, et le procédé continue, du
moins si ’échelle h% est la bonne. Arrivé a I’étape n, on a construit

n
i
Up =l
§=0
et une approximation formelle de la premiére valeur propre :

F=h) AK
j=0
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On tronque v} a I’aide d’une fonction troncature réguliére x, puis on revient
dans les coordonnées initiales et on injecte x7 dans I'opérateur H" pour
obtenir (en utilisant des propriétés de décroissance des 1);) :

< (H" = M) o >= O(h*HY),
ce qui fournit une majoration. Une autre possibilité serait d’écrire :
(H" = \p)uy = O(h*"+Y)
et d’appliquer le théoréme spectral :

Théoréme 1.4.3 Si H désigne un opérateur auto-adjoint de domaine D(H ),
on a :

dA o (H)|[9ll < I(H = )¢l vA € C, vy € D(H).

On conclurait alors qu’il existe une valeur propre de H" proche de \}'. Notons
qu’en utilisant I’étape 0 du procédé décrit ci-dessus, on obtient la majoration
dans le Théoréme 1.2.2 et celle du Théoreme 1.3.2.

Nous expliquons maintenant quelques techniques fondamentales dont nous
userons pour trouver des minorations.

1.4.2 Vers la minoration : les partitions de 'unité

Nous définissons d’abord la partition que nous utiliserons en général.

Partition de 'unité et IMS

De facon générale, on utilise une technique de localisation permettant la
réduction & des modeéles plus simples. On introduit & cette fin la partition de
I'unité suivante (cf. [HMO04]) :

Z IXG? =1 sur Q; (1.4.29)
J

Z IVXG? < Cr? sur Q. (1.4.30)

J

Chaque X7 est une fonction de troncature réguliére supportée dans D; NQ ol
D; est une boule de centre z; et de rayon . On peut supposer que les boules
qui rencontrent le bord ont leur centre sur le bord. Notons que C' = C(£2) > 0
est indépendant de r. A cette partition est associée la formule suivante, dite
“formule d’IMS”, qui est basée sur une simple intégration par parties (cf.
[CFKS86]) :
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Lemme 1.4.4

gpa(u) = qpalxju) = > _IIVxjlul®,  Vue H'(Q). (1.4.31)
J J

Donnons un exemple d’application de cette technique de localisation qui nous
sera utile dans la suite.

Preuve de la minoration dans le Théoréme 1.2.2
On remarque que :

[i0) + Ay, i0s + As] = iV x A = if3

et on note que, pour ¢ € C3°(£2), on a :

[0+ avion + dosas =i [ ploP
Q Q

En intégrant par parties et avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient (voir

aussi [AHST7S]) :

/Q BAlofd < qpal(@), Vo € CF(). (1.4.32)

Une autre preuve de cette inégalité peut étre obtenue de la fagon suivante
(voir [SS03] et aussi [Mon95, Appendix, Theorem 5]); on considére 'opéra-
teur :

DBA = D1 + BA1 + Z(DQ + BAQ)

et on remarque par un calcul élémentaire que :

/ | Dpad|’dz = qpa(d) — / BB|p|*dx > 0.
Q Q

Soit maintenant j tel que D; ne rencontre pas le bord, on déduit de ce qui
précéde :
qpa(Xju) > / Bﬁ|x§u|2dx > bB/ |X§u|2dx.
Q Q
Soit alors j tel que D; rencontre le bord. On commence par choisir des coor-
données (s,t) prés du bord. Sans entrer dans les détails (qui seront donnés

dans la Section 2.2.1), on considére une paramétrisation v du bord par I’abs-
cisse curviligne s et on pose t(x) = d(x, 0f2) de sorte que

D (s,t) = y(s) + tr(y(s))
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est un C*-difféomorphisme et il vérifie Dy, P = Id. On note avec des tildes
les fonctions dans les nouvelles coordonnées. Apres changement de variable,
en approchant par la métrique plate, on a :

asa(xiu) > (1—Cr) / iV + BA)a[2dsdt.
>0
Nous omettons maintenant les tildes pour alléger les notations. Quitte a
changer de jauge (localement) et en nous souvenant du Lemme 1.4.2 nous
pouvons écrire, via l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout A > 0 :
B2

A (G0) > (1= Nasarn () = - [ (A= AP
t>

Le premier terme correspond a la forme quadratique dans ]Ri avec champ
constant et donc en controlant le second avec le Lemme 1.4.2 on trouve :
B27“4
A
On prend \ = r2B'/2. Ensuite, en faisant r = B~%/% on trouve :

gsa(Xju) = (©0'B — CB**)||xjul>.

Cela suffit a la preuve de la minoration dans le Théoréme 1.2.2 en choisissant
u = up, sommant les estimations de l'intérieur et du bord et en constatant
que le reste dans (1.4.31) est d’ordre B3/%.

Néanmoins, il est aussi intéressant de choisir r = RyB~/? et on obtient pour
tout u dans H'(Q) :

gpa(Xiu) > (QgV'B — CRABY?)||xu* (1.4.33)

Remarque 1.4.5.

On peut noter que tout ce paragraphe se transpose en dimension 3 (mi-
noration dans le Théoréme 1.3.2); a ceci prés que (1.4.32) n’est plus vraie
que quand le champ magnétique est uniforme et que dans le cas général, il
faut approcher par le champ uniforme aussi a l'intérieur. Cela a pour effet
I’apparition d’un reste supplémentaire sans grande gravité.

gea(xju) = (1= MO Bl xjull® — C——IIxjul*.

1.4.3 Vers la minoration : les estimations d’Agmon

Comme nous ’avons annoncé précédemment, un point délicat pour la
détermination d’une minoration est que nous ne possédons pas d’informations
trés précises (a priori) sur le comportement des premiéres fonctions propres.
Ces informations, capitales pour controler les restes des approximations que
nous ferons, sont fournies par les estimées d’Agmon (cf. [Agm82, HMOL1,
FHO09, FHO6al).
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Autour des estimations d’Agmon (heuristique)
Nous donnons ici quelques idées illustrant le type de raisonnement que nous

allons faire dans la suite. Revenons a la réalisation autoadjointe sur R de :
, 4
Hh = —h @ + V(ﬁ),

pour V une fonction réguliére admettant un unique minimum non-dégénéré
en 0 tel que V(0) = 0 et tendant vers I'infini quand |z| — +o00. On considére
une fonction propre L2-normalisée u;, associée a la plus petite valeur propre
de Hj, notée A et on cherche a connaitre ses propriétés de décroissance quand
h — 0. Rappelons que

1
)\}f = VT(O)h + o(h).

Il est aisé d’obtenir le commutateur suivant pour f suffisamment réguliére :
2 p1 d 2 ¢n
[Hp, [] = =2h"f'— — " f".
dx

Or,on a :

[Hp, flun = Hiu(fun) — A7 fup.
On prend f = e® avec ® & choisir. On multiplie par fu; et on intégre par
parties pour trouver que :

/ B2 |(fun)|? + (V = B8 = A1) fuy[*de = 0
R

et donc :

/(V — B2 — )| fup|Pdx < 0.
R

On voudrait obtenir un contréle de la norme L? de fuy,. Si on s’intéresse a
la décroissance “loin“ de 0, on fixe €y > 0 et il existe un § > 0 tel que V' > ¢
pour |z| > €. On pose alors ® = h™'/2® et on examine :

V — hd'? — AP
Dés lors, en prenant pour ® = ||, on a, pour h assez petit :
V — h®? -\ > 5/2.

Ainsi, uj, a une décroissance exponentielle dans la région |z| > ¢y. Ce qui nous
intéressera plus particuliérement est le comportement "pres du minimum. On
fixe Cy > 0 assez grand et €, assez petit et on se place dans la région

Coh1/2 S ’.CIZ" S €0-
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Cette fois-ci, on pose : ® = h~1® et on regarde :
= h
V-7 -\l

On choisit alors, pour un « petit :

ou
|]

d(z) = i VvV (s)ds.

Cette quantité est appelée distance d’Agmon et nous fournit une minoration
optimale. On a alors :

V32N> (1 -V -\

Enfin, comme le minimum de V' est non-dégénéré, on obtient la minoration,
pour un C > 0 convenable :

V93?2 MN>(1 -0V -\ >Chh.
De 14, on tire que u;, se comporte comme e~ez?/h prés du minimum. En par-
ticulier, on a des estimations de la forme [, 2*|u;[*> < Ch*? comme dans
le cas de l'oscillateur harmonique. L’intérét de cette méthode est que nous
n’avons pas besoin d’une forme explicite pour uy, qu’elle ne repose pas sur
la théorie des équations différentielles et qu’elle passe & plusieurs variables.

Revenons a présent au probléme qui nous occupe. Nous observons d’abord
que, pour ® une fonction lipschitzienne réelle et si u est dans le domaine de
Pga o, alors nous avons, par intégration par parties :

R((IV+BA)*u, exp(2B2®)u) = qpa (exp(BY*®)u)—B|||V®| exp(B2®)ul|>.
Prenant u = up une fonction propre associée a A;(B, A) , nous déduisons :

A (B, A)|| exp(B20)us|? = gua(exp(BY20)us)~ B[ V0| exp(BY20)us

(1.4.34)
Enoncons maintenant la proposition qui nous donne un contréle des premiéres
fonctions propres dans la variable normale ¢ (et ce, aussi bien en dimension 2
que 3, mais nous ne ferons la démonstration que dans le cas de la dimension
2, le cas de la dimension 3 ne présentant pas de difficultés supplémentaires) :
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Proposition 1.4.6 (Estimées normales d’Agmon) Soit ug une fonction
propre associée a A (B, A). Il existe « > 0 et C' > 0 tels que pour tout B > 0 :

/ B f|upl® + BTV + BA)up[*}dx < Cllug|?,

ot t(x) = d(x,00). De plus, on a le controle des moments d’ordre n dans la
variable normale t :

/t(x)”{|uB|2 + B7Y(iV + BA)ug|*}dz < C, B~ % ||ug|*

Pour mettre en lumiére la technique sous-jacente, nous donnons ci-dessous
une preuve de cette proposition. Cette derniére donnera les ingrédients es-
sentiels que nous utiliserons lorsque nous établirons les estimées tangentielles
(1.2.8).

Preuve.

Donnons d’abord I’idée heuristique de la preuve ; la majoration dans le Théo-
réme 1.2.2 indique que ’énergie est plus petite que Ogb' B quand B est grand,
or, nous nous souvenons que la contribution de I'intérieur de €2 est plus grande
que bB par (1.4.32). Ainsi, avec I'hypothése 1.2.6, on devine que les premiéres
fonctions propres vont se concentrer prés du bord pour B grand.

Rendons rigoureuses ces considérations. Rappelons d’abord (1.4.34) et écri-
vons avec (1.4.31) que :

gpa(exp(B?®)up) = > qpa(x] exp(B20)up)—Y [ Vx} exp(BY/*®)up]|.
J J
Ainsi, avec (1.4.33) et (1.4.32), nous pouvons minorer comme suit :

gpa(exp(B*®)up) > Z (Ol B — CREB'?)||x} exp(B'*®)up|

7 bord

+bB Y | exp(B?@)up|® = CRy*B Y ||x; exp(B*®)up|*.

jint J
On se souvient alors de la majoration dans le Théoréme 1.2.2 :
A (B, A) < O¢V'B + o(B).
De 14, on tire I'inégalité (en utilisant (1.4.34)) :
S (0B — ©44'B — CRy*B — BIV®|* + o(B))||x; exp(BY2®)u||?
jint

< Y (BIV®]® + o(B) + R{B?)||x; exp(B"*®)ug|*.

jbord
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On divise par B et on est menés & prendre

¢ = at(x) = ad(x,00).

On déduit :
D (b= 6ol — CRy* = ® + o(1))||x] exp(B/*®)up||?
jint
< C(Ro) > (® + o(1))||xfusll.

jbord

On choisit 0 < a < b — Oyb’ et Ry assez grand de sorte que pour B assez
grand :

/eZaBl/Qt(I)|uB|2dx < C(Ro,a)/ lup|*dz.

t(x)<RoB—1/2
Il ne reste plus qu’a réutiliser (1.4.34) pour obtenir :
gpa(exp(B?®)up) < CB||ug|?

et la preuve est terminée.

Nous passons maintenant a la présentation d’une autre problématique qui a
fait I'objet de travaux dans cette thése.

1.5 Analyse asymptotique de la fonctionnelle
de Landau-de Gennes

Soit € un ouvert borné de R? & bord régulier qui représente le lieu occupé
par un cristal liquide. Les molécules constitutives du cristal sont assimilées &
des batonnets (cf. [dG95]) et peuvent se disposer de diverses fagons comme
I'illustre la Figure 1.5.34.

FIGURE 1.5.34 — Différentes structures des cristaux liquides
Dans notre cas, nous verrons comment distinguer, en fonction des divers

parameétres, la phase nématique de la phase smectique cholestérique.
La structure du cristal dépend d’une fonction a valeurs complexes v, appelée
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paramétre d’ordre (qui correspond & la répartition des centres de masse des
molécules) et d’un champ de vecteurs unitaires noté n repésentant la direction
locale des molécules. Plus précisément, la partie réelle de v représente la
densité notée p (cf. [dG95, p.32, chapitre 1]) :

p = po+ picos(qn - z).

Lorsque % est nul, cela signifie que les molécules sont peu organisées, les
centres de masses étant uniformément répartis; la phase du cristal liquide
est alors dite nématique. Dans le cas contraire, la phase est dite smectique et
le cristal liquide admet une structure en forme de couches (qui est caractérisée
par le paramétre g, cf. Figure 1.5.34).

Ainsi, une paire (¢,n) décrit la configuration qu’adopte le cristal liquide.
L’ énergie associée a une telle configuration s’écrit, selon P-G. de Gennes
(cf.[dGI5)) :

H?
batwun) = [ 16V + myuide = [ [oPda+ 5 [ ol
Q Q
+K1/(v.n)2dx+K2/\n.vxn+r|2d:c+K3/\n><(vXn)Fdx
Q Q Q

(Ko + Ka) / Tr((Vn)? — (V - n)%)de.

Q

Analogie avec la fonctionnelle de Ginzburg-Landau

On peut noter immeédiatement une forte analogie! entre la fonctionnelle de
Landau-de Gennes et la fonctionnelle de Ginzburg-Landau (qui apparait en
théorie de la supraconductivité et dont on dira un mot dans I’Annexe B
dans le cas de la dimension 2) qui s’écrit en effet, pour » € H'(Q,C) et
A € H'(Q,R?) :

/‘ —mA

Interprétation physique des paramétres (cf. [dG95])

k? peut étre interprété comme la température?, 7 est appelé chiralité (pro-
venant du défaut de symétrie des molécules; dans ce cas, le cristal liquide
est dit cholestérique) et 2T correspond & la distance entre les couches de la
phase organisée du cristal liquide. Les K; sont appelés coefficients d’élasticité
et correspondent aux déformations élastiques du cristal. K correspond a une

(\W )2dx+/<c2/]V><A—JV><A\2d:U.
Q

1. On renvoie au travail de P-G de Gennes [dG93] ot cette analogie est étudiée.
2. En fait, x2 est opposé de la température.
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déformation en éventail (splay), K> a une déformation de torsion (twist) et
K3 a une déformation de courbure (bend); la figure suivante en donne une
illustration.

FIGURE 1.5.34 — Déformations élastiques (a) splay (b) twist (c) bend

Le terme en K> + K,
Le terme en Ky + K, correspond quant a lui a une “énergie de bord”; cela
est clair par le petit calcul qui suit (on peut aussi regarder [Gri80]).
On sait que :
Tr((Vn)?) = |Vn|* — |V x n|?
olu, par définition :
(Vn|? = |V > + |Vng|? + [Vns|?.

On note : a;; = O;jn,.
Développant tous les termes, il vient :

|Vn|2 — |V X n|2 — (V . n)2 = Z a?j — Z(azj — aji)Q — (Z aii)2 (1535)
i, 1<j i=1
= (aijaj; — agayy).
1<j
Examinons le terme général de la somme :
@ni@mj — aml-@jnj = @(nﬁm]) — 82(7118]72])

La formule de Green montre alors que c’est un terme de bord i.e qui ne
dépend que d’une intégrale de n sur 02 :

/ 0, fdx = fujxtda,
Q o9

ou V;xt est la jéme composante de la normale extérieure.

Pour plus de détails sur les considérations physiques et une explication de
la forme de I'énergie, nous renvoyons a [dG95, p.100, chapitre 3|. Rappelons
que nous nous intéresserons particuliérement au phénomeéne de transition de
phase des cristaux liquides (nématique-smectique). C’est un fait physique
classique des transitions de phase que les coefficients d’élasticité explosent a
la transition et c¢’est donc le régime que nous envisagerons.

Nous allons a présent présenter les diverses questions qui ont attiré notre
attention.
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1.5.1 Motivations et cadre de travail
On suppose d’abord, comme cela a été fait dans [Pan03, HP0O8b|, que :
K2:K3 et K2+K4:0.

Remarquons que la premiére hypothése n’est guére restrictive puisque nous
ferons tendre K, = K3 vers 'infini ; la seconde pose plus de problémes, car,
comme nous ’avons vu précédemment, elle nous prive d’un contréle sur le
bord et nous verrons plus loin que les effets de bord sont importants.
On introduit
V(Q) = H(Q,C) x V(Q,S?),

ou

V(Q,8?) ={necl*N,S*:Vxnecl? V-ncL*}.
Les éléments de V(€2) seront appelés phases. Une phase (¢, n) vérifiant ¢ = 0
est appelée une phase nématique et une phase telle que ¥ # 0 est appelée
une phase smectique.

Pour tous réels positifs Ky, Ks,q, 7,k et pour tout (1,n) € V(2), on pose
(cf. [dG95, BCLP02, Pan03]) :

2
Fwm) = [ 169+ am)oPde - [ oPdes [ pltde (1530)
Q Q Q
+K1/(V-n)2dx+K2/ |V x n+ 7n|*dz.
Q Q

L’énergie E(Ky, K3, q, T, k) de la fonctionnelle F est définie par :

E(K, K = inf ) 1.5.37
( 1 27(]777"‘3) (¢7J)2V(Q)‘F(¢vn) ( )

En vue d’obtenir des propriétés de la fonctionnelle F, Helffer et Pan ont
étudié (cf. [HPO8b]) la fonctionnelle réduite

G = Fiwq) avec W(Q) = H'(Q2,C) x C(7).

Nous renvoyons a I’Annexe E ot nous établissons des estimations pour G.
Nous noterons N, I'ensemble suivant :

N, ={(0,n),n e C(r)}. (1.5.38)

Nous pouvons d’ores et déja remarquer que ’ensemble des minimiseurs né-
matiques F est contenu dans N,. Posant

ST, K) = inf ,n), 1.5.39
9(q, 7, K) (Wgw(mg(@/} ) ( )

on obtient le lemme évident suivant :
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Lemme 1.5.1
E(KlaKQa(L T, ﬁ) S g(Q’T’ KJ)(S 0)

Helffer et Pan ont prouvé qu’asymptotiquement 1’'inégalité inverse est vraie
(cf. [HPO8D]) :

Kl,}l{grgﬂog(l(l, Ky, q,17,k) = g(q, T, K). (1.5.40)
Deux types de questions apparaissent alors naturellement. Premiérement,
on peut se demander quelle est la dépendance en (g, 7, k) de g(q,7,x). Une
réponse partielle est donnée par la proposition (importante) suivante dont la
preuve peut étre trouvée dans [HP0O8b] :

Proposition 1.5.2
1 (q,7) > K? < (¢, n) minimiseur de G = ¢ = 0) < g(q, 7, k) = 0,
ot 1 (q,7) a été défini en (1.5.15).

Il apparaitra que la transition de phase correspond au régime de para-
meétres tels que k% = p*(q,7) et u*(q,7) est appelé pour cette raison tem-
pérature critique. Cela méne dés lors a la question de la dépendance en
(q,7) de g(q,T,K) prés de la transition de phase (cf. Annexe E) ainsi qu’a
la question du comportement en (¢, 7) de p*(g,7) (cf. Théoréme 1.3.7; voir
aussi la Proposition 4.3.1). Deuxiémement, les auteurs précités n’obtiennent
pas un controle de la vitesse de convergence dans (1.5.40) ; de plus, en regard
de (1.5.2), il est tentant de penser que les minimiseurs de F sont nématiques
quand x% < p*(q,7) et quand K; et K, sont assez grands. Au moins, nous
disposons du lemme suivant (voir le Lemme 1.5.1 et la Proposition 1.5.2) :

Lemme 1.5.3 Pour tous K, Ko, q, 7,k > 0, si k* > u*(q,7), alors tous les
minimiseurs de F sont smectiques.

Il se trouve que le probléme de la nématicité est relié a la convergence des
minimiseurs de F. Il a en effet été prouvé dans un sens faible (voir [BCLP02,
HPO08a|) que, lorsque K; et K; tendent vers 'infini, les minimiseurs (¢, n)
de F tendent vers (¢°°,n>) avec n>* € C(7) et le point crucial qui nous
intéresse est le controle de cette convergence.

1.5.2 Idées et résultats principaux

Abandonnant provisoirement I'idée d’un controle explicite, nous disposons
encore d’un résultat. Enoncons d’abord un théoréme présent dans [BCLP02,
Theorem 2| qui établit que les minimiseurs sont nématiques pour K, grand
et sous certaines conditions portant sur (¢, 7, k) :
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Théoréme 1.5.4 1] em’ste_X >0 etc > 0 dépendant seulement de Q tels que
pour tout q > 0, il existe K(q,Q) > 0 tel que si Ko > K(q,Q) et ¢ > A7 et
st (¢, m) est un minimiseur de F, alors :

K2 < ¢min(qr, (q7’)2)
implique 1 = 0.

Enoncons également un autre théoréme de [BCLP02| (cf. Theorem 3) qui
donne une condition suffisante de smecticité :

Théoréme 1.5.5 Il existe 3 > 0, dépendant de §) et une constante K(q, )
telles que si Ky > K(q,Q) et ¢ > 7 alors :

k? > Bmin(gr, (¢7)%)

implique ¥ # 0.

Le théoréme suivant constitue une amélioration des précédents, en spécifiant
que sous la température critique (voir le Lemme 1.5.3) les minimiseurs
sont nématiques pour Ky grand :

Théoréme 1.5.6 Pour tous x>0, 7 >0, K > 0, il existe [1(k, 7, K?) > 0
tel que, pour tout ¢ > 0, K1 > KV, Ko > Il(k, 7, K?), si u*(q,7) > K%, alors
l’ensemble des minimiseurs de F est N..

Notons que ce résultat est seulement qualitatif. C’est pourquoi, nous sommes
amengés a écrire les équations d’Euler-Lagrange satisfaites par les minimiseurs
de F en espérant un controle elliptique (explicite) des solutions. Nous verrons
qu’en fait, un tel controle n’est pas assuré du fait d’un multiplicateur de
Lagrange peu régulier. Face a ce probléme dans [Pan03, Section 5] et [Pan0§],
Pan a étudié, dans le cas ou 7 = 0, une fonctionnelle avec une condition de
Dirichlet non-homogéne sur le champ de vecteurs directeurs. Rappelons que,
dans ce travail, 7 est strictement positif; de plus, nous supposerons que le
champ de vecteurs directeurs est un élément de Cyo(7) sur le bord, ot

Coa(T) ={n € C>®(0N):In € C(7) : n = npq},

néanmoins cet élément ne sera pas fixé.

Il y a principalement deux raisons de procéder ainsi. La premiére est d’ordre
technique et apparait lorsqu’on essaie d’obtenir un controle explicite de la
convergence des minimiseurs quand K et K5 tendent vers l'infini. La seconde
est plus "physique" ; en effet, nous avons précédemment rappelé que le champ
directeur tend vers un certain élément de C(7). Par conséquent, imposer cette
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condition au bord, c’est suivre le méme type d’idées que celui qui méne a la
fonctionnelle réduite G. Il nous faut a présent introduire quelques notations.
On note

V7(Q) = H'(Q,C) x V7(Q,8?),

ou

VTS ={nec VT (QR?: |n(x)| =1 pp},
et

VTI(OQLRY) ={A € L2 (R :VxAcL? V-Ac Lt Apg € Con(r)}

Notre objet d’étude sera alors la fonctionnelle FP" = Fiyr (o) dont I'énergie
est :
EPTM(Ky, Ky, q,7,k) = inf  FP"(3,n).
( 1 ) (¥,n)eVT(Q) (¥,m)
On peut maintenant énoncer deux théorémes importants. Le premier consiste
en une estimation d’énergie.

Théoréme 1.5.7 Pour tous réels strictement positifs q,7,k tels que 72 ¢
o(—AP), il existe c1(q, 7, k) > 0 et ca(q, 7, k) > 0 t.q pour tous Ky, Ky, nous
avons :

C1 (Q7 7, '%) CZ(Qa T, /{)

g(‘L T, I{) - \/? - K S gDir(Klu K27q7 T, "i) S g(QuTa ’i)a

ou
K= min(Kl, KQ)

Un choix de ¢1(q, 7, k) et ca(q, T, k) sera explicité dans (8.2.7).
Nous introduisons la quantité :

2|0
A L R (1.5.41)

G(q, 7, k) = 5

Le second théoréme établit une condition suffisante pour n’avoir que des
minimiseurs nématiques sous la température critique.

Théoréme 1.5.8 [l existe C() > 0, tel que, pour tous réels strictement
positifs q, 7, k satisfaisant k* < p*(q,7), 72 ¢ o(=AP), il existe c3(q, 7, k) > 0
tel que pour tous Ky, Ky > 0, si

VE > o) 2LTR)
(g, 7) = K
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alors 'ensemble des minimiseurs de FP" est N,. De plus, on peut choisir
pour cs :

2\ 1/2
cs(g,7, k) = q(1+ )g(q, 7, 1)"/? (1 + %) : (1.5.42)

Alors que le Théoréme 1.5.6 ne donnait aucune sorte d’information sur I'ex-
plosion des constantes d’élasticité a la transition de phase, ce théoréme nous
fournit une minoration explicite de K7 et K5. Et nous observons en effet que
le membre de droite explose lorsque x? devient proche de u*(g, 7) (le Lemme
E.1 et (7.1.8) montrent que g(q, 7, ) tend vers 0 qund x? tend vers pu*(q, 7)),
ce qui est en accord avec les observations physiques (voir [dG95]); notons
que ce phénoméne n’apparait pas dans [BCLP02].
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Perspectives

Les prolongements possibles de ce travail sont d’ordre semi-classique d’'une
part et relatifs aux cristaux liquides d’autre part.
Le principal probleme qu’il serait intéressant d’aborder serait ’obtention de
la minoration dans le Théoréme 1.3.11. Pour ce faire, il nous faudrait déter-
miner des propriétés de localisations des premiéres fonctions propres ; ainsi,
dans notre cas, nous savons déja que ces fonctions sont localisées prés du
bord dans un voisinage de taille B~'/2. Le comportement tangentiel quant
a lui n’est pas encore connu. La construction de quasimode réalisée suggeére
que les premiéres fonctions propres sont localisées prés du point oul B est
minimal dans un voisinage d’ordre B~'/2. Si cette échelle est la bonne, cela
risque de poser de délicats problémes pour le controle du reste dans la par-
tition de l'unité (il serait d’ordre B, c’est & dire l'ordre du premier terme
du développement de A\ (B, A)) utilisée dans I'obtention d’une minoration.
Quoi qu’il en soit, ces échelles de concentration sont intimement liées a ’ordre
du deuxiéme terme du développement asymptotique et une premiére étape
serait donc de montrer une minoration de la forme :

M(B,A) > B(xg)B — CBY2.

Heuristiquement, nous nous attendrions alors a trouver (grossiérement) par
des inégalités a la Agmon : B(r? + s?) de l'ordre de B'/? et donc r et s de
I'ordre de B~1/4.

Ensuite, la monotonie de B — \(B, A) pour B grand pourrait étre un pro-
bleme important en vue d’obtenir I'asymptotique du troisieme champ critique
de Ginzburg-Landau dans notre cas générique (comme nous 'avons fait en
dimension 2). Ce type de problématique a d’ailleurs fait récemment I’objet
d’un travail (cf. [FP09]) dans le cas du champ magnétique constant dans la
boule en dimension 3. La connaissance de nombreux termes de ’asympto-
tique était nécessaire pour prouver la monotonie ; dans notre cas, le nombre
de termes devrait étre moindre, mais les techniques pour obtenir la minora-
tion pourraient sans doute porter quelques fruits...

L’autre probléme s’organise dans le contexte de la théorie des cristaux li-
quides. Pour simplifier, nous avons éliminé le terme de bord dans la fonc-
tionnelle de Landau-de Gennes alors qu’il joue un role capital. Dans ce cas
et lorsque les constantes d’élasticité tendent vers l'infini, le probléme de la
convergence (en termes quantitatifs) du champ de vecteur n vers un élément
de C(7) demeure ouvert ainsi que celui de l'estimation de l'explosion des
constantes d’élasticité pres de la température critique p*(g, 7). Les proprié-
tés de cette derniére sont d’ailleurs relativement peu connues : quelle est sa
régularité en g et 77 Méme asymptotiquement, lorsque g7 tend vers I'infini,
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I’asymptotique & deux termes n’est pas encore établie, méme si des résultats
existent déja (cf. [HPO8b).
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Premiére partie

Analyse semi-classique
d’opérateurs de Schrodinger avec

champ magnétique non uniforme :
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Chapitre 2

Majoration de la premiére valeur
propre en dimension 2

Afin d’obtenir la majoration des Théorémes 1.2.10 et 1.2.11, nous suivons
le programme annoncé dans le Chapitre 1. Nous sommes amenés, aprés un
changement de coordonnées prés du bord et aprés avoir effectué un dévelop-
pement de Taylor, a un opérateur modele. C’est le bas du spectre de celui-ci
qu’on va d’abord entreprendre de majorer ; ensuite nous verrons précisément
(en introduisant un systéme de coordonnées locales (s, t) prés du bord et en
controlant les restes des diverses approximations) comment nous ramener a
ce probléeme.

2.1 Majorations : constructions formelles

En vue d’obtenir une majoration, on va d’abord construire formellement
des quasimodes. On introduit a cette fin un opérateur modéle.

2.1.1 Un opérateur modéle

Nous fixons kg, k1 et a > 0. Dans la suite, ko représentera la courbure au
point ol le champ magnétique est minimal sur le bord, k; combinera cour-
bure et dérivée normale du champ magnétique en ce méme point et enfin, «
sera la dérivée tangentielle seconde.

On supposera, pour clarifier 'exposition que ky > 0, mais cela n’est absolu-
ment pas restrictif. Nous souhaitons étudier la forme quadratique sur ’espace

95
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de Hilbert L?((1 — kot)dtds) définie, pour u € C5°(By,) par :

k
Qo oy oo, B (1) :/ (1—tk;0)|atu|2+(1—tk0)—1|(—z'as+Bt(1—§t+as2))u\dtds,
seR

1
0<t< g
S2kg

(2.1.1)

ot By, = R x [0, ﬁ[ (et par convention By = R x R, ). Cette forme qua-

dratique apparaitra de fagon naturelle aprés avoir effectué le changement de
coordonnées qui sera introduit en Section 2.2.1.
L’opérateur auto-adjoint associé est :

k
Higtron = —(1—kot) 710 (1 — kot) 8y + (1 — tho)? (—ids + Bt(1 — 5115+ as?))?,

avec condition de Neumann sur ¢ = 0 et condition de Dirichlet sur ¢ = ﬁ
(si ko # 0). On commence par changer d’échelle :

t= B*1/27’,
s = B_1/40',
et nous sommes réduits a I'opérateur sur L?((1 — tkoB~'/?)dtds) suivant :
kot \ kot thy \ 2 ke o, st 0\’
_ (1 - —Bl/Q) o, (1 — =i ) o+ (1- 5 ) (t=5pmt Hasms —im ) -

(2.1.2)

On réalise le changement de jauge u — e u afin de faire apparaitre
H(&) comme terme d’ordre B dans l'opérateur (2.1.2). Ainsi, opérateur
défini en (2.1.2) devient :

l{igt ! k’ot tl{?(] -2 kl 2 SQt . (98 2
— (1——31/2) O (1——31/2> &+(1——BU2 t+& = 5pmt + o5 ~ i)

(2.1.3)

i&oBY 4o

2.1.2 Calculs formels pour le cas dégénéré

Ce cas correspond a la dégénérescence du minimum de la restriction de
au bord. Rappelons que la valeur de ce minimum est notée b’ et remarquons
que, en vue d’alléger les notations, nous prendrons ¥ = 1 au cours de ce
chapitre.

On effectue une transformée de Fourier dans la variable s. Ainsi, nous sommes



2.1. MAJORATIONS : CONSTRUCTIONS FORMELLES o7

réduits a étudier la famille d’opérateurs avec condition de Neumann sur ¢t = 0
sur L2((1 — 22%)dt) :

kOt — kot 0 _ 1
Hyorie = —(1 = 5i) 'L = 5ip) + (1= 5g) *(t+ € = 5imt™)”

On développe formellement cet opérateur en puissances de B~1/2.
Terme en B :
Hy= =07 + (t+ &)

Terme en B~1/2 :

Hy = koOy — k1 (t + &% + 2kot (t + £)°. (2.1.4)

On recherche un quasimode sous la forme :
o0 '
j=0
et un développement de la premiére valeur propre sous la forme :
400 '
M(B) =) NB
j=0

Rappelons ici que, comme nous cherchons la majoration la plus fine de la
premiere valeur propre, nous allons chercher les A; les plus petits possibles.
Par suite, on doit résoudre

H()Uo = /\DUO

et, comme on cherche un \y minimal, on fixe £ = &y, on déduit \y = O et
on prend ug = ug,. Ensuite, ’équation suivante a résoudre est :

H0u1 + H1U0 = @0u1 + )\1U0.
Ainsi, on doit étudier :
(HO — @O)Ul = ()\1 — Hl)UO.

Pour qu’il y ait des solutions, le second membre doit étre orthogonal a
ug, donc, en utilisant les formules (1.2.4) (cf. I'expression de H; donnée en
(2.1.4)), on obtient :

ko + k
A+ 0 !

C1 — ©&o(k1 — ko) = 0,
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et on choisit :
uy = Ro(A — Hy)ug

ot Ry est la résolvante régularisée de Hy — ©¢ (voir la Proposition 1.2.1 et
les lignes qui la précédent).
On pose :
ko + k1
2

1) semble donc étre un bon candidat pour étre un quasimode apreés troncature.

ko,k1 __
@1/2 =

Ch + O&o(k1 — ko).

2.1.3 Calculs formels pour le cas non-dégénéré

On considére l'opérateur H (cf.(2.1.3)) :

]i]ot 1 kot k'ot _9 ]{71 2 (e 2 . s \2
_(1_81/2) at(1_Bl/2)8t+(1_Bl/2) (t+§0_231/2t +Bl/28 t_ZBl/4) :
Formellement, on écrit :

400
H = Z Bij/4Hj.
5=0
Cherchons un quasimode sous la forme :
o0 '
U=> B7'U;. (2.1.5)

j=0
et un développement de Taylor de la premiére valeur propre :
00 4
M(B) =) _6;,B7"
j=0
Ici, nous avons :
H() = —8152 + (t + 50)2,
Hy = —2i0,(t + &),

H2 = k’oat - 6? + 2(t + 60)(0[8215 - %tQ) + 2]€0t(t + &))2.

Cela méne a résoudre :

H(]U() = )\0U0.

On cherche Uy sous la forme découplée Uy = ug(t)(s) et, comme on cherche
)\le minimal, on est contraint de prendre A\g = ©Oq et ug > 0 la fonction propre
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normalisée associée.
Nous résolvons ensuite :

H1U0 + HOU1 - @OUl + >\1U0.

On peut donc prendre ©;,, = 0 en écrivant Uy = uy(t)11(s) avec ¢ = 05t
et on trouve :
(H(] — @0)u1 = 22(t + 50)“0.

Comme M; =0 (cf. (1.2.4)), cette derniére équation admet une unique solu-
tion uy telle que [,_, uouydt = 0.
Finalement, on considére :

H0U2 + H1U1 + H2U0 - @[)UQ + @1/2U0.
Ainsi, on obtient :
(Ho—©0)Uy = —H Uy — HyUy + ©1 Uy = 2i(t 4 o) u10s¢01 — HaUy + O 25U,

En multipliant par ug et en intégrant par rapport a t, et en appliquant les
formules (1.2.4) on est amené a résoudre :

ko + ky
2

—(1 — 4]2)a§¢0 + O[@OSQwQ = (@1/2 + Cl - (kl - /fo)@ofo) %-

ol
I = / (t + &) Rol(t + o) uo)uodt.
t>0

Cette derniére intégrale peut étre réécrite en posant v = Ry((t+&p)uo) ; nous
avons :

(Ho — ©g)v = (t + &o)uo-

Par un calcul, on a :
10u
—56—5('750) = .

Utilisant les identités de [BS98] (voir aussi [FH09]), nous déduisons :

1 — 41, — @ — 3011/0, > 0.

Apreés changement d’échelle, nous posons :

ob/*vas?

tho(s) =€ 2V

et :

W kotk
O1j2 = O = —= . LOL + (ky — ko)Oobo + V/3C10Y*Va.  (2.1.6)
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2.2 Quasimodes

On commence par introduire un systéme de coordonnées pres du bord.

2.2.1 Coordonnées (s,1)
On choisit d’abord une paramétrisation du bord :
v R/(|0OQZ) — 09.

Soit v(s) la normale rentrante au point y(s). On choisit 'orientation de la
paramétrisation 7y, de sorte que :

det(v'(s),v(s)) = L.
La courbure k(s) au point v(s) est donnée dans cette paramétristaion par :
7" (s) = k(s)v(s).
L’application ® définie par :

O : R/(|0Q|Z) ]0, to[— O
(s,1) = y(s) + tw(s),

est clairement un difféeomorphisme, quand ¢, est assez petit, avec comme
image

B(R/(|0Q|Z)X]0, to[) = {z € Qld(w,0Q) < to} = Q.

Nous posons :
Ai(s,t) = (1= th(s))A(®(s,1)) - 7' (s),  Aals,t) = A(®(s,1)) - v(s),
B(s, 1) = B(®(s,1)),

et nous avons :

0,4y — 9,4, = (1 — th(s))B(s,1).

Localement, on peut choisir une jauge telle que

t
Ay(s,t) = / (1 —t'k(s))B(s,t")dt!, Ay =0. (2.2.7)
0
La forme quadratique s’écrit :
qpa(v) =/ (1—tk(s))|(i0+ BA2) 0>+ (1 —tk(s))~"|(ids+ BAy )0 dsdt,
0<t<to

ou le tilde désigne la fonction dans les nouvelles coordonnées.
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2 »

2.2.2 Quasimode pour le cas dégénéré

Nous prouvons ici le Théoréme 1.2.11. Nous écrivons le développement
de Taylor a l'ordre 2 de A; (cf. (2.2.7)) :

A, =4, +R,
ou )
A =t(1 - té)
avec
ky = ko — %(0, 0). (2.2.8)

Notons ¢ = uy+ B~"/?u; et remarquons que v est dans la classe de Schwartz.
Comme quasimode, nous sommes amenés (par la construction formelle que
nous avons réalisée) a choisir :

'U/B(S, t) = X(t)w(Bl/2t)€73231/2—2pel’&OBl/QS’

avec y une fonction de troncature réguliére supportée dans [O, ﬁ} et p €]0, 1
que l'on choisira plus tard afin d’optimiser ’erreur.

Remarque 2.2.1.

Le facteur e®0B"*s vient du changement de jauge effectuée dans la Section
2.1.1 et la gaussienne e=s* BT permet une localisation prés de s = 0; la
construction formelle que nous avons effectuée dans ce cas ne permet en effet

pas de déterminer le comportement par rapport a la variable tangentielle.

Nous avons alors :

QBA(UIB) S / (1 — tk0)|6tu3|2 + (1 — tk’g)_1|(—ias + BAl)’LLBFdet

0<t<to

+C / Ak()t{|Dpun]? + |(—i0, + BA, Jup 2 dsdt,
0<t<tg

ou Ak(s) = k(s) — k(0). Ce premier reste est estimé par le lemme suivant.

Lemme 2.2.2 Nous avons le contrdle : :

/ Ak(s)t{|0yup|* + |(—ids + BA)up|*}dsdt| < CBY***|lug|?.
0<t<to
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Preuve.
Remarquons pour commencer qu’il existe C' > 0 tel que :

|Ay(s,t)] < Ct.

Démontrons maintenant la premiére majoration, la deuxiéme pouvant étre
traitée de la méme maniére. On a :

Owug = X/(t)iﬂ(Bl/Qt)675231/272p€i£031/28+Bl/zX(t)1/1/(Bl/zt)675231/272pei5031/25.
Par suite, nous obtenons :
|8tUB’2 < 2|X/<t)w(Bl/2t)|267232Bl/2—2p + 2B|X(t)2//(31/2t)|2ef23231/2_2p.

Ensuite, nous trouvons :

/ EAK(S) O 2dtds < C s () Pl (BY24) 26257 s
0<t<to 0<t<to
L CB / sl (8) 2| (BY24) 26257 s
0<t<to
Comme 1) est dans la classe de Schwartz, on déduit :

[ WP R s = 05 s
0<t<to

Puis, aprés changement d’échelle, pour un certain C' > 0 independant de B,
on a :

B/ sl () 2|/ (BY2t)2e 2" dtds < CBB™Y2 B4 |up
0<t<tg

= OB ug||?.

Nous approchons alors le potentiel A; par A; et on écrit :
/ (1 tho)|Bunl2 + (1 — tho) " |(—ids + B A )up|2dsdt
0<t<tg
_ / (1 tho)|Bun|2 + (1 — tho)~|(—ids + BAy )up|2dsdt
0<t<tg
+R {/ (1 — tho) *(B*|Rug|® + 2B(—i0, + le)uBRuB)dsdt} :
0<t<to

Ce nouveau reste est estimé par le lemme ci-dessous.
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Lemme 2.2.3 Nous disposons du contréle suivant :

‘&e {/ (1 — tho) Y (B?|Rug|* + 2B(—i0, + BZl)uBRuB)dsdtH < CBY***|lup|®.
0<t<tg

Preuve.
Il suffit de remarquer que

|R(s,t)] < C(#* + s*t + st?)

et d’effectuer un changement d’échelle en s et en ¢ (et d’utiliser la décroissance
exponentielle de 1) et de la gaussienne).

Les restes étant ainsi controlés, il nous reste & examiner le terme principal.
Rappelons que :

Qko,kl,O,B<UB) =< Hpy k1,0,BUB, UB > L2((1—tko)dsdt) -

Calculant les commutateurs de Hy, x, o5 avec la fonction troncature et la
gaussienne, nous déduisons le lemme suivant :

Lemme 2.2.4 On a :
< Hig by 0, BUB, UB > 12((1—tho)dsdt) =< Hiokr 0 (BY2), 0(BY?) > 1201 _thoyar)

+O(BY272) |ug]|*.

Preuve.
Mentionnons juste les points cruciaux de I'estimation. On estime

/Wa&r*B”%”kf*B”%ﬂﬂx@nﬂ¢«BL”deuw

par O(BY?72)|ug]|? et du terme [(Bt 4+ BY2£)8,(x(t)(BY/2t)e=="B"**)
par O(B~)|ug|* grace au fait que M; = 0 (cf. (1.2.4)) et que 1 est dans
la classe de Schwartz.

Enfin, par notre construction formelle, il est clair (les restes qui apparaissent
sont toujours traités de la méme fagon) que :

< Hig py 0 (BY?1), 0(BY2) > 121 -thpyan < (B0 B+OY5y" B> +C B> 7%) |up|*.
On en tire :

Qo 0.8(up) < (©0B + 019" BY? + CBY*7%)||ug|*.
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. . _ 1 .
On optimise les restes en prenant p = 5 :
gpa(up) < (0B + 05" B/? + CB'?)|ug|.

Ainsi, il ne reste plus qu’a remplacer k; par son expression et la majoration
du Théoréeme 1.2.11 est démontrée.

Remarque 2.2.5.

Il suit des identités (1.2.4) que :

C
71—@050=M3—53>07

ot M3 = / (t + & )updt. Cette remarque permet de comprendre comment
t>0

la majoration du Théoréme 1.2.11 améliore celle de Aramaki (cf. [Ara07]).

2.2.3 Quasimode pour le cas non-dégénéré
On écrit le développement de Taylor :
A, =4, + R,

ou i
A =t(1— t;l + as?)

avec o défini en (3.1.5) et k; défini en (2.2.8). On pose :
up(s,t) = x(H)U(BY*s, BY/?t)ei%0B'*s

ou U est obtenu en conservant seulement les trois premiers termes de (2.1.5).
Nous avons (approximation par la courbure constante) :

QBA(UB> S / (1 — tk:o)|8tu3|2 + (1 — tko)_1|(—ias + BAl)UBFdet
O<t<to
+C / Akt {|Dun]? + |(—i0, + BAYup |2 dsdt.
0<t<to
De plus, on a (approximation du potentiel) :

/ (1 tho)|Bun|? + (1 — tho) " |(—ids + BA)ug|2dsdt

0<t<tg

_ / (1 tho) B2 + (1 — tho) " |(—ids + BAy )up|2dsdt
0<t<tg

+¥ {/ (1 — tho) " (B*|Rug|® + 2B(—i0, + le)uBRuB)dsdt} .
0<t<to
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Comme U est dans la classe de Schwartz, nous déduisons (le reste vient
d’une part du commutateur de la troncature et de l'opérateur et d’autre
part de l'erreur due a la troncature dans le développement de 'opérateur en
puissances de B) :

Qo ks 08(up) < (OB + OB + C) Jup||.
En outre, nous avons :
IR| = |A; — Ay < C(s°t + st® + %),

Ainsi, nous obtenons :
‘?R {/ (1 — tko)_l(BZ|RuB|2 + 2B(—z@s + le)uBRUB)det}‘ S OBl/4||UB||2.
0<t<to

Finalement, on trouve :

gpa(up) < (Q0B + O B> + CB"*)||ug|”.

En particulier, nous avons prouvé la majoration dans le Théoréme 1.2.6.
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Chapitre 3

Minoration de la premiére valeur
propre en dimension 2

Ce chapitre vise la minoration du Théoréme 1.2.10. Dans un premier
temps, sous notre hypothése générique (1.2.6), nous améliorons le reste du
Théoréme 1.2.2 en prouvant simultanément des estimations d’Agmon les pre-
miéres fonctions propres. Dans un deuxiéme temps, nous nous ramenons a un
opérateur modéle (dont le spectre est proche de celui de Pga) en controlant
les restes de nos approximations par les estimations d’Agmon. Enfin, nous
transformons l'opérateur modéle par des changements de jauge, de variables
et de fonctions pour nous ramener a un opérateur dont le spectre est connu.

3.1 Minoration grossiére

Pour obtenir la minoration dans le Théoréme 1.2.6, on utilise la tech-
nique de localisation rappelée en (1.4.29) et (1.4.31) ainsi que les estimations
normales d’Agmon (cf. Proposition 1.4.6).

3.1.1 Partition de 'unité

Pour chaque 0 < p < %, B > 0,e> 0et Cy > 0, on considére une partition
de 'unité comme en (1.4.29) et on la modifie comme suit. Essentiellement,
le rayon de toutes les boules est r = B~ sauf pour les boules suivantes :

1. D; =D, . dont le centre est le minimum de 3 sur le bord (on suppose

Jmin

que la partition a été modifice pour qu'un tel disque existe) admet
Cor = CoB™ comme rayon,

2. les disques qui rencontrent le bord admettent er = e B~ comme rayon.

67
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Les fonctions de troncature de cette partition seront notées Xf et on remarque
que le C de (1.4.29) dépend de Q, €, Cy, B. On choisira enfin p, € et Cy dans
la suite pour rendre l'erreur aussi petite que possible.

Notons qu’on utilisera la formule de localisation (1.4.31).

3.1.2 Estimations pour la minoration
Etude a intérieur de Q

Soit j tel que D, ne rencontre pas le bord. Il est connu que (cf. (1.4.32)) :

qBA(Xfu) > B/B(x)|x§3u|2dx > bB/ |Xfu|2dx.
Q Q

En regard de (1.2.6), ces termes ne joueront aucun role dans le calcul du
développement asymptotique.
Etude au bord

Les notations qui suivent sont celles de la Section 2.2.1.
Approximation par un champ magnétique constant sur un domaine
a courbure constante

Nous pouvons supposer que le centre du disque D; admet pour coordonnées
(55,0) et que les coordonnées du minimum sont (0,0). On pose :

k’j = k(Sj), B(Sj,O) = Bj et Ak'j(5> = k’(S) — k’j.

On a:
(1~ th(s)B(s,t) = (L — thy)B; — tAk;(s)B(s,1) + (1 — thy) (B(s, 1) — B).
(3.1.1)
On écrit (voir (2.2.7)) :
Ai(s,t) = Ay j(s,t) + Ry(s,t), (3.1.2)
Au(.8) = (t— by )3, (3.1.3)

3
Remarquons que, dans la suite, nous aurons a estimer le reste R; suivant que
s; est plus ou moins proche de 0.
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Controle des restes

Ainsi, nous voila conduits & comparer gga avec la forme quadratique asso-
ciée au probléme de Neumann sur un domaine a courbure constante (voir le
Théoréme 1.2.3 et [BPT98, FH09, FH06a, HMO1]). Pour tout A > 0, nous
trouvons (par le biais de l'inégalité de Cauchy-Schwarz) :

qBA(’Uj> > (1 — )\) /(1 — tk’j)]@tﬁj|2 + (1 - tkj)il‘@'as + Bﬁ1’j>@j|2d8dt
—C/Ak?](S)t(|aﬂ~)j|2 + |(188 + BA1)6J|2>det
2
—BT / IRy (s, )i 2dsdt,

ol v; = XfUB avec up une fonction propre associée a A;(BA).

Nous appliquons alors le résultat du champ magnétique constant sur un do-
maine de courbure constante pour obtenir 'existence de C' > 0 tel que pour
tout j tel que D; NN # (0 :

/(1—tk:j)|at@j|2+(1—tk:j)—1|(z‘as+BZLj)aj|2dsdt > (©0f; B—Cik; B>~

(3.1.4)
On choisit p = 1 (voir Figure 3.1.4) et on remarque que |A;k(s)| = O(B~"/*)
(uniformément en j). Ainsi, avec les estimations normales d’Agmon (cf. Pro-

o2
COB—1/4

€0

Ljmin = (07 0)

€B—1/4

Tj= (Sj= 0)

€0

FIGURE 3.1.4 — Partition de I'unité prés du bord
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position 1.4.6), il existe C' > 0 tel que pour tout j :
’/Ak}](S)tﬂaﬂN}JF + |(135 + BAl)@JF)det S CBi“’TJ]HQ

Nous posons :
10%3

=5

(0,0) (3.1.5)
et nous rappelons que &' = 5(0,0).

Sous I'hypothése de non-dégénérescence du minimum, on peut choisir €5 > 0
suffisamment petit pour que :

52 < B(s,0) — B(0,0) < ;aSQ (3.1.6)

| e

pour tout |s| < €.
Pour estimer le reste, on distingue suivant trois régions :

° j:jmina
® |s;] > e,

(] C()B_l/4 < |Sj| < €.

Cas 1:j=7jnn
Comme
o5
—(0,0) =0
33( 0) =0,
nous avons, avec (3.1.1) et (3.1.2) :
R, (5,1)] < C(£* + 7).

Par conséquent, utilisant la Proposition 1.4.6, nous obtenons :

2

*dsdt < CB7?||0;,.,.

/ ‘R imin (57 t)i}jmin

Prenant A = B~/2, nous déduisons :
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Cas 2 : |sj| > ¢
Nous trouvons :

[R;(s, )] < O((s — st + 7).

Ainsi, on a :
/|Rj(s,t)17j|2dsdt < C(B™3%e + B7%)|19;]I>.

De plus, il existe b” > b tel que, pour tout |s;| > €y, nous avons : 5} > b
On prend A = B~'/2 et on déduit, par (3.1.4) et pour B assez grand, que
pour tout j satisfaisant |s;| > € :

qpa(vj) > @ob/BH@jH2-

Cas 3 : C()B_l/4 < |Sj| < €0
On se sert de 'inégalité suivante :

9 0,5)

o <C sup [B-V]

|s—s;j|<eB—1/4

sup
|s—s;|<eB—1/4

pour déduire de (3.1.2) et (3.1.1) que :

/ Ry(s, )i, Pdsdt < C(B322  sup |G — |+ B2

|s—s;j|<eB—1/4

En conséquence, on peut écrire, avec A = B~1/2 :

aa(v;) 2 (OB + B(Oo(B(s;) V) = Ce®  sup |3 —0])]5]*.

|s—sj|<eB~1/4
Par non-dégénérescence, nous avons, pour Cy > 2¢ :

sup  |B—¥| <27  inf 13—V (3.1.7)

|s—s;j|<eB—1/4 |s—sj|<eB=1/4
En effet, nous avons, pour tout Cy > 2¢ :

. 5 Q . a _
inf B —b]> = inf 52 > —(s; — eB71/1)?
|s—s;j|<eB~1/4 |s—s;j|<eB—1/4 2

et

wo

. 3
sup |-V < °a sup s < a(Sj + eB742,

s—sj|<eB~1/4 s—sj|<eB~1/4 2
j j
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Ainsi, nous obtenons, pour Cy > 2¢ :

SUD|,_ . cepg1/a |B =V - —1/4\ ? BT Y
Pl seB -t |{3 | <3(Sg+63_1/4) :3(1+L_1/4) <27
infl,_, j<p s |5 — V| s;— B s;j—€B

On en déduit, pour Cy > 2¢ :

qa(v;) > (©b'B + B(0y — 27C€?) inf |B — b’])||v~j||2.

|s—s;|<eB—1/4

On utilisera plus tard qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout Cy > 2e :
apa(0y) = (OB + cB(B(s;) = V) 151> (3.18)
En effet, on a, pour tout Cy > 2¢ :

_ 1
inf Y] > —
\s—sﬂlgeB*U4 |5 | - 27(

Bs;) = ).
Nous trouvons, pour € > 0 assez petit :
qpa(v;) > (BB + CB'?) 3],

Nous en concluons que :
Y asa(v;) = (OB = CBY*) Y " o
7 brd j brd

Rassemblant cette estimation et ’estimation a l'intérieur de €2, nous avons
la minoration du Théoréme 1.2.6.

3.2 Minoration raffinée

Cette section est consacrée a I'obtention du deuxiéme terme annoncé au
Théoréme 1.2.10. Nous commencons par montrer des propriétés de localisa-
tion des premiéres fonctions propres sur le bord.

3.2.1 Estimations tangentielles d’Agmon
Estimées tangentielles d’Agmon pour ugp

Nous utilisons maintenant la minoration trouvée en (3.1.8); plus précisé-
ment, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 et C' > 0 tels que, pour tout Cy > 0
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suffisamment grand, il existe C’ > 0 t.q pour tout u dans le domaine de forme
de gga :

gpa(u) > (bB—CBY?) Y |Ix;ull?
jint
S (OB +e(ls;) —¥)B ~ OBl

J brd,j#jmin

+(Oot'B — C'BY?)||xjmtl*-

Notons que les termes en B'/? proviennent du reste dans la partition de
I’'unité ; nous avons en effet :

> IVxFusll? < OB |lug|?
J

et nous découpons ensuite cette majoration sous la forme :
CBY2|lug|* = CBY? Y |IXJupll+CBY? (X uslP+CBY? Y X usl.
j brd 7 int

Nous choisissons u = exp(B'/2®)up ; nous rappelons que, par le Théoréme 1.2.6,
nous avons la majoration suivante :

M(B,A) < OyB+ CBY2.
On écrit ensuite :

[V exp(B2®)us? = 3 x|V exp(B'/2®) us]>
J
Injectant ces estimations dans (1.4.34), on trouve l'inégalité suivante en di-

visant par B (aprés avoir éliminer les termes intérieurs en remarquant que

@ob/B < bB) :
/ (C'BV2 4 |VOP)|x. exp(BY2®)ug|? >

D [ (e(B(sy) = V) = CB™2 = [VOP)|x; exp(B*®)up|*dsdt.
JET A
On choisit
O = ayd(s),
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ou d est la distance d’Agmon associée a la métrique (5(s,0) — b')ds? i.e :

sl
d(s) = /0 (B(c,0) — b)2do.

On peut remarquer, assez grossiérement, que d(s) ~ ys? (pour un certain
v > 0).
Sur Dj . . on remarque que :

Vo> < CB~Y2,
Alors, pour j # Jmin, on considére la quantité :
c(B(s;) = V) = CB™Y? —ai(B(s) = V).

Pour € > 0 et oy assez petits, il existe ¢ > 0 tel que pour j tel que |s;| > €
et B assez grand, nous avons :

c(B(s;) =) — OB Y2 —a2(B(s) — V) > ¢

Pour Cy > 2¢, il existe ¢’ > 0 tel que pour j # juin €t |s;| < € et B assez
grand, nous avons :

c(B(s;) =) = CB2 —af(B(s) —¥)) > 'B71/2.

En effet, par non-dégénérescence, nous avons (3.1.7). Ainsi, nous obtenons
C > 0 et By > 0 tels que pour tout B > By :

> / X, exp(BY2®)upl* < C | exp(BY2®)up|?.

j brd |s|<CoB~1/4
Nous en déduisons la Proposition 1.2.8 et avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Pour tout n € N, il existe C' > 0 tel que pour tout B assez
grand :

/ s*{|up|® + B~ (iV + BA)up|*}dz < C’B_”/Q/ lup|®dz.
Q0

Q

On va observer dans le paragraphe suivant qu’en utilisant cette premiére
information de localisation et en reprenant la méme technique que prédé-
demment, nous allons tirer une information sur la décroissance de Dsug.
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Estimées d’Agmon tangentielles pour D,upg

Dans cette sous-section, nous allons commencer par donner une estima-
tion de

Bl/2g

4BA(Xjmin€~  “UB)-

L’objet du lemme suivant est de donner une majoration de cette quantité :

Lemme 3.2.2 [l existe ay >0, C > 0 et By > 0 tel que si = oy d(s) et si
B > By, alors :

aa(Xpme® Pup) — @Ob/B/

) B/2¢ 2d < CBI/Q ) 2d

Preuve.
On considére une partition de I'unité comme en (1.4.29). Nous avons toujours
la formule (1.4.31) et :

apa(u) > qpalxPu) — CB?||ul”
i

On utilise (1.4.34). On a
M(B,A) < OB+ CBY?,

Ainsi, nous obtenons, avec les inégalités de la section précédente :

2

dz

B/2%
X;€ up

5 (e " un) + 37 (OB c(3(s) ~1)B) [
+0BY /

7 int

2
1/2
x;e” (DUB) dx

1/2 2 1/2 2
< (@Ob’B—i-C'Blﬂ)/‘eB/@uB‘ dx+B/’V<I>eB/q)uB dx + CBY?||ug|?,

ou © = aqd(s).
On dispose du controle :

o),

et on déduit le lemme.

2
ijmV@eBl/zq’uB’ < CB'? /
Q

2
1/2
Q

Nous passons maintenant & la minoration énoncée dans le lemme suivant.
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Lemme 3.2.3 [l existe a; > 0, C' > 0 et By > 0 tel que si & = ayd(s) et
B > By, alors :

2

dx

BY/2%

1a(Xjpme® " Pup) — Opb'B / Xjmin€~ UB

Q
"
ZBl/QM <2€0)/|D5(X
Q

eBl/%uB)Pda: — C’Bl/Q/ X uB|2d.
Q

Jmin

Preuve.
On introduit :

Qapp(V) = / (1 — kot)|Opv|*+ (3.2.9)
t>0,s€R
k
(1 — kot) "' (Bt + Bas?t + BY?¢, — D, — BétQ)detds.
Si on écrit :
Ais.t) = [ (L= er()is. it
on a :
(1— tk(s))ﬁ’(s, t)=(1—tky) + as® + O(t2 + |s|t + |5|3),
et donc :

. k
Ai(s,t) =t — Eltz + as’t + Ot + |s|t? + |s’t). (3.2.10)

Ensuite, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons pour tout A > 0 :

B2
45a(v) 2 (1= N)app (v) = <[ Ro[]*
Par exemple, nous pouvons estimer [(st?)?|v|?. Par les estimations tangen-
tielles (cf. Proposition 1.2.8) et normales d’Agmon et posant :

o BI/Qq)

B

nous avons :

B2/32t4|v|2dsdt < CB?B7Y2B7||v|%

De la méme fagon, on controle les autres restes et, en choisissant A convena-
blement, nous obtenons :

qBA (V) > Qapp(v) — 031/4/ lv]?. (3.2.11)
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A l'aide & nouveau de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et des estimées d’Agmon,
nous trouvons :

app(v) > (1= B2, (v) — CB'/? / v[?dz,
ou

qup(v) = / (1 — kot)|Opv|* + (1 — kot)™*|(Bt + Bl/zfo — D,)v|dw.
t>0,s€R

Reéalisant une transformée de Fourier partielle dans la variable s et posant
w = 0, NOUS avons :

2, ) = / (1= ko) |Buwl2 + (1 — ko)~ |(Bt + B2 — o')u|2dtdo.
t>0,0€R
Ainsi, nous obtenons avec la Proposition A.4 :
2 / 2 121" (o) 2 1/2 2
Qapp(V) > @obB/\v] dz + BY T/[Dsw dx — CBY /|v| dx.

Réunissant toutes les inégalités, le lemme est prouvé.

En conséquence des Lemmes 3.2.2 et 3.2.3, nous avons la majoration :

2
/)Ds(ijneBl/%“B)‘ dz < C/ lup|*dx.

Nous en déduisons la proposition suivante (car le commutateur de Dy et x;, ..
est de lordre de BY/4) :

Proposition 3.2.4 (Estimées tangentielles d’Agmon pour Dug) Avec
les notations précédentes, il existe C' > 0, ay > 0 et By > 0 tels que pour tout

BzBO
J

ou x est une fonction troncature supportée dans [—to,to).

ealBl/zx(t(x))d(s(z))DSUB’2dw - OB1/2/ lup Pde,
Q

Corollaire 3.2.5 Pour tout n € N, il existe C > 0 et By > 0 tel que pour
tout B > By, nous avons :

/X(t)82n|D5uB|2dx S OBI/2_n/2/ lup|*dz.
° Q

Remarque 3.2.6.
Les estimées normales et tangentielles d’Agmon disent grossiérement que |up|
a le méme comportement que e‘aSQBl/Quo(Bl/Qt),
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3.2.2 Minoration raffinée

Dans cette section, nous prouvons la minoration du Théoréme 1.2.10. On
1
considére une partition de l'unité comme en (1.4.29) avec p = 7~ 7 pour
7n>0.0Ona:

gpa(u) > qpalxfu) — CBY* 7 u).
j

Controle loin du minimum

Rappelons quelques estimations que nous avons déja obtenues. Pour j tel
que D; ne rencontre pas le bord, nous avons :

qpa(x;u) > bB/Ixjulzdx.

Pour j tel que D; rencontre le bord et j # jnin, NOUs pouvons remarquer
que, pour B assez grand :

qa(X;ju) > @ob’B/]Xju|2dx.

Réduction & un modéle prés du minimum

Par les inégalités que nous venons de rappeler, nous obtenons :

gpa(up) > OB Y [Ixjusl® + qpa (X, us) — CBY* 7 ug|*.

Grace aux estimées normales et tangentielles d’Agmon, nous avons prouvé
dans (3.2.11), avec (3.2.9), (3.2.10) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz que :

4BA(XjoinB) = Gapp(Xjpinuis) — CBY*|lup]|.
Pour faire disparaitre le terme as?t, on fait un changement de variables :
t=\(s)T,
ot A(s) = (1 +as?)"2; on a:

or . . . or . .
Osv = %672} + 050, O = EGTU, (3.2.12)
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ou ¥ désigne la fonction v dans les variables (7, s) et nous sommes ramenés
a la forme :

(V) = /{(1 — koTA(s)) |02

+ (1= kotA(s)) " [(BT + &A(s)BY? = A(s)D, — B

+ ocTs)\(s)3DT)v|2})\(s)_1d7'ds,
oll nous avons omis le tilde pour alléger les notations. Remarquant que s* =
O(B?~1/2), sur le support de v = ;. up, nous faisons les approximations
suivantes dans L? :

—A(s)Dyv = =Dy + O (s*) Dyv,
2A(s)’v = v+ O (s°7%) v,
sA(s)*7Dyv = stDyv + O(s*7)Dyv.

On trouve d’abord :

Qapp(V /{ (1 —7ko)|0r v|
k1T2

+ (1 — ko) (BT + &A(s)B? — A(s)D, — B 5

A(5)® + asA(s)* 7Dy )u| "} A(s)

—C/A)\(S)T{|87U|2+ |(BT + &A(s)BY? — \(s)D, — B]ﬁ; A(s)?

+asA(s)>r D, )| Y A(s) " drds,

ou

Examinons le second terme :

k‘17'2
2

/AA(S)T{@UP + | (BT + &A(s)BY? = M(s)Ds — B——A(s)®

+asA(s)’TD,)o| Y A(s) " drds.
Revenons dans les variables (¢, s), ce terme devient :

2
/ AA(s t{|8t 2+ |(B(1+ as?)t+ &BY? — D, — Blet)uF}dtds.

Alors, les estimées d’Agmon donne un controle de ce terme en O(1). Ensuite,
par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, les estimées d’Agmon (pour up et Dsup

1des
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aprés étre revenu dans ls variables (s,t)) et utilisant la méme analyse que
dans (3.2.11), nous avons :

B Ay

/ (- Tko)\aw (1= ko) |(Br + €A(s)BY2 — A(s)D, — B

+as\(s)*7 D, v YA(s) " drds

> / {(1 — 7ko)|0-v]* + (1 — 7ko) ' |(BT + &oM(s)BY? — D, — Ble Jv ‘ PA(s)"'drds
CBY4|v%.

On a finalement avec v = x;,... UB :

qpa(up) > Oy0'B Z Ix;usl? (3.2.13)
+ / {(1 = 7ko) |00 + (1 — 7ko) | (BT + &o\(s)BY? — D, Bkl—T | FA(s)"tdrds

CBY|ug|* = CBY* > ug|.

De plus, grace a la décroissance exponentielle de ug loin du bord (estimées
normales d’Agmon), on peut remplacer Y, , par une fonction de troncature
réguliére telle que

SUppXj,.., C {0 <t < B™V* et |s| < B~Y/4m},

autrement dit nous supposons, pour des raisons techniques, que x;,... est
supportée dans des rectangles plutot que dans des boules.

3.2.3 Minoration pour le modéle

A A

7 5
B2 ° T B

Ainsi, nous sommes réduits, aprés changement d’échelle 7 =
a I'étude de :

ko? ,
= 1 — — .
Qmod(u) /7;>07§€R {( Bl/Q)IaTu’

koT
B1/2

Dy ki A2V 12 8
Bl/4 231/2T Jul }(1 + B1/2

+(1- )7+ EAN(B —1/43 §) — )1/2d ds.

Réduction a la mesure euclidienne
Pour faire disparaitre le poids (1 + BT /2)1/ 2 on réalise le changement de

fonction défini par :
a? \ .
(1 + B1/2> u= fp(8)u,
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on a:
koT 9
Qmod U) = / (1 - —) 872U|
( +>0,§GR{ B1/2 |
koT —1|/a —1/4 4 Dy fé(é) k1 A2\ 12 PN
+ (U= i) G+ QABTV) = g = S = S pn el pards.

Terme en s

On désire faire une transformée de Fourier dans la variable § pour étre réduit
a un probléme sur le demi-axe, mais le terme 50)\(3_1/ 43) nous ennuie; c’est
pourquoi on va le faire disparaitre dans un changement de jauge. On écrit :
A(B7Y48) = 1+ rp(8) et on fait le changement de jauge : v + ¥ = ve ?(),

ol o(3) = /D § [507“3(0) - B} . ﬁg;] do

pour étre réduit a :

~ k()% ~12
(@)= [ {1- el
7>0,5€R B1/2
k’072 . N D§ kl A2\ ~ 2 A 7n
+ (1 - Bl/2) |(T ‘f‘fO - B1/4 - 231/27— )U| }deS’

ot u = (x;,..up)(BY*#, BY45). On peut désormais faire une transformée de
Fourier en la variable § qui nous raméne & un probléme en une dimension
dans la variable normale :

k[ﬂA' 2 ]{072 1/ g kl ~92 2 R
Qn(w) = /%>0 |:(1 — m)|6+w| + (1 — Bl/Z) |(7’+§0 - m - WT )w| d’T,

avec w = 0.

On peut alors utiliser les résultats de I’Annexe A (o on remplace la fonction
[ par t, ce qui ne pose pas de probléme par décroissance exponentielle de w
en la variable 7 du fait des estimées normales d’Agmon). Il existe donc C' > 0
tel que pour tout B assez grand :

n /‘k

Gn(w) > (@0 + (@lf%kl RS0 (250)02)3_1/2 — CB_3/4+3’7) / lwl? (1 _ T ) dr.
#>0

Remarque 3.2.7.

Dans [HM04, FH09], le fait que le champ magnétique soit constant permettait

de se réduire au cas kg = k1 = 1, et donc on avait @1?’2 = -
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Retour dans les variables initiales
Par la formule de Parseval, on trouve :

Gmod(U) = Gmod(V) =

o Tk A ga
(O + @llc%k B 1/2) [ER ‘U’Q <1 _ Bl/2) d7ds
#>0
" k
+ B1/2—(2£O) / | Dsof? (1 - ;1/02> dds — B/ |ul|?.
3eR

7>0

On a:
|Ds0)? = |(Ds — ¢'(5))ol*.

Comme |¢/(3)| < C32B~1/2 < OB~Y2+21 sur le support de v, on déduit :
|D§1~)|2 > (1 - B—1/4+n>|D§U|2 . B—1/4+n‘v|2_
De plus, nous avons :

as

Pev=spin

fB(S)_3U —I— fB(é)Dgu
On déduit :
|D;0)? > |Dsul> — CB~Y4(Ju|? + |Dsu|?) — B~Y4| Dol

Apreés changement d’échelle,

a2 \V?
drds = (1 + m) dtds,

as? \ /2
[of* = (1 + m) [ul?,

ot t = B~/2t, et avec les estimées tangentielles d’Agmon, nous trouvons :
IDsvl|? < Cllull®, [ Dsull® < Cflull?,
et
Gmoa(t) > Oollul)? + O, B~ lu]®

o2, 1 (&) <12 72 tko o\ p-1/2
+(/ {a@0|su| + 5 |Dgu|“d$ l—Bl/2 dt | B~V

—C B34, (3.2.15)




3.2. MINORATION RAFFINEE 83

ot i(t,8) = u(#,3) et, encore grace aux estimées d’Agmon, on a remplacé
Dsu par Dgii et 7 par t en remarquant que : Dsu = D + %D;{L et
M(8B~Y/")% = t. Nous reconnaissons la forme quadratique de I'oscillateur

harmonique et nous avons :

" 1
/{a@0|§a|2+“ (2€O)|D§a|2}d§2 @/W?dé-

on prend 77 = 5 et le minoration dans le Théoreme 1.2.10 suit de (3.2.15),

(3.2.13) et (1.2.4) aprés avoir remarqué, par les estimées d’Agmon, que :

/ ]ijmuB|2dx =(1 —i—O(e_CBn))/ lup|*dz.
Q Q
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Deuxiéme partie

Analyse semi-classique
d’opérateurs de Schrodinger avec

champ magnétique non uniforme :
3D
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Chapitre 4

Estimations uniformes pour la
premiére valeur propre,
applications

Le but de ce chapitre est motivé par I'étude de p*(q,7) (cf. Théoréme
1.3.17) et la localisation des fonctions propres associées. En fait, comme nous
I'avons annoncé dans 'introduction (cf. Théorémes 1.3.5 et 1.3.4), nous allons
montrer des majorations et minorations de A\;(B, A) en précisant comment
les restes sont controlés en fonction des variations du champ magnétique
(qui sera de module constant) ; cela permet notamment d’accéder au régime
T — 00 pour u*(q,7) ou encore de considérer le cas des “grands” ouverts.

4.1 Majoration

Dans cette section, on prouve le Théoréme 1.3.5. On se réfere a [HMO4|
et nous allons insister sur les points cruciaux ou 'uniformité joue un role.
Dans le cas du champ constant sur Ri, nous savons (voir les conséquences du
Lemme 1.3.1) que le bas du spectre est minimal lorsque le champ magnétique
est tangent au bord. Ainsi, on va construire un quasimode localisé prés d’un
point ot le champ est tangent. Plus précisément, on va tronquer ug, et nous
en servir comme fonction test.

On fixe g € 99 tel que : B(xg) - ¥ = 0. Un tel x( existe; en effet, en
remarquant que div(3) = 0, la formule de Stokes donne :

895 -vdo = /Qdiv(ﬂ)dm = 0.

87
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On choisit 6 €]0,1/2[ et on suppose que u vérifie

Supp(u) C B({Em O[T),
avec r = .
On suppose que le support de u est suffisamment petit de sorte qu’aprés
le changement de coordonnées donné dans la Section D.1, on peut utiliser
les mémes arguments que dans le Lemme 1.4.2 et prendre une jauge dans

laquelle A satisfait :

|A(y) — A%(y)| < C|Blezlyl,

ot A’ = AL R avec R = (R, R2, R3) et ot R; est un polynéme homogéne
d’ordre 2 et ou V23 désigne la matrice hessienne de 3.
On trouve :

||quU||2 < (1 + Cr)(qqu(u) + O(‘,B|(2;27“6q2”u|’2 + q7“3|,6|c2||UHC]A0(U)1/2)).
On pose :
—3 1/2
1/4+6 ,—ifoy2q Ugo(ql/ng)x(4q5y3)x(4q‘s(y% + y§)1/2>'

On doit comparer : ||V qoul|* et ||V punul/?. On obtient :

u(y) = q

IVgnoul® < IVamull® + C?r* (1 + [VBIZ)|full*
+2R {/ (iV + A" - (qA” — qA“”)udy} .
ly|<aryz>0

On doit estimer le double produit (cf. [HMO04, section 6, p. 120]; cela utilise
le fait que M; = 0 ou M; est défini en (1.2.4)) :

‘5}% {/ (iV + qA"™)u - (qA° — qum)udy}' < C(14|VB|s)g' .
ly|<ar,y3>0

En outre, par décroissance exponentielle de ug,, on a :

4.2 Minoration

Dans cette section, nous prouvons le Théoréme 1.3.4 et nous rappelons
que dans ce qui suit : ||V x A| = 1. Pour tout » > 0, on considére une
partition de l'unité comme en (1.4.29) et on garde en mémoire la formule
d’IMS (1.4.31).

On distingue comme d’habitude deux types de boules : les boules a I'intérieur
de 2 et celles qui rencontrent le bord.
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A Tintérieur de Q

Soit j tel que B; ne rencontre pas le bord.
Rappelons (1.4.32) : pour tout ¢ € C5°(€2), on a :

/ GV + gA"™ )Pz > g / e, (1.2.1)
Q Q

On applique d’abord le Lemme 1.4.2, pour obtenir changement de jauge
v — ey qui nous donne de l'uniformité dans lestimation du reste de
I’approximation du champ magnétique par le champ constant. Puis, avec
I'inégalité classique :

1
a7 > (1 2)|af? — 5%
pour tout A > 0, nous obtenons :
L 169+ ot = Vot Pde = (12 [ 167+ A" (ue ) s
Q

_02 2|Vﬁ’oo 4 /|X]U'| dl’

ot A" est défini dans le Lemme 1.4.2. Ainsi, on trouve, avec (1.4.32) appliqué
a1 =y ue

[169+aanopa = (-2 - 2@ T8 [guran w2z
Q

Prés du bord

On se réfere a [HM02, HM04], mais nous aurons ici a controler soigneuse-
ment 'uniformité par rapport aux parameétres. Nous utiliserons le résultat du
champ constant sur R?. On utilise le systéme de coordonnées locales donné
en Annexe D. Soit j tel que B; N0 # 0. On peut supposer que z; € 09
et x; = 0 sans perte de généralité. Apres le changement de variables donné
par le diffécomorphisme ® (cf. Annexe D, Section D.1), nous avons (formule
D.3) :

[ 169+ ah)ulds = [ 169, + aA)Gal o+ owy oy det(DD)dy.
Q 3>0
Il existe C' > 0 (uniforme en j) tel que :

| 1694 0A) Gl pay syl det(DDdy = (1=C1) [ |6, +ah) Gl
y3>0

y3>0
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On utilise encore 'approximation du champ magnétique constant (pour des
demi-boules) sur le support de ;.
Plus précisément, il existe a > 0 tel que pour tout j :

supp(x;) C B(zxj,ar).
Ainsi, on change notre partition de 'unité en remplagant les boules qui ren-
contrent le bord par ®(B(x;,ar)). Il existe C' > 0 tel que pour tout j, il

~ lin
existe A (défini au Lemme 1.4.2) satisfaisant :

. XN — . ~ling,_
[ 16V, akGalay = (-2 [ (v, + gA")Galdy
y3>0 y3>0
C%? _ - __
VAR [ [y

On est réduit au cas du champ constant (d’intensité ¢) sur R? = {y3 > 0}
et on obtient :

/ (Y, + qA)Xil*dy > Ong / Galdy.
y3>0

y3>0
Nous trouvons donc :
N2 2 C*¢? 2 \,.4 —2
[ 169 akyGaray > (- 300 - S sk ) [ G
y3>0 y3>0

Fin de la preuve

On prend, pour 0 < € < %, r= (11/—12,6. On divise par ¢ et on choisit A tel que :
N2 = L (1L+ VB,
ou encore :
N =g P21+ | VBIS).
Ensuite, les estimations précédentes ménent & 'existence de C' > 0 et ¢y > 0,
dépendant seulement de 2, tels que ¢ > ¢ :

2
[Voaul® > (@o—C(r—l—/\Q—l—%)) / lu|*dz.
q qr Q

Finalement, on trouve :
)\1 (q7 A)
q

et le Théoreme 1.3.4 est démontré.
En reprenant la preuve du Théoréme 1.3.4 (cf. (4.2.2)), nous avons prouvé la
proposition suivante :

1 1
290_0( _+!Vﬂ!oo)

q1/272€ q26 q1/272€
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Proposition 4.2.1 Pour A € A (c¢f. (1.3.13)), on note po(q, A) la plus
petite valeur propre de la réalisation de Dirichlet de (1V + qA)?%.

Alors, pour tout € €]0,1/2], il existe C = C(2,¢) > 0 et g0 = qo(2, €) t.q. si
g>q et Ac A :

fo(gq; A) 1 VBl
q Zl_C(ﬁ_Fql/Q—Qe :

Cette proposition posséde le corollaire suivant (pour le choix de € = % I

Corollaire 4.2.2 Soitcy > 0. Pour tout x € [0,1/2], il existe C = C(,x,¢9) > 0,
tel que, pour tout n € C(7) et (q,7) tels que T < co(qT)* -

’ﬁ 1 1/4—x/2
polgr, %) 21_0(_) ‘
qr qr

4.3 Application & p*(q,7)

Nous allons maintenant déduire de ce qui préceéde une information asymp-
totique sur p*(q, 7).

Preuve du Théoréme 1.3.7
Remarquons que
Qn, Q"

T

)\1(q7—7 ) = )\1<Q7 Qn‘er)'

n
De plus, il existe C' > 0 tel que pour tout 7 > 0 et n € C(7), si A = —, alors :
T

‘/6’00 = 17
VB < O,
V28| < C72

Pour la minoration, on applique le Théoréme 1.3.4 & la sous-famille C(7) de
A et, utilisant (1.3.16), on obtient :

1 (q,7) 1 1 (q7)*
> — .
= -C ((CIT)I/ 72 T (qr)% T (qr)t/2—2e

qr
On choisit € tel que % — 26 —x =2, ie: 2= }1 -3

n,
Pour la majoration, on applique le Théoréme 1.3.5 avec A = —. Alors, on

-
obtient :

,U*(Q,T) < @0(]T+C ((QT)% + (q7)2745+2az + (q7_>176+x + (q7)3/2736+2x + (qT)2766+4z) _
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On choisit 0 tel que :
20 =1—0+u.

Ainsi, on prend § = ££ et la majoration s’ensuit.

Remarque sur p*(q, 1)

Le but de ce paragraphe est de donner une information plus globale sur le
comportement de p*(q,7) par rapport & g7 comme cela est suggéré par de

Gennes (voir [dG95]). Nous allons prouver le contréle lipschitzien suivant :

Proposition 4.3.1 [l existe C(2) > 0 tel que, pour tous réels strictement
positifs (1,7) et ¢ >0, on a :

Vi (g, 7) — Vi (g, 7)) < C(Q)|gr — g7

On commence par prouver un lemme général :

Lemme 4.3.2 Pour tout Ay, Ay € C*(X2), we have :

VAL, Ag) — VAL, A | < [|Ag — At (4.3.3)

Preuve.
Soit 1 une fonction propre L:-normalisée associée a A;(1, Ag) ; par le principe
du mini-max, nous avons :

)\1(1,A1>§/|(2V+A1)w0|2d£ﬂ
Q

Ensuite, on obtient :
/ IV + Ar)o|2d = / I + Ag)o|2dz
Q Q

+ 2R </Q(ZV + Ao)tbo - (A1 — AO)%dx) + /Q | Ag — A1 *[tho|*dz

< Ai(1, Ag) + 2]]Ag — At v/ A1(1, Ag) + [|Ag — Arl3..

Ainsi, on a :

A1, A1) < M1, Ag)+2]| Ao— Ay leo v/ A1 (1, Ag)+][ Ao— AL |2 = (VAL(1, Ag)+]| Ap— A1 ]| oo) .

On trouve alors :
VAL AL < V(L Ag) + [[Ag = At

Permutant les roles de Ay et Aj, nous inférons (4.3.3).
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Nous définissons la fonction p sur SO3 x Ry x R% par :

(@, q,7) = Mi(g,n%), (4.3.4)

oit n¥ est défini dans I’Annexe C.

Proposition 4.3.3 p est continue sur SOz x Ry x R et u* est continu sur
Ry x R7.

Preuve.

(Q,q,7) — ¢n@ est clairement continue et donc, avec le Lemme 4.3.2, on
déduit que p est continue. Avec (1.3.15) et (4.3.4), u*(q,7) peut s’exprimer
ainsi :

©(q, 1) QggOgu(Q,q,T),

et par compacité de SO3, on en conclut que p* est continue.

On peut alors prouver la Proposition 4.3.1.
Le Lemme 4.3.2 fournit pour tout 7 > 0,7 >0,¢>0et Q € SO;3 :

Vi@ 0.7) — Vi@ a.7)| < alln? — n?.

On utilise la formule de Taylor pour trouver :

Vi@ 4.7) — Viul@.0,7)| < C(@alr — 7.
Par conséquent, on peut écrire :

Virr(,m) < Vi@, q,7) < Vi@, q,7) + C(Q)qlr — 7.

En prenant I'infimum sur ) du second membre, on déduit :

Vi (g, 7) < (g, 7) + C(Q)g|r — 7.

En échangeant les roles de 7 et 7, la Proposition 4.3.1 est prouvée.

4.4 Estimées d’Agmon

Nous obtenons dans cette section des estimations d’Agmon.
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4.4.1 Une estimée uniforme

On introduit quelques notations (voir [Agm82, Alm08, FH09]|). Pour v >
0 assez petit, prenons 7, une fonction de troncature régulicre :

_ 1 sid(y) =d(y,09) >y
=0 siy ¢ ’

avec

C
Vn,| < —.
IV, | S

On pose : 0, ={y € Q : d(y,00Q) > v}. Pour a > 0, on pose

Nous disposons de la propriété de localisation suivante :

Proposition 4.4.1 Pour tout §2, il existe C' > 0 et v9 > 0 tels que pour tout
q>0,0<e<1 et avérfiant :

0<a< 1 1/2( )1/2
a [ J—
1+e¢ Ho K )

avec
n= )\1(QJ A) et Ho = /I’O(Q7 A)?

st 0 <y <, st u est une fonction propre normalisée associée a | :

C o+ 1 12
e U e
L [ulllzr o) Ve (uo—u—(1+e)a2)

Preuve.
Nous allons prouver cette proposition en utilisant une technique “a la Agmon”.
On considére 1’équation vérifiée par u :

(iV + qA)*u = pu.
On multiplie par £2u et on intégre par parties pour obtenir :

|0V + qA) (Eu)l3 = pl€ul; + [(VE)ulz.

On a, pour tout € > 0 :

1
(VEu* < (1+ —)/ Ve W ulda + (1 + e)a2/ [ul*dz.
€ Ja\e, Q
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On utilise ||ul|2 = 1 pour trouver :

C 1
(o — p— (L + €)a?)|[Eul]* < ;(1 + Z)GQM-

De plus, I'inégalité diamagnétique donne :
[VI€u||* < |(iV + qA)(&u)|>.
Il s’ensuit que :

(1+ l)620‘7 po* 1

2
< .
1€ ][5 (@) < P po — it — (14 €)a?

¢
Y

4.4.2 Localisation prés du bord quand 7 — + o©

En conséquence de la Proposition 4.4.1, nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 4.4.2 Pour tout x € [0,1/2[, il existe 5o > 0, C >0, ¢ > 0 tels
que si (q, T) vérifie gT > 0g et 7 < co(qT)*, alors pour tout n € C(T) et u une
fonction propre L*-normalisée de Pynq, nous avons :

e_ (=00 2T @n)OD |y ||| 1 ) < C,

H77\/;TT

ou r(qr) = (q)?/*+e/1.

Preuve.
On applique la Proposition 4.4.1 avec a = (1 — ©)Y?(\/q7 — \), € =
(qr)~Va+el2 ~ = #, A = (qr)V/*™/2 with z < ; < 1 et en prenant

une gaussienne (tronquée), on note que :
n
fo(qT, ;) < Cqr.

On prend z; = 3(3+4x) et on applique l'estimation (1.3.17) du Théoréme 1.3.7
(afin que la condition sur a de la Proposition 4.4.1 soit satisfaite).
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4.5 Application : le cas des grands ouverts

Soit R > 0 et zp € Q. On note Qr = {zg + R(x — z9), x € Q}. Le
but de cette partie est d’étudier la plus petite valeur propre de F,a o, notée
pap(q, A), o A € A (cf.(1.3.13)), lorsque ¢ — 400 et R — 400. Dans son
travail [AlmO8|, Almog étudie le régime ¢ fixé et R — 400 (voir le Théoréme
1.1 de [AImO08]) et fait ensuite tendre ¢ vers I'infini (voir Section 3 de [Alm08|).
Nous allons établir un théoréme qui traite un autre régime : ¢ — 400 et R
a croissance polyndomiale en ¢g. Remarquons d’abord l'invariance d’échelle
suivante :

Lemme 4.5.1 Pour tout R >0, on a :

1 A(R")
NQR@, A) = ﬁlm <qR2, T) .

Asymptotique de pq, (¢, A)

La proposition suivante indique que si R ne croit pas plus vite qu'un poly-
néme en ¢, nous avons une estimation asymptotique dont le premier terme
est Opq :

Théoréme 4.5.2 Soit cg > 0 et y > 0. Il existe C > 0, gqo > 0 et Ry > 0
dépendant seulement de Q, cq ety tels que, si (q, R) satisfait ¢ > qo, R > Ry
et R < coq, alors, pour A € A :

C < MQR(Q7 A) < @0 - C

(qR2) o — 4 (qR?)50w

Oy —

Preuve.
On utilise le Lemme 4.5.1. On pose = = ]

et on remarque que R <
+ 2y que q <

c(y)(qR?)® avec c(y) = ¢ et A(}?) € A. Par les Théorémes 1.3.4 et 1.3.5,

nous avons la conclusion souhaitée en utilisant les mémes arguments que pour
le Théoreme 1.3.7.

Localisation des états fondamentaux prés du bord

Dans le cas des grands ouverts, nous établissons un théoréme analogue au
Théoréme 4.4.2 :

Théoréme 4.5.3 Pour tout y > 0, il existe o9 > 0, 6 > 0, C >0, ¢ > 0
tels que si (q, R) vérifie ¢ > 0y, R > 61, R < coq? et A € A et u une fonction
propre L*-normalisée associée a ug,(q, A), alors on a,

[ (1=00)"2(Va=r(@.RNAC-0%) || || 1 @ <C,
q
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N 1/2— 24~ -t
ol fr’(q’ R) =q 8(1+2y) [} 4(1+2y)

Preuve.
Aprés changement d’échelle, la preuve est la méme que celle du Théoréeme 4.4.2.



98

CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMES



Chapitre 5

Etude de la famille d’opérateurs
H(0)

Ce chapitre est consacré a une famille d’opérateurs qui jouera un role
central pour étudier le probléme avec champ variable en dimension 3. Cette
famille jouera le méme role en dimension 3 que celui que la famille h™4
jouait en dimension 2. La section suivante est donc consacrée a la famille
d’opérateurs H(#) o H(6) est la réalisation de Neumann sur R? de

D? + D} + (cos 0t — sin 0s)?.

5.1 Deécroissance exponentielle

Commengons par remarquer que, par (1.3.11) et en utilisant le théo-

réeme de Persson (cf. [Agm82, FH09]), lorsque 0 < 6 < 7 et pour tout

0 <a<4/1—0c(f), nous avons :
ea\/s2+t2u9 e HI(RE_),

ol nous rappelons que uy désigne la fonction propre normalisée et positive
de H(#) associée a la plus petite valeur propre o(f).
Dans la suite, nous notons :

L2, (R2)={f € L*R%):3a >0, <)fc*R?)}

exp

et
oL (R:) ={f € L*(R2): Ja >0, 7<) fc gHRL)},

exrp
ot < s >= (s 4 1)V2.
Ainsi, nous avons :

ug € H.,,(RY). (5.1.1)

99
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Nous nous intéressons a présent aux propriétés de décroissance des solutions
d’équation de la forme :

ou :

h(0) = H(0) — o(0). (5.1.2)
I1 se trouve en effet que de telles équations apparaitront dans la construction
des quasimodes du chapitre suivant.

Proposition 5.1.1 Soit f € Lgxp(Ri) telle que < f, ug >= 0. Alors, si v
désigne une solution de :

h(0)v = f, (5.1.3)
on a :
veH,,(RY).
Preuve.

On commence par prouver le controle en la variable s. Introduisons une
fonction de troncature réguliére y satisfaisant

x(s)=1si|s| <1etyx(s)=0sils|>2.

Pour n € N*, on considére 'opérateur de multiplication (borné et inversible)
par e~ (<> ou y,,(s) = x(n~'s). Vérifions qu’il préserve D(H (6)).
Pour ¢ € D(H (#)), nous avons :

S

H()(e~ &)<y = emn)<s> [ (@)h—ex! (5) < 5 > Dythp—exn(s) P

Db,

Comme Dyt € L?(R%), nous déduisons que H(6)(e~X()<s>¢p) € L2(R2).
Par ailleurs, e~n(5)<s>¢) satisfait la condition de Neumann et ainsi :

e~ Xn<s>y, € D(H ().

Nous utilisons & présent une méthode de Grushin et introduisons $(6) qui
est défini sur D(H(0)) x C par :

so=| M T

ot h(6) est défini en (5.1.2). Il est clair que cet opérateur est inversible. (5.1.3)

est équivalent a :
v| _ | f
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si 'on prend pour v 'unique solution orthogonale & wy (toutes les autres
solutions satisferont les propriétés de décroissance exponentielle car ug les
satisfait). Posant & = eXn()<s>y et f = eXn(8)<5> f on peut réécrire :

w0 _[F
s [3]-[{]
en 6eXn(s)<s> 0 efeXn(s)<s> 0
sore- [0 2o [ 4]
On peut noter que D($(0)“") = D($(0)). Un simple calcul fournit :

ou

500 = |

eeXn(s)<s>h(e)efe)(n(s)<s> eeXn(s)<s>u9 :|

<, efexn(s)<s>u9 > 0
On peut alors écrire, avec la décroissance exponentielle de uy, que :
HO)" =H(0) + ek,

ou F, est borné relativement a $(6) uniformément par rapport a n. La
conclusion est alors classique; pour € assez petit $(0)“" est inversible et il
existe C'(€) > 0 tel que pour tout n € N* :

1(5(0)") 7 < Ce).
Cela conduit a l'inégalité :
10/ 22y < C(E) |2 m2)-
On en déduit :
||€€X"(S)<S>U||L2(R3) < C(E)||66X"(8)<S>f||L2(R3)-

Le théoréme de convergence dominée montre que le membre de droite converge
quand n — 400 vers [[e“* f|| 122 ). De 14, on tire que eXn(5)<s>y converge
faiblement (aprés extraction d’une sous-suite) dans L?*(R%) vers une cer-
taine fonction h. La convergence au sens des distributions et de nouveau le
théoréme de convergence dominée prouve que : e“~**v = h € L*(R?). Par
conséquent, la décroissance en s est prouvée.

Nous expliquons a présent la décroissance en t. On procéde de la méme ma-
niére, mais on doit se soucier de la condition de Neumann. Pour n € N*, on
considére une fomction troncature réguliére 7, telle que :

0 ifo<t<y

nn(t): 1 if1<t<n
0 if t > 2n
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On remarque que l'opérateur de multiplication (borné et inversible) par
et préserve D(H(6)) ; alors, on peut utiliser la méme analyse que précé-
demment en se servant cette fois de la décroissance de uy en ¢ et la proposition
est prouvée aprés avoir remarqué (par intégration par parties) que :

o (ea/Z(t+<s>)U> < +00,

ou g est la forme quadratique associée a H (6).

Notons
HX ={feL*R2):Y(,k)eN* DD;fe L2 (R?)}.

exp exp
Il est clair que HY C S(R; x R). La Proposition 5.1.1 posséde le corollaire

exp
suivant :

Corollaire 5.1.2 La fonction ug appartient a HZ,,.
Preuve.

On rappelle d’abord que uy € H}, (R%). Ensuite, on dérive par rapport a s :

exp
h(0)0sug = 2sin OVyuy € ng(Ri).

La Proposition 5.1.1 fournit Dsuy € H.,,(R?). une récurrence donne alors
que, pour tout m € N :
DTy € H;zp(]Ri).
Puis, on revient a 1’équation :
Diug = (—=D7 = V' + a(0))ug € L¢,,(RY)

et, dérivant par rapport & s, on trouve :

D}D™ug € L2, (R%).

exp

On dérive par rapport a ¢t et on obtient :

D}DMug € L2, (R2).

exp
Finalement, une récurrence donne, pour tous entiers [, k :
I Mk 2 2
D Diug € L7, (R%).

exp

On peut maintenant énoncer un autre corollaire important :
Corollaire 5.1.3 Soit g € HS et f € D(H(0)) telles que :

erp
h(0)f =g.
Alors, [ € He,,.

Preuve.
La preuve est essentiellement la méme que celle du Corollaire 5.1.2.
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5.2 Quelques propriétés de wuy

Nous établissons dans cette section quelques propriétés de uy liées a la
variable s.

5.2.1 Une formule de moment

La définition de ug fournit :
H(O)ug = o(0)uy.
En dérivant par rapport a s, on obtient la formule :
h(0)0sup = 2sin 6 Vj uy. (5.2.4)
Ainsi, en prenant le produit scalaire par ug, on en déduit le lemme :

Lemme 5.2.1

Pour tout § €]0, [, on a :

/ (tcos — ssin6)|ug(s,t)|*dsdt = 0.
>0

On dérive par rapport a s pour trouver :
h(0)0%up = 2sin 0(2V0,up — sin Qug) = 2sin 0(0,Vy + V0, )ug. (5.2.5)
Si on dérive deux fois de plus, on trouve :
h(0)0%ug = 12sin”® 00%ug + 8sin OV up.

On en déduit (en multipliant par ug et en intégrant par parties; on utilise
que h(f)ug =0) :

Lemme 5.2.2 On a :

3
/ Vi 83 Ug Ug dsdt = —sin O / a§u9 ug dsdt.
>0 2 >0

5.2.2 D’autres formules

Nous rencontrerons 1’équation suivante, d’inconnue g :

h(0)g = —tOsug. (5.2.6)
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Nous posons :
Ly = —0% +sin? 6 s°. (5.2.7)

Un petit calcul permet d’établir la formule de commutateur suivante :
LyH(0) = H(0)Lg + 4 cos 0 sin 0t0;.

On en tire :
h(0)(Lsug) = —4 cos 6 sin 0tdsuy

et ainsi, on peut définir une solution de (5.2.6) par :
fo = (2sin(20)) " (sin® Os%ug — O2uy). (5.2.8)
Finalement, on a :
Lsh(0) fo = h(0)(Lsfo) + 4 cos 0 sin 0t fo.
Prenant le produit scalaire, il s’ensuit que :
< Lsh(0) fo, ug >=< 4 cos O sin 0t0s fo, ug > .

Or, on a :

< Lh(0) fo,ug >= — < Ly(tOsup), ug >= — sin’ 9/ ts20sugugdsdt

t>0

= sin? 0 tsuzdsdt.
>0

On en déduit donc le lemme :

Lemme 5.2.3 On dispose de l'identité :

< 4cos Ot fo, ug >= Sinﬁ/ tsuzdsdt.

t>0

Enfin, nous aurons besoin d’un dernier lemme (on dérive deux fois I’équation
satisfaite par fy) :

Lemme 5.2.4 On a, d’une part :
h(0)0s fo = —tD2ug + 2in OV fo,
< —t@fue + 2sin0Vy fo,ug >=0

et d’autre part :
h(0)02 fo = —td2ug + 2sin O(— sin O fy + 2Vp0s fo),
< —tDug + 2sin O(— sin 0 fy + 2V40, fo), ug >= 0.
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5.2.3 Propriétés de H (0, p)

L’ingrédient principal de ’analyse qui suit est la formule de Feynman-
Hellmann. On introduit un parameétre d’échelle p en définissant :

1
H(O.p) = L(D2+ DY) + V7
et on considére :
H(, p)ug, = o(0)ug,,, (5.2.9)

ol
ug,o(s,t) = ug(p™"%s, p~'7%t).

On peut noter que H(6,1) = H(0).

Feynman-Hellmann par rapport a p

On dérive par rapport a p :
(H(Q, p) - U<9))apu = _aPHu>

et
0,H = —p (D2 + D}) + V.
On utilise (5.2.9) pour trouver :

aug,p

(H(0,p) —0)0u = — 2Viug . (5.2.10)

Multipliant cette derniere équation par ug , et intégrant, on retrouve le théo-
réme du viriel (qui énonce que I’énergie cinétique de ugy est égale a son énergie
potentielle, voir [Wei67]) :

0
/ (|Dsug|* + | Dyug|?) dsdt = / |Voue|*dsdt = ? . (5.2.11)
£>0

t>0

Remarque 5.2.5.
En effectuant un changement d’échelle uniquement par rapport a s, on trouve
I'identité :
/ | Dug|?dsdt = — sinQ/ sVyusdsdt. (5.2.12)
>0

t>0
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Feynman-Hellmann par rapport a 6

On prend la dérivée de (5.2.9) par rapport a 6 :
(H(0,p) — 0(0))0pu = o' (0)u — dyHu,

et
OgH = 2pVy0y V.

On choisit p =1 et on trouve :
(H — 0)89U|9 = 0/(9)U9 - 2‘/089‘/9'&0'
Multipliant par wug, on déduit :

IV
2/ Vog—|ug|?dsdt = o’ (),
t>098‘9‘9| (9)

ce qui s’écrit aussi :

o' (0) := —2/ (cos@t —sinf s)(sin Ot + cos O s)|ug(s, t)|*dsdt .
>0

Remarque 5.2.6.
Combinant (5.2.14) et (5.2.11), il vient :

/ tVousdsdt = % et / sVyuadsdt = _i@).
t>0 2 t>0 2

Conséquences

Une premiére identité
Introduisons la quantité :

L(9) = /t>0(t — ST(0))Vp|ug|2dsdt,

ou T'(0) est définie en (1.3.22).
Lemme 5.2.7 On a : I,(#) = 0.

Preuve.
On multiplie (5.2.10) par o’ et (5.2.13) par % pour obtenir :

(H(0,p) — a(0))ws, = —20"Viug,, + 20Va0sVaug,,,

(5.2.13)

(5.2.14)

(5.2.15)

(5.2.16)

(5.2.17)

(5.2.18)
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ou
1
wp, = 0'Oyug, — —00pug . (5.2.19)
)

On prend p = 1 et on multiplie par ug, on intégre et le Lemme 5.2.7 est
prouvé.

Dans la suite, on notera :

wo = 0'Oyugy — 0Ogug 1. (5.2.20)

Une deuxiéme identité
On applique l'opérateur :

(0, p) = 0'0, — %89 (5.2.21)

a (5.2.18), on prend p = 1 et on obtient :

](97 p)(H(@, p))w9,p + (H(97 p) - 0)](97 p)w0,p
= (—20”‘/92 + 20‘/4989‘/9)11}9,/) —+ j(e, p)(—QO'IVHZ -+ 20"/989‘/9)’&94).

Alors, d’une part, on obtient :
JO.p)(H (0, p) = —0'(D? + DY) + o'V = 20VsdVs,  (5.2.22)
et d’autre part :

§(0, p)(—20"VZ + 20V Vy) = —00s(—20"VZ 4 20Vy0s Vi)
= 20"0V} + 200" Vy0pVy — 20%(0pVp)? — 202 V403 V.

Effectuant le produit scalaire par ug, et utilisant (5.2.14) et (5.2.11), on déduit
le lemme :

Lemme 5.2.8 On a, pour tout § €]0, 5[ :

0.20// + 0.3

/ (20'V,2 — 20V Vy)wougdsdt + / (00yVy — o' Vy)?uddsdt = 5
t>0

t>0
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Une troisiéme identité
Si on dérive deux fois, il vient :

h(0)0swo = 2 sin OVywe — 2Vyug + 2(C's + St) sin Qug — 2(C's + St)VyOsuyg
puis :

h(0)0%wy = 4sin Vp0,wg — 2sin” Gwy — 2(C's + St)Vy02uy
+ 4C sin Qug — 4CVyOsug + 4sin 0(C's + St)Osug

et on en déduit le lemme :

Lemme 5.2.9 On a :

2sin 0 < Vywg, ug > +2sinf < (C's + St)ug,ug > —2 < (C's + St)VyOsug, ug >=0
et :

< 4sin OV40,wo — 2sin? Owy — 2(C's + St) VO ug, ug >
= —sinf < (2C + 4(Cs + St)0s)ug, ug >= 0.

Relation entre f; et wy
Si on effectue un changement d’échelle dans 'équation (E.1) satisfaite par
fo, on trouve :

(H(Q, P) - 0(9))f0,p = —tasue,p-

On applique alors 'opérateur j, on prend p = 1 et on utilise I'identité (5.2.22)
pour obtenir :

h(e)j(fo,p) + a't@sw =+ (20'/‘/92 — 20"/969‘/9)](‘0 = —taswo.

Faisant le produit scalaire avec ug, on a :

/ (20'VE — 20V Vi) fouedsdt + / tO,wougdsdt = 0.
>0

t>0

De plus, en remarquant que :

0=y (/ tasugypdsdt) = 2/ tug ,we pdsdt,
>0 >0

on déduit le lemme :
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Lemme 5.2.10 On a :

/ (20'/‘/92 — 20’V9(99V9)fOUQd8dt =0
t>0

/ tO, wouedsdt = 0
t>0

Remarque 5.2.11.
Il suit du Corollaire 5.1.3 que toutes les solutions des équations de la forme

h(0)f = g que nous avons rencontrées appartiennent a H, ;j;p.
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Chapitre 6

Majoration en dimension 3 dans
un cas générique

Ce chapitre est consacré a la preuve du Théoréme 1.3.11. Elle s’effectuera
en deux temps; d’abord nous construisons un probléme modéle et ensuite
nous fabriquons un quasimode qu’on injecte dans la forme quadratique.

6.1 Un modéle sur R‘i

Dans cette section, nous utilisons les coordonnées locales introduites en
Section D.2 pour construire un opérateur modéle prés de zy. Dans la suite,
nous posons :

h=B"!

et divisons 'opérateur par B2.

6.1.1 Le modéle

On approche d’abord la métrique et ensuite le champ magnétique pour
fabriquer un opérateur modéle.

Approximation de la métrique
Avec (D.3) et (D.4), nous sommes réduits a considérer la forme quadratique :

d:app(u) — / |(ihV + A)u‘f]gppmappdrdsdt,
t>0

ol
Gopp = I3 + 2tK° = G(r,5) + R(r, s, 1),

111
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GO
Mapp = 1 — tKéVI + Tr(7l) + R(r, s,t)

et ou nous rappelons la convention (cf. Remarque D.2) que R désigne des
polynomes homogeénes de degré 2 et de degré partiel au plus 1 par rapport a
r et s. On rappelle aussi que GY est un polyndme homogeéne de degré 2 en r
et s et que K} est la courbure moyenne en z.

Cette forme satisfait :

() = 30 40 ([ (e 18P + W)Y + A)urasa ).
>0

(6.1.1)
L’opérateur associé sur L?((] — 7o, ro[x] — S0, $0[X[0, to]), Mappdrdsdt), avec
condition de Dirichlet sur t = g, |r| = ro, |s| = s¢ (pour tg, g, So strictement
positifs et suffisamment petits) et condition de Neumann sur ¢ = 0, est :
hQ(mapp)_lDtmapth
+ (14 2tKy — Gy — Ryy)(hD, + A.)? + (1 + 2tKoy — Goy — Rao)(hDy + A,)?
+ (2K 15t — G13 — Ri2)(hD, + A,)(hD, + A,)
+ (2K19t — Ghg — Rig)(hD,s + A,)(hD, + A,)
+ h2Ry(r,s,t)D, + h®Ry(r, s, ) D,.

Négligeant les termes d’ordre 3, on obtient le lemme :

Lemme 6.1.1 La forme quadratique notée q}XMOD associée a l’opérateur dé-
fini sur L*((] — 7o, ro[X] — S0, 0[]0, o), Mappdrdsdt), avec condition de Di-
richlet surt = to, |r| = ro, |s| = so par :

MOD 2
H = h napthmapth

(6.1.2)
+ (14 2tKy — Gy — Ry (WD, + A)? + (14 2tKgy — Gy — Ryy)(hDy + A,)?
+ (2K19t — Gy — Rio) (D, + A.)(hD, + Ay)
+ (2K15t — G1a — Ri2)(hD, + A,)(hD, + A,)
+ 2Ry (r, 8,1) D, + B*Ry(r, 5,t) D,
avec G(l)

Napp = 1 + K" — Tr(55) + R,

satisfait :

ﬂwrwwm%m+0(/ WP+M3Hmmmv+Am%mwQ.
t>0
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Relations entre 3 et ,é

Ce petit paragraphe est non nécessaire pour comprendre 'approximation
suivante de 'opérateur, mais il introduit en particulier quelques notations
liées a cette approximation.

Le nouveau champ magnétique ici mis en jeu est

B:VXA.

Nous allons tronquer 'approximation de Taylor de B a Pordre 2 afin d’obtenir
une nouvelle approximation de 'opérateur et de sa forme quadratique. Ainsi,
comme & la fin nous voulons exprimer toutes nos constantes en fonction des
dérivées de 3, il nous faut établir les relations unissant les développements
de Taylor a l'ordre 2 de 3 et ,@ La formule de Taylor appliquée & 3 en x
donne (& l'ordre 1) :

B = Bo + r0:B(zo) + s0s8(x0) + t9,B(x0)

=BY +0(* + s* +17),
et avec (D.2) nous sommes conduits a :
B = B+ t(—KMBy+ KBy + 0,B(x0)) + r0,B(x0) + s0,B(x0) + O(2 + 8 +12).
= BW 4 O(r* + s* +t%).

On peut remarquer que, sur t = 0, on a S = gV,
Ecrivons alors :

BT(I) = —507“ — €S — &)t, (613)
B, = cosb; + agr + Bos + Mot
ﬁt(l) = sin 91 + YoS + C()T’ + Mot,

(6.1.4)
et
5 (1)
B = —0r —es — &t (6.1.5)
ﬁNs(l) = cos bt + ar + Bs + nt,
@(1) =sin#, +vs+ (r + ut.
(6.1.6)

Nous avons les relations :

(50:(S,EOZE,CYO:Ck,ﬁozﬂ,’yo:”)/,C(]:C, (617)
§=E& — Kipcos0,m=mn9— Ki1c080, u = g — Kéw sin 6. (6.1.8)
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On écrit désormais la formule de Taylor a 'ordre 2 pour 3 et 3, mais seule-
ment sur ¢ = 0; en effet, cela sera suffisant dans la suite. Ainsi, 'approxima-
tion & l'ordre 2 de 3 et 3 sur t = 0 peut s’écrire :
BT(Q) = —0r — es — Cyrs — Fys® — Dor?, (6.1.9)
B,® = cos ) + ar + Bs + Cors + Fys® + Dor?,
Bt@) =sin#, +vs+ (r — 2Byrs — 3Hys? — Eyr?.
(6.1.10)

et

7 ()
B

58(2) =cosfy +ar+ s+ Crs + Fs* + Dr?,
Bt(z) = sin, + vs + (r — 2Brs — 3Hs* — Er?,

= —6r —es — Crs — Fs* — Dr?,

Par ailleurs, on a (cf. D.2), sur t =0 :

- () (- 9)s

et cela fournit des relations entre les lettres capitales de 8 et 3. En identifiant
les termes en s?, on trouve (cf. Remarque D.2) :

- — 1 2

F:Fo—l—écos@sz, (6.1.11)
1 2

F=F+ 5005«96’{1,
1 2 2

Ensuite, pour le terme en 72, on a :

- — 1 >

D = Dy + 5 ©08 0G,, (6.1.12)
1 2

D = Dy + 3 cos 0GT,

1
E=E -~ sin 0(GY, + Gly).
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et pour le terme en rs :
- — 1
C=0Cy+ 3 cos 0G5, (6.1.13)
1
C = Co + 5 COS@GE,

1
B = By — sinf(Gii + G53).

Approximation de Taylor du champ magnétique
Nous allons a présent effectuer I'approximation de I'opérateur obtenue apres
troncature du DL de (. On choisit alors une jauge telle que :

At:O

et telle que 'approximation de Taylor de A a Pordre 3 notée A®) soit de la
forme :

~ (3
Ar():‘/@—i_Pr,Q—i_Pr,B
~ (3

As(): s,2+Ps,3

At(?)) —0,
ou
Py = (at — (s)r + Bst — %32 + g#

P.s= (At* + Bs* + Cst)r + (Dt + Es)r* + (Fts* + Gt*s + Hs® + It?)
(6.1.14)

P,y = 0rt +est + gﬁ

P,3 = At’r + Cstr + Dtr* + Fts® + Gt*s + It*.
En remplacant A par A(s), nous obtenons le lemme suivant (qui définit 'opé-
rateur modéle pour lequel nous construirons plus loin un quasimode) :
Lemme 6.1.2 On définit Uopérateur HM sur L?(mgy,drdsdt) par :
HM = h?ngpp DMy D (6.1.15)
(142K — G — Ru) Dy + A, P)2 4 (1 4+ 26Ky — Gas — Rao) (WD, + A,)?
+ (2K19t — Gia — Ra2)(hD; + Ar(g))(hDs + As(g))
+ (2K32t — Gi2 — Ri2)(hDs + /L(S))(hDr + /L(?’))
+ h2Ry(r, 5,t) Dy + h*Ry(r, 5,t) Dy,
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et la forme quadratique associée qé"A satisfait :

¢ (w) = ¢M ) + 2R {/ (A, — AB)) Ar)udrdsdt} (6.1.16)
>0

+ 2% { / (A, — AYa(hD, + A, udrdsdt}
t>0

+0 (/ |A, — AB)?|u|drdsdt + / A, — Ag3>|2|u|2drdsdt)
t>0 t>0

+ O (/ (Ir]* + | + [t1*)|(ihV + A)u|2drdsdt)
t>0

+hO <Z / |t + s +t4)DkU||u\drdsdt) .
k t>0

6.1.2 Minimum non-dégénéré de ,é

Dans cette sous-section, nous exprimons la condition de minimum non-
dégénéré de B Premiérement, nous écrivons que x( est un point critique de
B et deuxiémement nous donnons I’expression de la hessienne de B De plus,
nous supposons que ||B(zo)|| = 1.

Point critique de B

Par définition de #, nous avons :
|3]| sin @ = 5. (6.1.17)

Calculons les dérivées de 0. Nous avons d’abord :

0,8, = a’“”ﬂﬁ'ﬂﬁ sinf + |8 cos 0,0
s = aH%”ﬁ sin @ + || 3|| cos 6 950

Enr = s =t = 0, nous trouvons, avec les notations (6.1.3), (6.1.5) et (6.1.7) :

¢ = (acosby + (sinby)sin by + cos 610,.0
v = (B cos by + ysinby)sin by + cos 010,60
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et donc :

0,0 = (cosf; — asin b,
0s0 = ycosf; — Bsinb;.

Ensuite, on dérive B par rapport a r et s :

o3 — afﬁ‘uﬁ o(60) + 18]l (6)0,0
0.3 = 87@“[3 o(6) + 18]l (6)0,6

En r=s=1 =0, nous avons : &ﬁzO et 836 = 0. Cela méne a :

(accos by + (sinby)o(01) + o'(61)0,0 =0
(Bcos by +ysinby)o(6y) + o'(01)0:0 =0

Ainsi, nous trouvons :

C(bh)a+ S(0)¢ =0,
C(01)+ S(01)y =0,

117

ou C et S sont définis en (1.3.23). On peut résumer ce qui précéde par le

lemme suivant :

Lemme 6.1.3 Nous avons les relations entre les dérivées de B (avec les

notations (6.1.3), (6.1.5) et (6.1.7)) au mininum :
(=Taety=T0,
ou T est défini en (1.3.22).

Hessienne de 3

(6.1.18)

Un calcul combiné aux relations (6.1.18) donne, pour les dérivées pre-

miéres en Ty :

O./

OBl = (cvcos B + sinf) = ag,

/

0,18l = (Beost +ysinb) = B,
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et pour les dérivées secondes en zy (cf. les nottations (6.1.9)) :
o? :
ﬁa + 2Dgcosf — 2FE,sin ),
o2
28| = € + —ﬁ2 + 2Fcosf — 6Hysin 0

1Bl = 0" +

2118 —(56—1-045 +COCOSH—ZBosm9

Ainsi, on obtient le développement de Taylor :

/ 2 2

18 = 1+04§T+5—3+ (52 2 —« +2DOCOSQ—2Eosm9)

2 o2
+ S—( 62 + 2Fycosf — 6Hysinf) + rs(de —|— 3B + Cycosd — 2By sin ).

On veut maintenant le développement limité de 6. On a :

sin @ = sin 0, + (cos 0,8,0 + sin 6,9,0) + <C°S b1 g _ S 91 (,0) )

e (cos 0 20 — sin 91 (9,0) ) + s (cos 010,50 — sin 6,0,00,0) .

Aprés des calculs utilisant (6.1.17), nous trouvons :

D20 yo0’ , sin 0
— =
2 S? 2cosd
cos
/ : 0
920 = 20872 — Cysind — 2By cosf — "¢,
S2 cos 6

Finalement, les expressions des dérivées secondes de 3 sont réunies dans le
lemme suivant :

Lemme 6.1.4 Avec les notations (6.1.9), nous avons :

Ly, o+0%" , C0)
5@[3 = 3500)° o’ + 200895 + DoC(#) — EyS() (6.1.19)
1, o*40%” , CO) ,
~028 = F — 3H, 1.2
288[3 25(0)° B toosgt T 0C(0) —3HoS(0) (6.1.20)
R 2 1 0
923 = o +od 5y CO Se + CoC(0) — 2B,S(6) (6.1.21)

25(0)? 2cosf
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6.2 Construction d’un quasimode

Dans cette section, nous construisons un quasimode et prouvons le Théo-
réme 1.3.11.

6.2.1 Changement d’échelle
On effectue le changement d’échelle suivant :
t = h'?, s = V%5, r = KV/2F. (6.2.22)

On omet le tilde, on divise par h et, au lieu de H™, on considére :

B0 =l Deml Dy + fli (D, + A0 + fly(Ds + AL)? (6.2.23)

+ Ja(Dy + AN(Ds + A + fly(Dy + A) Dy + ),
ou
Ay =Vy, +h'2P.o + hP,3,

h
Zz = hl/2Ps,2 + hPs 3,

ou les P, ; sont donnés en (6.1.14) et avec

e Gl
nh =14 hYVAEN - hTr(Tl) +hR, ml, =1— VKM + hTr(71) +hR
flhl =1+ 2h1/2tK11 — hGll - thl, f{LQ = 2h1/2[(12t - hG12 - thQ

fh =14 2nY%t Ky — hGa — hRyy

6.2.2 Quasimode

On commence par faire une transformation de Fourier en r, notée F et
on réalise ensuite la translation Uy :

N T
S =5+

sin 6
et on trouve lopérateur H"™¥ qui est unitairement équivalent a H»mev :
Hh,new — Ua_lf_th’newFUg.

Ainsi, pour obtenir H""¢* il suffit juste de remplacer (en omettant le tilde)

dans Hmew .
-

D,.
sin @

1
et rpar D, — —
sin 6

s par s+
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On développe formellement H""¢" en puissance de h et on écrit :
+oo
hnew __ /2
Y hmew Z hg/ Hj

avec

Hy = D? 4+ D? + V(= H())

Hy = (2Vy(at — Cs) + 26tD,)| D, | — ?—gvg

CQ(VGD + D, Ve)+—0tD)

V9+H17

ot H; est défini par :
~ 1

Hy = ———(at = (s)(D.Vi + Vi D) + 2Vi(Bst - %32) +Vyt?
25t

sin ¢
et ou Hg est défini en (1.3.24). L’expression de H, sera explicitée dans la
suite.
Remarque 6.2.1.
Dans l'expression de H; nous avons encadré les opérateurs opérant en 7;
nous considérerons en effet cet opérateur comme opérateur en 7 a coeficients
opérateurs en s et t. Aprés un produit scalaire en (s,t), nous serons en effet
ramenés a un opérateur en 7 a coefficients constants. Insistons enfin sur le
fait que la dépendance en 7 du quasimode fournit par notre construction sera
le probléme le plus important de ce chapitre.

D? + et(sDy + Dys) + Dy + Hye

On cherche un quasimode sous la forme :
+oo

ut = Z hj/2u]

J=0

associé a une valeur propre :

+oo
I /2
Ay = E Ak
Jj=0
Nous sommes alors amenés au systéme :
0. _
h .Ho'LLO = )\0U0,

h1/2 . H1U0 + HOU1 = >\1U0 + /\Oul,
h ZHQUO -+ H1u1 + HOU2 = )\QUO + )\1’&1 + )\0162.
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Coefficient de A°

Hy (en tant qu’opérateur en les variables (s,t)) a été étudié dans le cha-
pitre précédent. Pour Ay on prend la plus petite valeur propre de Hy (qui
était aussi noté H(6)) et on choisit

uo(7, 5,t) = do(T)ue(s,t), (6.2.24)

avec ¢g (de norme 1) a déterminer.

Coefficient de hz

Nous espérons maintenant déterminer la fonction ¢y en passant a 1’équa-
tion correspondant & I’échelle h'/2. Nous allons voir que nous n’allons pas y
arriver a cette étape. On doit calculer :

< Hyug,ug > .
Cette quantité a la structure suivante :
AD.¢o + BTD, o + €Ty + D¢ + Ehy,
ou :
A =< (2Vy(at — (s) + 20t Ds)ug, ug >,

2
B=—< .—CVeumue >,
sin 8

2¢
sin® 6 (VoDs + Ds V) + sin @

Voug, ug >,

¢ =< (Z(ﬁt — ’78)‘/9 + tDS)Ug, Ug >,

D =< —

sin’ @

¢ =< [‘?ﬂlg,’da > .
Nous allons prouver le lemme suivant :

Lemme 6.2.2 On a :
AU=B=€C=2D=0

et

20
€ =2 < Vp(Bst — z)u(;,ug > 40 < *Vpug, ug > —,—/ t|Dgug|?
2 sinf J,~o

—|—<HKUQ,UQ >
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Preuve.
Examinons (. On rappelle (5.2.8). De plus, par le Lemme 5.2.7 et (6.1.18),
on trouve :
< 2Vy(at — (s)ug, ugp >= 0.
Ainsi, on a prouvé que 24 = 0.
Considérons B et ®. Par le Lemme 5.2.1, on a : 2B =2 = 0.
Finalement, prouvons que € vaut aussi 0.
A nouveau avec (6.1.18) et le Lemme 5.2.7, on trouve :

< (2(Bt — vs)Vyug, ug >= 0.

Comme précedemment, on a :

2¢

Sin

<

9tDSU97 ug >= 0.

Rappelons (5.2.5). Nous déduisons que A\; = €. Simplifions son expression.
On observe d’abord que :

< tzDsw, ug >= 0.
Alors, on obtient :
< (at — (s)(DsVa + VgDy)ug, ug >= 0.
En effet, une intégration par parties fournit :
< (at — (s)0s(Voug), up >= — < (at — ($)0sug, Voug >,
ou on a utilisé le Lemme 5.2.1. Par ailleurs, de la méme fagon, on trouve :
< (Dss + sDg)ug, ug >= 0.
Par suite, on a (cf. (1.3.21)) :

20
E =)\ =2< Vy(Bst — z)u@,ue > 41 < t*Vyug, ug > —— / t|Dgug|?
2 sinf [

+ < Hiug,ug > .

Ainsi, pour uy, on peut prendre une solution de I’équation :
(HQ — 0(9))U1 = )\1U0 — Hl’lLO.

On peut écrire I'expression de u; (le lemme précédent prouve qu’une telle
fonction existe et les résultats du chapitre précédent permettent de donner
son expression explicite) :
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Lemme 6.2.3 L’équation correspondant au coefficient de h*/? et avec comme
fonction ug la fonction définie en (6.2.24) admet comme solution :

o .
= (g + 2040 Deto + rgdd 7D

b 2, 4 9 g ], -
0 2 S——) :
+(SSIIIQ 92sin3 0 s Uo + Zsin0f0)+ 25 Ug| T ¢0 + uq

wo—i

ou uy est défini par :
(H — o)ty = (A — Hy)ug. (6.2.25)
Avant d’analyser le coefficient de h, énongons un lemme concernant 1, :

Lemme 6.2.4 Nous avons l'identité suivante :
QSiHQ/ Vgﬂlu@dsdt:/ 83(]:Ilua)u@dsdt.
>0 >0

Preuve.
On dérive (6.2.25) par rapport a s, puis on multiplie par uy et on intégre.

A cette étape, nous n’avons pas encore utilisé la condition de non-dégénérescence ;
celle-ci apparait dans le paragraphe suivant.

Coefficient de h
Nous nous intéressons maintenant & Ay et uo et nous sommes amenés & exa-
miner la condition de compatibilité :

< Hyuy + Houg, ug >= Aagy.

Nous n’avons pas encore donné l’expression explicite de Hy, mais il est aisé
de constater que I’équation précédente peut étre mise sous la forme :

(A 72D? + Agr* + Ast®D, + AyrD? + As7D? + Agm D, + Ay + AgD?
(6.2.26)

+ AgDz + A7 D, + A7 + A1 Dy + AT + A1g)po = Aatho.

De plus, les coefficients de K et G (voir Section D.2) interviennent juste a
priori dans les coefficients A; pour i € {9,--- , 14} (pour des raisons d’échelle
et de degré). Précisons cela dans le prochain paragraphe.
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“Réduction” au cas de la métrique plate

Nous prouvons que les coefficients de 72, D? et 7D, ne dépendent pas de G
et K et que 'on peut faire, en un sens, exactement comme si la métrique
était plate. Avant de débuter 'analyse, rappelons que les relations (6.1.7)
existent de sorte que la courbure joue un role dans & et 7.

Intéressons nous d’abord & la dépendance des coefficients en K. On peut
d’abord observer que celui de D? n’a pas de telle dépendance.

Ensuite, nous considérons celui de 72. Rassemblant les termes faisant inter-
venir K dans < Hjui,ug >, on constate qu’ils n’apparaissent que dans le
coefficient suivant (on utilise le Lemme 6.2.4) :

/ H,0,ugugdsdt — Yugdsdt.

2sm 2sin3 0

Ainsi, on doit calculer le commutateur ﬁlﬁs — (931:[1 modulo les termes sans
courbure ; on obtient :

g

5 Q(Kllt sin @ cos 0 — 4K11tSll’l 9‘/9 4K12tSiIl(9Ds>.
Sll’l

Par conséquent, le coefficient est :

< 'LQ(f(Ht2 cosf — 4K11t‘/g)U9,U9 > .
2sin” 6

Ensuite, on considére le coefficient de 72 faisant intervenir la courbure dans
H2 .
’}/KH COS (9152 2’}/K11t%

2sin’ 6 sin® 6

En conclusion, le coefficient de 72 ne dépend pas de K.

On analyse maintenant le coefficient de 7D,. Modulo les termes sans cour-
bure, on observe que seul un terme dans H; doit jouer un réle dans 7D, et
examinant ’expression du coefficient correspondant, on se trouve réduit aux
mémes calculs que pour 72.

Considérons & présent la dépendance des coefficients en G; (voir la Re-

marque D.2). Premiérement, regardons le terme en 72 et cherchons les termes

contenant G :
5 / 2uddsdt — G, / | D gug|dsdt
t>0

1
— <6H / sVyusdsdt + 2F / tveugdsdt). (6.2.27)
sin” 6 t>0 t>0

et :
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A priori, dans (6.2.27), il devrait y avoir le terme en F, mais son coefficient est
essentiellement : < tDsug, ug >= 0. Rappelant les relations (6.1.11), (6.2.27)
fournit la contribution :

1
( ‘ii—i—Gg;)sin@/ngugdsdth il QCOSHGll/thugdé’dt.

sin® 6

Alors, nous rappelons la Remarque 5.2.12 et les coefficients de G5 et G,
s’annulent. Ensuite, on regarde les termes dans D? et 7D, et on observe que
les termes G7; et G, d'une part et G735 et G5 d’autre part s’annulent pour la
méme raison que pour Gﬁ et ng apreés avoir utilisé les expressions (6.1.12)
t (6.1.13).
Par ailleurs, les termes en R (voir Remarque D.2) jouant a I’échelle h et avec
un degré inférieur a 1 par rapport a r et s fournissent, apreés la transformation
de Fourier et la translation, des coefficients de D, et 7 et, comme nous le
verrons, ces termes ne sont pas importants pour prouver le Théoréme 1.3.11.
A présent, nous pouvons donner une expression explicite de Hy (modulo des
termes qui ne changent pas les coefficients de D2, 7D, et 72, mais seulement

ceux de 7, D, et la constante) :
1 T ?
+ Ps T . D57 + — t
> ? < sing " " sing’ )

0
1 1 T
Ps|\ D, — — D, ——D — 1
* T’3< " sinf S7S+ ) ( sin ¢ S’S+sin9’)

1
+P,(D, - Vp+VePos (D, — — D, s+ —— 1
' sin 0 sin 0

1
H2=Pr,2(DT— - s>S+
sin 6

1 .
S,S
1n9

ot les P ; sont donnés en (6.1.14) (et dans lesquels on peut mettre un indice
0 a tous les coefficients).

Revenons a l'équation (6.2.26). Une grande partie des coefficients est nulle
comme ’énonce le lemme qui suit :

Lemme 6.2.5 Nous avons les annulations suivantes :
A, =0 Vie{l, - 8} (6.2.28)

Preuve.
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Coefficient de D3, 7D3,
De tels termes n’apparaissent pas.

Coefficient de 7*
On peut observer que le coefficient de 7* dans H est :

72

4sin* 6’
par ailleurs, le coefficient de 7* dans < Hyuq, ug > est :

72

——— < VpOsug, ug > .
2sin° # =

Or, en faisant le produit scalaire de (5.2.5) par ug, on obtient

sin 6

< Vbas’LLg, Uy >= 5

Coefficient de 72D?
Le coefficient de 72D? dans Hy est :
C2
sin? 6
et dans < Hiuy, ug > :

2(?

sin® 6

< %aSUQ,Ug > .

Coefficient de 73
Le coefficient de 73 dans Hyu; est :

By ¢
< (St + Cs)0sug, Vyug > + < (DVy + Vo Dy)Osug, ug >
Ssin® @ ( 8)0stia, Voo S'sin® @ ( ’ 0Ds)dsua, g
. €Y 2 P)/ﬁ ’YC 2
<t ug,ug > ———— < Vowg, ug > +——— < Vpdiug, ug >
Tigntg et = Tg g S Voo te = oG g < Ve0ste e
YE
— < V > .
S’ @ 0.Jo, Ug

Dans Hs, le coefficient s’écrit :

B
Ssin 6

2H
< (St + CS)U@,UQ >+

- < Vug, ug > .
sin® 0 ’
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Par le Lemme 5.2.4, nous trouvons alors que le terme en ey disparait.
Considérons le terme en (. On dérive (5.2.5) par rapport a s et on fait le
produit scalaire par uy pour trouver :

< Va0?ug,ug >= 0 et < (D,Vp, VyD,)Osug, ug >= 0.

On traite le terme en [y par le Lemme 5.2.9 et 'annulation souhaitée en
découle.

Coefficient de 72D,
De < Hiuq,ug > on tire le coefficient :
8ls

——— < VyOsug, up >
sin* 0

et de < Houg,ug > :
Sl
2sinf
On conclut alors comme pour le coefficient de 72D?2.

Coefficients de 7D? et 72D,
Ces coefficients sont laissés au lecteur. Leur nullité provient en effet, comme
pour les précédents de (5.2.5), des Lemmes 5.2.4 et 5.2.9.

On est alors réduit a une équation de la forme :
(AgD? + Ay7D; + Ant? + ApD, + AT + Ao = Aad.

Ecrivant ensuite formellement que D, = r et 7 = s, on espérerait obtenir
la forme quadratique de la hessienne. C’est & peu de choses prés ce qui se
produit :

Lemme 6.2.6 On a :

Ag = 5535(%),
1 R
Ay = Mﬁrsﬁ(%);
1 ~
A 2
M 2811&2988 (z0)

Preuve.
Dans ce qui suit, nous allons utiliser les nombreuses relations satisfaites par
la fonction uy et ses dérivées.
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Coefficient de D?
Les termes en D? provenant de < Hyuy, up > sont :

2

% < 2Vy(C's + St)wy, ug > —46% < t0, fo, ug >

22504 < 2Vp(C's + St) fo, ug > +2Z§5

Par le Lemme 5.2.10, les termes imaginaires disparaissent. Par ailleurs, les
termes en D? dans < Houg, up > sont :

+

< tOswq, ug >

2

% < (CS + St)ZUQ,Ug > —|-52 < tZUQ,UQ >

+ 2Dy < tVyug, ug > +2E9 < sVyug, ug > .

On observe, avec le Lemme 5.2.3 et (5.2.16), que le coefficient de 6% est

_sinf /tsugdsdt+/t2u§dsdt = ¢e)

cosf 2cosf’

/ﬂ/gugdsdt =

cos

Ensuite, avec le Lemme 5.2.8 et & nouveau (5.2.16) (pour les coefficients de
Dy et Ey), nous avons prouvé (voir (6.1.19)) que le coefficient de D? est :

S02B (o)

Coefficient de 72
De < Hyui,up > et avec le Lemme 6.2.4, nous obtenons le coefficient de 72 :

2 ¢ 2€
— Ds+ D D
< (Sme(ﬂt v5)Vo + 0(V9 s+ DVo) + —t 5)

sin? sin 8

B S 2 . € v ~

—— W — & Ozup + 21— JUug > +———=— < [Hy, Os|ug, ug > .
(Ssm9 O ogin®e o sm@fO ’ 2sin® 0 [, OsJua, o
De < Hsug, ug >, nous trouvons le coefficient :

1 gl Y2, Mo
< (Pt — szu,u > — < (Bst — =5+ —t" )ug, uyp >
sin® 0 (B = v8) o, ug sin? 0 (B 2 2 Juo, ug

2
< < (D,(Bt — ) + (5t — 75)D.)ug, g >
sin* 0 sin® 6
F H _
+ 2— 89 < tVyug, ug > +6 09 < sVyug,ug > +2F g < tDgug, ug >

sin sin?
2

+

< D§u97u9 > +

+

~
< tug,ug > +—— < (at — (8)Dgug, ug > .
sin# 6,70 sin 6 ( ¢s) 0,70
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On observe que 2F, < tDyug, ug >= 0. On rassemble ensuite certains termes.
On a d’abord, avec les mémes formules que dans le paragraphe précédent :

3 2 1
< 2(5t—73)%iw0,u@ > + < (Bt —y5)*ug, ug >= 2 o too G2

Ssind sin? 6 sin? 0.5(6)2

Les autres termes en 3? (ou f(v) sont :

Y Y oo Y Y 9
- < (Bst — > b— < [2V,(Bst — ~s%), 0,)ug, ug > .
nzg < st = 58 )un,te > o < [2Vo(Bst = 5:57), OiJus, ug
(6.2.29)
Or,on a :

[2Vp(Bst — %52), 0s] = 2sin@(fBst — %32) —2(Bt — s),
donc, avec (5.2.7), il vient :

< [2Vp(Bst — %32),63]u@,ue >=< 2sinf([st — %SQ)UQ,UQ > .

Ainsi, (6.2.29) est nul.

Rassemblons les termes en 7 :

o m
2sin% 0

mn
2sin> 6

< t*ug, up > + < 1?[Vy, OsJug, ug >= 0. (6.2.30)

Les termes en €* sont (voir le paragraphe précédent pour §2) :

€2 4¢? C(0)
< tPug,up > — t0s fo, ug >= ——————¢°.
sin’ 4 6,70 sin? 6 Jo, 2sin?f cos @

Considérons les termes en ¢ :

2 2
sii46 < Datg, g > +2si<n50 < (Ves + Vo) Dug,ug > . (6.2.31)

Apreés une intégration par parties, nous sommes réduits a appliquer le Lemme
5.2.2 et nous trouvons que (6.2.31) est nul. Ainsi, nous avons :

2

F
0 < tVug,ug > +3

0
: < sVyug, ug >=
sin“ 0 sin“ 0

2

—— (FoC(0) — 3HS(0)) .

sin” 6

Prouvons maintenant que tous les autres termes sont nuls.

On remarque d’abord que (voir le paragraphe précédent) :
die 2ief3

< t —vs)Vafo,ug > + < ———5—=t0swq, ug >= 0.
Sin29(ﬁ v8)Vo fo, ug > + a2 g 0o, o




130 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3

Ensuite, on a, par le Lemme 5.2.4 :

2
. Ce (Vbas + asv@)anue >+ < .C—Ztague,ug >=(.
0 sin” 0
Ecrivons les termes restants (pour le dernier, voir le Lemme 6.2.4 ) :
— < .Zi (/Bt - ’}/8)‘/9(9?’&9,’(@ >+ < Lg(%as + 851/'9)w0,u@ >
sin” 0 S'sin” 0

=S < (DL(Bt—75) + (Bt = 75)DJus, g >

sin” 6 .
+ 73 < (at — (s)Dsug, ug > —i—?—n < [0, (at — () (05 Vig + VigOs) g, ug > .

sin” 0 2sin” 0
Apres deux intégrations par parties, il est aisé de voir que :

G < (Du(8t = 93) + (B~ 19)D, g, >= 0

Par ailleurs, en utilisant le Lemme 5.2.9, on obtient :

- < ,Zi (Bt — v5)Vgug, ug > + < Li(v@as + 05 V) wo, ug >
sin® 0 S'sin” 6
. (B
= —g— 2C +4(C St)0s)ug, = 0.
ZQSsin39<< + 4(C's + St)0s)ug, ug >
On a: %
7 0y
t— DS ) = . .
sin® @ < (at = Cs)Dsug, up > 2sin® 6
11 vient :

< [0s, (at — (8)(0sVa + Va0s)|ug, ug >=< (at — (5)[0s, (0sVig + VOs)|ug, ug >
= —2sinf < (at — (s)0sug, ug >= —(sinb.

En conlusion, nous avons prouvé que le coefficient de 72 est :

1
2 sin? 96‘3 (o).

Coefficient de 7D,
De < Hjuq,ug > nous obtenons le coefficient de 7D, suivant :

B . C 2 . €
2 . 20D (——wy — i—— 2
< (2Volat = Cs) + 201 S)(Ssinéwo ZQSin?’Hasue—{— Zsir19f0)’u9>
2 ¢ 2€ o} .
+ < (sinﬁ(ﬁt - ’73)% + SiIlZGG/QDS + Ds‘/g) + mtDs)(gwo + ZZ(Sfo),UQ >
+ C < [ﬁl,aS]UQ,’U,g >

sin? 6
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De < Hjug, ug >, on trouve le coefficient :

2¢

sin 6

< (Bst — T2 + Q)u@,w > +

5 5 < (at — (s)Dgug, ug >

sin® 6

2e0
< (at — (s) (Bt — yS)ug, ug > + ,6 < t*up, ug >

sin 0 sin 6

+

. (430/ sVyugdstdt + 200/ tVougdsdt).

sin ¢ >0 >0

I est inutile de refaire tous les calculs ; en effet, ces derniers sont exactements
les mémes que ceux qu’on a rencontrés précédemment. Il suffit juste de rap-
peler les relations (6.1.18) et de remarquer que tout est divisé par sin et on

trouve comme coefficient :

A

marsﬁ(lb)-

En conclusion, ¢q satisfait ’équation :
T
Ss(D-, M)% + A12D7¢o + A137¢0 + A14go = A2,

A priori Ajp, A1z et Ayy sont des nombres complexes. Pour (¢, ¢, d) € C2xR,
on pose :

Sperena = Sp(Dr + 1,7+ 02) +d. (6.2.32)

Alors, Sg, ,.q4 est simplement un oscillateur harmonique décalé. Aprés une
translation (complexe) pour éliminer les termes linéaires, ’équation peut se
mettre sous la forme :

6B,Cl,62,d¢0 = )\2¢0>
pour certains nombres complexes ¢1, ¢ et d. On choisit alors :

Ay = )\1(@5) +d

et la fonction propre normalisée associée pour éo. A cette étape, on ne sait
pas encore si d est réel. On sait juste que Ay — d est réel.

6.2.3 Majoration

Les calculs de la section précédente nous conduisent a choisir comme

quasimode :
o = x(r, s, 0" (A2 k2 hT ),

ou Y est une fonction troncature réguliere dans un voisinage de x( et ou :

" = FUpu"
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avec
ul =y + Y2y + hus.

Il se trouve que seuls les deux premiers termes sont suffisants pour prouver le
Théoréme 1.3.10 (ils ont été obtenus uniquement sous I'hypothése (1.3.19)).
Nous n’explicitons pas la preuve de ce théoréme qui est essentiellement la
méme que celle du Théoréme 1.3.11 (voir ci-aprés). Le calcul de la majoration
peut alors s’effectuer en deux étapes; on controdle d’abord les restes (dus a
I’approximation de la métrique) menant a 'opérateur modéle (6.1.2), puis,
on estime les restes de Taylor conduisant au modéle (6.1.15). L’argument
principal que nous utiliserons est la décroissance exponentielle des u; (due a
la Remarque 5.2.3) et ¢. Ainsi, on a d’abord une premiére approximation :

Lemme 6.2.7 On a :
< ((ihV + A)? — (Aoh + ME%2 + Moh2))ip, 1p >
=< HMOP — (Noh + MY + Mah®Vh, 0 > L2, arasary +O(R?).

Preuve.
Pour le prouver, considérons les restes les plus mauvais dans (6.1.1) :

/ 73| (ihV + A)y|*drdsdt.
>0
Par exemple, on a :

|r|3(32+t2)|¢|2drdsdt+h2/ 7| D,ap|*drdsdt.

t>0

/ r[3|(hD+A, )P drdsdt < c/
t>0

t>0

Le premier terme s’estime en O(h%?) aprés changement d’échelle et le second
peut étre traité de la facons suivante :

h2/ 7)?| D, drdsdt < 2h2/
>0

t>0

]r|3\Drx|2|¢|2d7’dsdt+2h2hl/2/ 7| x|?| D,u P drdsdt.

t>0

Le premier terme est O(h™) car u” décroit exponentiellement en la variable
7 et le second est O(h%/?).
Tous les autres termes sont controlés de la méme maniére.

Nous avons ensuite une deuxiéme approximation : :
Lemme 6.2.8 On a :

< HMOP — (Noh + M E32 + Xoh))ih, ) >
=< HM — (Noh + MBY2 + XoB®))VW, Y0 > 1200y drasary +O(RY?).
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Preuve.
On doit estimer les termes suivants (cf. (6.1.16)) :

/ (A, — ABYY(hD, + A,)¢drdsdt,
t>0

/ (Ay — AP (hD, + A,)bdrdsdt.
t>0

Examinons le premier.
L’un des pires termes qu’il nous faut contréler est sous la forme :

/ r[¢(hD, + A, )¢|drdsdt.
>0
Modulo O(h%/?), il se trouve que nous avons juste a estimer :

/ r* [ (hD,. + Vg, )ib|drdsdt.
>0

Or, d’une part on obtient :

/ hr4|EDr¢|d7ﬂd$dt‘ < ChhM2p=V2 = oRd/2,
0

et d’autre part :

/ 7“4|@Vell/zldrdsdt' < ChAM2RM? = ondl2,
t>0

On étudie ensuite le second terme.
Il suffit de considérer :

/ [rt)(hDy + r?)y|drdsdt.
t>0

et ona:

< C(h4/2hhfl/2 + h6/2).

/ [ (hDg + r?)|drdsdt
t>0

Les autres termes de (6.1.16) sont contrdlés en O(h°/?) par le méme procédé.

Alors, par construction de u” et en contrélant les restes dans le dévelop-
pement de H™" par la décroissance exponentielle, il s’ensuit :

< HM — (Noh + Ath*? + Xoh®), ¥ > r2mayarasan= O(h*'?)

et, donc, en vertu des Lemmes 6.2.7 et 6.2.8 et comme 'autoadjonction de
(ihV + A)? implique que Ay est réel (et donc d aussi), nous avons fini la
preuve du Théoréme 1.3.11.
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Troisiéme partie

Analyse asymptotique de la
fonctionnelle de Landau-de
Gennes
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Chapitre 7

Etude asymptotique de F

Ce chapitre est consacré a la preuve du Théoréme 1.5.6. Avant de nous at-
teler a cette preuve, nous nous intéresserons aux équations d’Euler-Lagrange
satisfaites par les minimiseurs pour savoir si I’on peut en tirer directement
des informations. Nous constaterons que ce probléme n’est pas évident du
fait de I'apparition d’'un multiplicateur de Lagrange sur lequel on possede
trés peu d’informations. Heureusement, nous pourrons tout de méme mettre
en oeuvre une technique utilisée dans [BCLP02| et montrer que p*(q,7) est
bien critique pour la fonctionnelle F.

7.1 Existence des minimiseurs de F

Dans cette section, nous portons notre attention sur la démonstration de
la proposition suivante :

Proposition 7.1.1 F posséde des minimiseurs.

Commencons d’abord par énoncer un théoréme (|GR86, p. 56, corollaire 3.7])
qui caractérise H' & 'aide de la divergence et du rotationnel :

Théoréme 7.1.2 Soit Q un ouvert borné de bord C'.
Alors

H (Q)={uc L*(Q);V-uc L*N),Vxuc L*(Q),u-vec H/?0Q)}

et
lulme) < C(lul2 + [V - ula + [V X uls + [u- v]g100))-

Passons a un lemme dont on va déduire 'existence des minimiseurs.
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Lemme 7.1.3 Posant
V(Q,S*)={nc *(QS*):Vxnecl? V-nc L,
ona:V(Q,S*) C HL.(Q) et V(Q,S?) est faiblement compact dans H},. ().

Preuve.

La premieére affirmation est évidente par le Théoréme 7.1.2. Prouvons main-
tenant la seconde. Soit (n’) une suite faiblement convergente dans H}.(€2).
Nous notons n* sa limite dans H}_. Sur chaque Q € Q, (n?) converge forte-
ment dans L? vers n* et donc (n’) converge ponctuellement vers n® quitte
a extraire une sous-suite. On en déduit que ||n*°|| = 1 presque partout.

Nous pouvons observer que :

2

2
F(p,n) = /Q |(iV + qn)|Pdz — %|Q| + % /Q(|@/)|2 —1)%dx (7.1.1)
+K; /Q(V -n)?dz + Ko /Q |V x n+ 7n|*dz.

En posant
K|
2 )
et en appliquant le Lemme 1.5.1, on obtient pour toute suite minimisante
(¢7,n?) de F les majorations suivantes :

9(q, 7. k) = g(q,7,K) +

/Q IV x n/ + 0’ |Pdz < g(q’TTQ’“), (7.1.2)
/Q(V -n/)?dr < g(qTTIK) (7.1.3)
@ =1 < 201 (7.14)

/Q (iV + qn? )7 [*dx < §(q, T, k). (7.1.5)

Ces remarques nous permettent désormais de prouver l'existence des mini-
miseurs. Soit (47, n?) une suite minimisante pour F. Des inégalités (7.1.2) et
(7.1.3), on déduit que (n’) est bornée dans H} () et par conséquent, quitte

loc
a extraire une sous-suite, on peut supposer que (n’) converge faiblement dans

H} () vers un certain élément n> € V(€,S?). En outre (¢/7) est borné dans

H'(Q) et on peut donc considérer que (¢7) converge faiblement dans H'(2)



7.2. EQUATIONS D’EULER-LAGRANGE 139

vers ™.
Nous disposons seulement d'une convergence de (n/) dans H}
pour € > 0, nous posons :

Qe ={x € Q:d(z,00) > €},

(), ainsi,

et alors (n’) converge faiblement dans H'(.). Nous écrivons alors :

2

2
F) > [ 165+ Pae = 00+ 5 [ (0P -1 (r16)
Qe Qs
[ (Vo e+ K [V w4 P
Q€ Qe

Nous remarquons aussitot que 1/n’ converge faiblement dans L*(€) vers
»>°n>. En effet, nous avons d’abord :

P — g = (0 — ) + (i — )
Puis, nous notons que le premier terme converge faiblement vers 0 et que le
second converge fortement vers 0 (n? est borné par 1). Il s’ensuit que :
2 2
CRN j j . 00\ ,/,00|2 K K 0|2 2
liminf F(¢/,n’) > [ |(iV 4+ ¢n™)y™|*de — —|Q| + —/ (| = 1)°dx
J—+oo Q. 2 2 Qe
(7.1.7)

+K1/ (v.nm)de+K2/ |V x n® + n>|*dx.
Qe Q.

Ainsi, il ne nous reste plus qu’a faire tendre € vers 0 et 'existence des mini-
miseurs en découle.

Nous sommes & présent amenés a nous interroger sur les équations d’Euler-
Lagrange que ces minimiseurs satisfont. De plus, rappelons que, si (1, n) est
un minimiseur de F (voir [DGP92] et [FH09, Section 11.3]) :

[Pl < 1. (7.1.8)

7.2 Equations d’Euler-Lagrange

Le but de cette section est de mettre en évidence qu’on ne peut pas a
priori déduire des équations d’Euler-Lagrange un contréle explicite des mi-
nimiseurs méme sous 1’hypothése simplificatrice K; = Kj. Plus précisément,
nous nous intéressons a I’équation obtenue apres différentiation par rapport
a n satisfaite par chaque minimiseur (¢, n) de F (cf. [Pan03|) :

(T,u) = 0 pourtoutu € Hy (2, R*) t.qu -n =0, (7.2.9)
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ou _
T=-K\V(V-n)+ Ky(V x -+ 7)*n — 2¢S(Y V).
On utilise 'identité suivante :
Vx(Vxn)=—-An+V(V - n)
et on trouve :
T = (Ky— K)V(V-n) + Ky(—An + 27V x n + 7°n) — 2¢3(¢Y V).

Comme n € H'(Q), nous obtenons immédiatement que An € H1(Q) et
V(V -n) € H (). De plus, comme n € H'(Q,S?) et |||« < 1, nous
remarquons que 7' € H~(Q) et ainsi, nous sommes en mesure de définir les
produits de distributions 7" - n et T' X n comme suit.

Pour tout ¥ € C°(,R?) et ¢ € C5°(2), nous posons :

(T xn,v) = (T,n x 1),
(T'-n,¢) = (T, ¢n).

En outre, ces deux distributions peut étre étendues en des formes continues
sur H}(Q).
Lemme 7.2.1 Au sens des distributions, nous avons

—An-n=|Vnl’.

Preuve.
Soit 1 € C§°(£2). On a :

(—An-n, ) = Z(—Ani,wni>.

Ensuite, on obtient :

3

> (—An;, ¥n;) = Z n Vg, Vib) + Z V|2,

=1

Apres différentiation de |n|*> = 1, nous observons que le premier terme est
nul et la conclusion s’ensuit.

Lemme 7.2.2 Soit S un élément de H (). SiS-n=0¢e Sxn=0,
alors S = 0.
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Preuve.
Pour tout ¢ € C5°(Q2,R?), nous avons I'identité suivante (formule du double
produit extérieur) provenant du fait que |n|? =1 :

Y=mnx () xn)+ (¢ n)n.

Nous notons que ¥ x n € H*(Q) et ¢ - n € H'(Q). Ainsi, nous trouvons :
(5,9) = 0.

Proposition 7.2.3 Si K; = Ky, alors T-ne€ L'(Q) et T = (T - n)n.

Preuve.

La premiére affirmation vient du Lemme 7.2, et de la propriété que V x n €
L*(Q) et |[Vn|? € LY(Q). Prouvons la seconde.

On peut désormais définir : 7 = (7' - n)n. On pose S = T — T. Alors, S
satisfait les hypothéses du Lemme 7.2.2 car, il suffit de prendre u = n x ¥
pour tout ¥ € C5°(Q, R?) dans (7.2.9) et donc S = 0.

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 7.2.4 Lorsque K, = Ko, il existe une fonction X € L'(Q) telle
que ’équation (7.2.9) est équivalente a :

—~An+27V x n— 2¢S(YVy) = An, in Q. (7.2.10)
En particulier, An € L'(Q).
En conséquence, cela ne semble pas suffire pour établir un controle ellip-
tique des minimiseurs._ En fait, on peut prouver que les minimiseurs sont C*>
presque partout dans € (voir [HKLS86]).

7.3 Nématicité des minimiseurs

Le régime qui nous intéresse est x> < u*(q, 7) et c’est la preuve du Théo-
reme 1.5.6 qui nous occupera dans cette section.
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Cas ou k=0
Décrivons briévement ce qui arrive dans le cas extréme ou x = 0. La fonc-
tionnelle devient :

J-“(w,n):/ |(iV+qn)w|2dx+K1/(V-n)zdx+K2/ |V x 1+ rnf’da.
Q Q Q

Clairement, les phases (0,n), avec n € C(7) sont des minimiseurs de F avec
une énergie nulle. Qui plus est, si (1), n) est un minimiseur de F, cela implique
que :

Vin=0et Vxn+mmn=0

et donc n € C(7). En outre, nous avons

/ 1(iV + gqn)y*dz = 0
Q

ce qui fournit, par l'inégalité diamagnétique : [, [V|¢|[*dz = 0; de 1a on
tire que [¢)] est constante (égale a ¢). Si ¢ # 0, on écrit 1 = ce’®, on trouve
gn = V¢ et alors V xn = 0 = —7n ce qui constitue une contradiction.
Rassemblant toutes ces remarques, nous déduisons :

Proposition 7.3.1 Lorsque k = 0, ’ensemble des minimiseurs de F est N,

(cf. (1.5.38)).

Preuve du Théoréme 1.5.6

Ce qui suit s’inspire de [BCLP02]. Nous montrons dans ce paragraphe que,
si K et Ky sont assez "grands", alors, les minimiseurs sont des phases né-
matiques.

La proposition suivante concerne le comportement du champ de vecteurs
directeurs des minimiseurs quand K5 est grand.

Proposition 7.3.2 Pour tout € > 0 et pour tous K # 0, 7 > 0 et K > 0,
il existe I(k, 7, KY) > 0 tel que pour tous K1 > KY, Ky > 11, ¢ > 0, et pour
tout (¢, m) minimiseur de F, il existe n € C(7) tel que :

”’I’L— hHL4(9) S €.

Preuve.
La preuve suit de (7.1.2), (7.1.3) et de [HP08a, Lemma 3.4].

Nous nous servirons aussi du lemme suivant :
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Lemme 7.3.3 Pour tout minimiseur (¢, n) de F (ou FP), nous avons :

/ (Y + ) < 2 / P
Q Q

Preuve.
Si ¢y = 0, clest trivial. Si ¢» # 0 et si I'inégalité inverse était vraie, nous
déduirions que 0 > F(1¢,n) > 0 et ce serait une contradiction.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théoréme 1.5.6. Soit (¢, n)
un minimiseur de F. Nous écrivons, pour un certain n qui sera choisi ulté-
rieurement :

16V + @) ||720) > [0V + qi))]|72(q)
— 2q|(6V + qn) || 2oy | (0 — D) L2 () + ¢l (0 — )72 -
De plus, nous avons :
(0 = 0)dl2@) < [0 — 0l Ls9)l[¢] s
Nous en déduisons, avec le Lemme 7.3.3, que :
"62WH%2(Q) = M*(q,T)WH%%Q)
— 20l 2@l ey lIn = sy — @2l = e 113
Par 'injection de Sobolev, nous avons d’abord :
Hll2a@) < CEDID a1 (0)-

Ensuite, I'inégalité diamagnétique fournit :

IVIYlll2@) < GV + @)l 2) < K¢l 20
Par conséquent, nous trouvons :

[¥llz2@) < CEO)A + K)|[U]L2()-

Par ’absurde, supposons que ¢ # 0; nous en déduisons que :
K2 = (g, 7) +20(Q)gr(1+K)[n =1 110) +C(2)*¢*(1+k)*[n -1 Zaiq) > 0.

Nous portons alors notre attention sur le trinéme du second degré qui appa-
rait et nous obtenons que, pour un certain C(€2) > 0, si

—qr(1+K) + VP21 + k)2 + (1 + k)2 (u*(q, 7) — K?)
*(1+ K)?

[n—n|[Lse) < C(Q)
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alors une contradiction s’ensuit.
Ainsi, choisissant € > 0 tel que :

—qr(1+ k) + /2r2(1 + k)2 + (1 + K)2(u* (¢, 7) — K2)

e < C() 205 n)?

Y

et comme n le champ fourni par la Proposition 7.3.2, nous avons prouvé le
Théoréme 1.5.6.



Chapitre 8

Etude asymptotique de FPr

L’objet de ce chapitre est de prouver l'estimation d’énergie du Théo-
réme 1.5.7 et d’établir le Théoréme 1.5.8. Comme nous ’avons annoncé dans
I'introduction et I’avons observé dans le chapitre précédent, il n’est pas raison-
nable, a priori, d’espérer utiliser les équations d’Euler-Lagrange pour obtenir
directement une information sur la convergence des minimiseurs. Nous allons

pallier a cela a ’aide de considérations spectrales en introduisant I’opérateur
T..

8.1 Préliminaires a I’étude de FP

8.1.1 Trace des éléments de V (9, S?)

Dans cette section, nous rappelons comment on peut définir la trace d’'un
élément de L? dont la divergence et le rotationnel sont aussi dans L? (cf.
|GR86]). Ainsi, FP sera correctement définie. Nous commencons par un
lemme de densité (qu’on peut prouver par troncature et régularisation) :

Lemme 8.1.1 Nous posons :
V={necl*(QR*:V-ncL*(Q,R?) V xnc L*Q,R*},
et pour n € V', nous définissons la norme :
Inlly = lInllz + IV - nllz + IV x 7.

Alors, (V|| -||) est un espace de Hilbert dont C=(Q, R®) constitue un sous-
espace dense.

La proposition suivante permet de définir la trace d’un élément de V' :
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Proposition 8.1.2 Considérons n € V. Alors, la trace de n sur 0S) est
convenablement définie comme élément de H—/2(0Q, R3).

Preuve.
La preuve est standard (cf. [GR86]) mais nous la rappelons pour plus de

précision. Nous supposons d’abord que n € C>(Q2). Rappelons quelques for-
mules ; pour tous ¢ € C*(Q) et u € C*(Q,R?) :

<1’l, v¢> = —<V'1’l, v¢> - <n'y7¢\8§2>7 (811>

(Vxn,u)=(nV xu) —(nxwvupmg), (8.1.2)
Alors, (8.1.1) et (8.1.2) entrainent que les applications :

qb — <Il s U, ¢|3Q> et u— (n X U, U|6Q>

peuvent étre prolongées en des formes linéaires continues respectivement sur
H'(Q,C) et H'(Q,R?). Ensuite, comme le bord 952 est régulier, il existe une
application continue de H'/2(92) (respectivement H'/2(92, R3)) vers H' ()
(respectivement H'(Q,R?)) noté T tel que pour tout f € H/2(0Q), F = T'f
satisfait Floo = f.

Il suit du précédent lemme que, quand n € V| nous pouvons définir :

n-ve  H20Q) et nxve HY?0Q,R?.

Dans le cas ot n est régulier, par la formule du double produit extérieur,
nous avons sur 0f2 :
n=vx(nxv)+(n-vmv.

Ainsi, par densité, la trace de n sur 02 se trouve bien définie comme élément
de H=Y/2(0Q,R?) quand n € V' :

ngo=vxMmxv)+(n-vr

8.1.2 Existence des minimiseurs de F"
En utilisant [GR86, Lemma 3.6], nous déduisons que :
V7(Q) Cc H(Q,C) x H'(Q,S?).
Enoncons maintenant un lemme concernant 1’ensemble de minimisation :

Lemme 8.1.3 Le sous-espace V7 (Q) est faiblement compact dans H* (2, C) x
H'(Q,$?).
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Preuve.

Il est suffisant de prouver que V7 (2, S?) est faiblement compact dans H'(Q, S?).
Soit (n?) une suite faiblement convergente dans V7 (€2, S?); nous notons n*
sa limite. Par injection compacte, nous concluons qu’il existe une sous-suite
telle que n’/ converge fortement vers n*™ dans L?*(2) et donc n’ converge
ponctuellement vers n®> quitte & extraire une sous-suite. Ainsi, nous avons
In>°| = 1. Remarquons que la trace de n* sur 02 est bien définie comme
éléement de H~'/2(082). De plus, nous pouvons écrire : n‘jaQ =n¥ o0 Pour un
certain 7 € SO(3). Quitte a extraire encore une sous-suite, nous pouvons
requérir que 7 tende vers Q* € SO(3). Par conséquent, nous obtenons la
convergence uniforme de n‘j89 vers nf?oo| 50

Nous sommes désormais en mesure de prouver l’existence des minimiseurs.
Nous observons d’abord que (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4), (7.1.5) et (7.1.8) sont
toujours valables et donc, toute suite minimisante (17, n’/) est bornée dans
HY(Q,C) x H(Q,S?). Avec le lemme précédent et aprés extraction d’une
sous-suite, on peut supposer que (¢, n?) converge vers (¢°°,n>) € V7() et
la conclusion est standard.

Remarque 8.1.4.

Nous pouvons remarquer que W(€2) C V7(2) et ainsi le Lemme 1.5.1 et les
inégalités (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4) et (7.1.5) demeurent pour FP.

8.1.3 Un peu de théorie spectrale

Nous introduisons et étudions dans cette section un opérateur important :
T..

Injectivité de T,
Nous notons o(—AP) le spectre du laplacien de Dirichlet —AP sur Q et nous

supposons que :
% ¢ o(—AP). (8.1.3)

Nous définissons alors la forme quadratique sur H} (€, R?) suivante :
Qr(u) = ||V - U”%Q(Q) + IV xu+ TU||2L2(Q)-
L’opérateur associé¢, de domaine H?(2, R?) N H}(Q,R3), est noté T, et peut

s’écrire ainsi :
T, = —A+27V x +72, (8.1.4)
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Sa plus petite valeur propre est notée u! et par le principe du mini-max, nous
avons :

Qr(u) = prllullZ>  Vu € Hy(Q,R?) (8.1.5)
Comme T} est elliptique d’ordre 2, la proposition suivante est vérifiée :
Proposition 8.1.5 SiT,u € L*(Q,R?) etu € H}(Q,R?), alorsu € H*(2,R3?).
De la, il vient :
| Ty g2 > pll|ullze Yu € Hy(Q,R*) t.qTru € L*(Q,R?).
Lemme 8.1.6 Si (8.1.3) est satisfaite, alors pl > 0 et T, est injective.

Preuve.
Si u! = 0, alors, nous en déduisons immédiatement que la fonction propre
correspondante u satisfait :

V-u=0et Vxu+71u=0. (8.1.6)

Prenant le rotationnel de la seconde équation dans (8.1.6) et utilisant la
premiére, nous tirons :

—Au — 720 = 0.

Avec I’hypothése (8.1.3), on obtiendrait u = 0 et cela serait contradictoire.

On peut a présent reformuler (8.1.5) en énongant la proposition :

Proposition 8.1.7 (Controle de |jul.2))
Pour tout u € H}(Q,R3), nous avons :

1
lull < oy (IV -l + 19 x wot rulag)

T

En fait, on dispose aussi d’un controle en norme H'(() :

Proposition 8.1.8 (Controle de ||ul|z1(q))
I existe C'(2) > 0 tel que :

2

]
ol < O (14 55 ) (19 iy + 19 xut ully)

T
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Preuve.
En conséquence de la formule du double rotationnel —A+V(V:) =V x Vx|,
nous avons :

HVUH%%Q) =|V- UH%%Q) + |V x UH%Z(Q)'

De plus, on obtient :

HVUH%%Q) = ||V xu+ TuH%Z(Q) —27(V X u,u) — TQHUH%Q(Q) + |V - UH%%Q)'
< Qr(u) + 27V x ull 2@l 20y — 72wl 20y
< Qr(u) + 27|Vl 2oy [l 2 () — 72l 720

Ainsi, pour tout «v > 0, nous pouvons écrire :
1
HVUH%Q(Q) <Q-(u)+7 <’YHVUH%2(Q) + ;HUH%%Q)) - TZHUH%Q(Q)'

Pour 7 > 0, nous posons vy = % et en déduisons :

1 9 72
§HVUHL2(Q) < Qr(u) + EQT(U)-

Minoration de p!
On souhaite maintenant établir une minoration de ul. A cette fin, considérons
u} une fonction propre L*-normalisée de T, associée a pl. Nous obtenons :

IV - a2 + 1V x ul 4+ rul]3a = g

Par suite, on a :
IV x ul + b5 < /AL

Un calcul facile nous fournit :
~A—7"=(Vx+7) =V(V) =27(V X +7) =T, — 27(V x +7).
Par conséquent, nous obtenons :
(—A — ) ul = pul — 27(V x ul + rul).
Nous appliquons le théoréme spectral pour écrire :
A7, 0(=AP)) < [(=A = )| 2.

Il s’ensuit que :
il 20 /il — d(r%, 0 (~AP)) > 0.

Ainsi, nous avons prouvé la proposition suivante :
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Proposition 8.1.9 On a :

py > =7+ /T2 4+ d(72,0(=AP)).

La proposition qui suit nous informe du comportement de ! quand 7 tend
vers 0.

Proposition 8.1.10 Notant AP la plus petite valeur propre du laplacien de
Dirichlet, nous avons :

lim pl = AP,

7—0

Preuve.
On considére 1)y une fonction propre L?-normalisée associée a AP.

Q+(¥o) = Vol 22y + 27/ Yo -V X hodr + 72 < AP 4274 /AP + 72,
Q
Par suite, on déduit :

pt < AP 427 /AP 4 72
En outre, nous avons observé dans les lignes qui précédent que :

ph > 2r\/ul + (7, o(~AP)).

Mais, pour 7 < AP nous constatons que : d(7%, o(=AP)) = AP — 72 et donc,
le résultat annoncé est prouvé.

8.2 Régime K, Ky — oo pour FP7

8.2.1 Estimation d’énergie : preuve du Théoréme 1.5.7

Soit (¢, n) un minimiseur de FP. Par définition du domaine de la fonc-
tionnelle FP7 il existe n? tel que njyg = nf?| 50 Ensuite, nous obtenons a
I’aide de la Proposition 8.1.7 :

1
In=nffq) < o (19 - (0= 0oy + 19 % (0= 02) 70 =09 )-
Nous en déduisons :

1
I =0l < o (17 0l + 195 m o+ 7))
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Par (7.1.2) et (7.1.3), nous avons :

1 (g g 23
[n — ng”%ﬂ(ﬂ) < — 94,7, ) + 9(g, 7 ) < — 9(a,7, k) .
i K K, min( Ky, Ko)ul

T

De plus, on peut écrire :
FPT (g, m) > F(,08)=2¢[|(iV+qn2)y]| 120y | (0—02) 0 [| 120 +¢°[(0—02 )01 72 -
Par I'inégalité triangulaire, on a trivialement :

16V + @)Y 120y < |0V + qn)||z2() + ¢[ln — 0@ 120

En outre, nous rappelons que [|¢||» < 1 et nous appliquons le Lemme 7.3.3
pour conclure que :

FPr(,m) > g(q, 7, k) — 2qk]Q"?|In — & 120) — ¢°[In — 027>

et le Théoreme 1.5.7 est démontré, avec

97 1/2 ol)a%5
Cl(CL T, /{) =(gR (ﬂ[z;_/z;;@) et CQ(q7 T, /f) = ’ ’q[?/iz; - R) . (827)

Conjugant ce résultat avec [HP08b, Theorem 7.5] et la Proposition 8.1.10,
nous déduisons 'estimation suivante lorsque 7 tend vers 0 :

Proposition 8.2.1 Pour tout gy, ko > 0 et co > 0, il existe C(qo, ko, co) > 0
et o > 0, si (K, Ka,q,7,k) satisfait 0 < ¢ < qp, 0 <k < Ky, 0 <7< 79 et
Ki, K5 > ¢, alors

K19

gDir(KlaK%qua I{)_F 9

< C(qo, Ko, €o)T.

8.2.2 Nématicité/Smecticité des minimiseurs

Dans cette section nous établissons la preuve du Théoréeme 1.5.8.

Smecticité pour x* > p*(q,7)
En conséquence du Lemme 1.5.1, nous constatons que, sans condition sur Ky

ou K5, nous avons :
EPT(Ky, Ky, q,7,K) < 0.

Il s’ensuit que, dans ce cas, les minimiseurs (¢, n) sont des phases smectiques.
C’est le régime inverse qui va désormais occuper notre attention.
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Nématicité pour x* < u*(q,7) : preuve de Théoréme 1.5.8
Soit (¢),n) un minimiseur de FP. Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous obtenons :

/Q GV + qu)gPdz > [ + @2
— 2|V + @) 2y |0 — 0®)ll 2y + 210 — 0O oy

Avec le Lemme 7.3.3, nous observons que :

10V + )| L2y < [[(iV 4+ qn)¢]2() + gll(n — @) || 120
< &l[¢ll 2 + gll(n — n2)| L2 ().

Par suite, I'analyse est exactement la méme qu’en Section 7.3 et, si ¢ # 0,
cela conduit a :

k2= (q, 7)+2C (Q)gr(1+x) [n—n [ 11(0)+C(2)*¢* (1+5)* [n—02|7 o) > 0.

Mais, nous pouvons écrire a ’aide de la Proposition 8.1.8 :

7_2
In =023 < C(9) (1 ! E) (17 0y + 1V xm o+ 7))

som (1) (45),

ot K = min(K7, K3). Considérant le trindme du second degré qui apparait,
nous trouvons que, pour un certain C'(2) > 0, si

L oo V(g ) — K

172’
VE a0t e e (14 2)

alors une contradiction découle et le Théoréme 1.5.8 est prouvé.

Cas ou x? = pu*(q,7)
Le lemme suivant est une conséquence des équations d’Euler-Lagrange :

Lemme 8.2.2 Pour tout (¢, n) minimiseur de FP", nous avons :

/Q|(2V + qn)yPdr = K? (/Q [V dx — /Q |@Z)|4dm) ,
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Ainsi, nous trouvons :
RNz = [01176) 2 GV + @)y |7

= 2¢[|(iV + qn?)| 2| (n — 02) | 12() + @[ (0 = nF)P |72
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :

—&2[[¢ 7 + 2q8][ @l 2 9] 22 lln = 02|10y + ¢*lln = 02|30 g ¥4 = 0.

Remarquant que |92y < |QY2(|¢)] 1) et supposant que 1 # 0, nous
tirons :
2q|Q"2 + ¢*|[n — 02|

K2

Q)
ol < In — 02110

Par conséquent, la proposition suivante est prouvée :

Proposition 8.2.3 Il existe C'(2) > 0 tel que pour tout (q,T,K) satisfai-
sant k? = p*(q,7) et (8.1.3), il existe c4(q,T,k) > 0 t.q on a pour chaque
minimiseur (1, n) de FP7 :

C4(Q7 T, ’%)

1 llza) < CO) =77

ol

1/2 1/4 2\ 1/4
qa'"g\q, T,k T
C4<Q7 T, K/) = (,{1/2 ) (1 ) .
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Annexe A

Etude du bas du spectre de la
famille h(o, B)

On va appliquer le méme genre d’analyse que dans [FH09, Chapter 6,
Prop 6.2.1] ou dans [HMO1, Section 11] afin d’étudier un opérateur modéle
important.

On fixe n €]0, 755[ et on introduit une fonction troncature réguliére qui véri-
fie :

x(t) =1, pour |t| < 1,0 < x <1, et suppx C [~2,2)].
On définit
1 =1(t) == tx(2B™").
On observe que :
B
=1, 81t < —,
2
[=0, sit> B
et que

0<I<B".

On considére alors, pour 0 € R, kg > 0, k; € R et B assez grand la forme
quadratique suivante, de domaine B*(R,) :

e L —1/4 2\’ 2
(@) = 0=t (6 @)+ 0B b ) oo

+o0
v [0l 0P

155
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L’opérateur associé sur I'espace L?((1— £25)dt) est la réalisation de Neu-

mann de :

kol (., d kol . d kol |4 o 2 9
[](07 B) = _(1_31/2) %( _m)%""( _B1/2) (t+§0+31/4_k1 23(1/2 )>
Al

On note \;(n, o, B) la suite croissante de ses valeurs propres.

1

Proposition A.4 Soit n €]0, 155

telles que, si B > By, alors :
1. Si|o| > MB", alors :

[. 1l existe des constantes C,cq, M, By > 0

M (n,0,B) > 6y + ¢omin(1,0>B~/?). (A.2)

2. Si|o| < MB", alors A\ (n, 0, B) est la seule valeur propre strictement
inférieure a 1 et elle satisfait :

A1 (1,0, B) — (Qg 4+ X\ B~Y?)| < CB=3/4%+3n, (A.3)
ou
Ay = O ¢ ’”‘”(2’50)0—2. (A.4)
Preuve.

On va comparer la forme quadratique g,,5 & ¢"* (voir la définition de
l'oscillateur harmonique en (1.2.1)) et en tirer des conclusions sur le spectre
des opérateurs associés. On remarque en premier lieu que :

—-1/2 e —-1/4 t? ’ 2 104Y12
(@)= (=57 [T (o) £ aB = g ) o4O Pt

On en déduit pour tout € > 0 :

€

Qn,U,B(¢) > (1 _ BW*1/2>(1 _ €)Q(N’£O+OB_1/4)<¢) B CB71+477 /OJFOO |¢<t>’2dt

On optimise l'erreur en choisissant € = B~1/2+21 .
—1/4 oo
() 2 (1= OB 1) Nenten ™ ) - o [ oo
0

On en déduit pour tout j :

\j(n,0,B) > (1 — OB V) (& + o B~Y*4) — ¢ B¥171/2 (A.5)
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En traduisant que le minimum de g est non dégénéré, on voit qu’il existe
co > 0 tel que :

(&) > Oy + comin(1, [€ — &?).
On déduit :

M(n,0,B) > (1 — CB*Y%)(0q + comin(1,0*B~Y?)) — CB*1-1/2,

De la, on déduit que pour M assez grand et quand ¢ > M B", I'inégalité
(A.2) est vérifice.

On prouve a présent (A.3). On suppose désormais que |o| < M B". Commen-
¢ons déja par un petit lemme :

Lemme A.5 Si py(§) désigne la deuxieme valeur propre de h™NE défini en
(1.2.1), alors :
n(€) =1, VEER. (A.6)

Preuve.

Soit uy une fonction propre associée a po(€) et orthogonale a wue qui est
strictement positive. us admet au moins un zéro z2(§) dans R. Ainsi, en
restreignant us a |xo(§), +00[, on obtient une fonction propre de la réalisation
de Dirichlet de —%+(t+§)2 sur |z2(€), +oo[ et donc s () est plus grand que
la plus petite valeur propre de cet opérateur, qui par monotonie du probléme
de Dirichlet, est plus grande que la plus petite valeur propre de l'oscillateur

harmonique sur R qui vaut 1.

On prend 7 > 2 dans (A.5) et on applique le Lemme A.5 :
\j(n,0,B) >1—CB* /2,

On va maintenant montrer qu’il existe une valeur propre qui tend vers O
(qui est strictement inférieur a 1) et ce sera donc A\i(n, o, B). On écrit for-
mellement :

[)(U, B) = hO + B—1/4[]1 + B—l/Qh2 + O(B_g/4+377),

ou
2

d
by = R + (t+ &),
h, = —2(15—1—50)0,

d
[)2 = k‘ota — k’th(t + fo) + Qkot(t + 50)2 + 0'2.
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On cherche un développement d’une premiére fonction propre sous la forme :
Y=o+ BV + BT

et de la premiére valeur propre :
A= X+ BN + B2,

Notons que nous avons remplacé dans le développement formel de 'opérateur
[ par t; cela sera licite puisque [ # t lorsque ¢t > % et que dans ce domaine
les fonctions ); seront exponentiellement petites quand B tend vers 'infini.
On est alors amené a résoudre le systéeme :

Bouo = Ao, (A7)
(ho — Ao)ur = —byuo, (A.8)
(ho — Ao)uz = —byus — bhyuo. (A.9)

La considération de (A.7) meéne & choisir uy = ug, et A\g = Oy. On effectue
ensuite le produit scalaire de (A.8) par ug et alors, comme M; = 0 (cf. 1.2.4),
(A.8) admet des solutions si et seulement si Ay = 0. On prend donc A\; = 0 et
on appelle u; I'unique solution de (A.8) telle que (uy,ug) = 0. Une condition
nécessaire et suffisante pour que (A.9) admette des solutions est encore que
le second membre soit orthogonal & ug, ce qui méne, avec les formules (1.2.4)
a choisir comme Ay celui qui a été annoncé en (A.4) et a prendre pour uy
I'unique solution de (A.9) telle que : (ug, ug) = 0. Nous pouvons remarquer
que tous les v; sont dans S(R,).

Un simple calcul utilisant la décroissance exponentielle des 1; nous donne :

[(h(o, B) = (Ao + )‘2371/2)W“Lz(m,(l—%)dw = O(B~3/4+3m),
De plus, il est clair que

_ —1/4
HwHL2(R+7(1_%)dw =1+ O(B / )

C’est ainsi que le Théoréeme 1.4.3 fournit :
d(Xo + X2B72 a(h(0, B))) = O(B~*/*3m).

Il y a donc une valeur propre strictement inférieure a 1 et son développement

asymptotique est
Ao + Ao B2 4 O(B73/4+3),



Annexe B

Estimation du troisiéme champ
critique en théorie de la
supraconductivité (dimension 2)

Dans cette Annexe, on donne une estimation du troisiéme champ critique
de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau dans le cas ou le champ magnétique
appliqué, noté 3, admet un unique minimum non dégénéré sur le bord de 2.
Le cas du champ constant a déja été étudié en détails (voir [FHO6b, LP99a,
LP99b, LP00a]).

B.1 Définition de la fonctionnelle

La fonctionnelle de Ginzburg-Landau est définie par :

2
0w A) = [ {16V+omA)0P =+ 5 10l Yot (ko) [ 1V xA=pPda,
Q Q

pour ¢ € H'(Q,C) and A € H), (Q,R?) ou
HL (Q,R?) = {A € H(Q,R?) : div(A) =0inQ, A - v = 0sur 9Q}.

On suppose de plus que :
B=VxF.

Rappelons maintenant les définitions des champs critiques (dont le premier
a été introduit dans [LP99D]) :

He, (k) =1inf{o > 0 : (0,F) est 'unique minimiseur de G, },

He, (k) = inf{o >0 : (0,F) est I'unique minimiseur de G, ,» pour tout ¢’ > o},

159
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H, (k) =inf{oc >0 : (0,F) est un minimiseur de G, , }

et
Fg;(/@) =sup{o > 0|\ (ko, F) < k*}.
On a:
He, (k) < Hey(r) < Hey(R)
et

—loc

HC3 (’i> < FC3 (H)

On peut prouver le résultat suivant (cf. [FH09)]) :

Théoréme B.1.1 Soit () un ouvert borné simplement connexe a bord régu-
lier et supposons que le champ magnétique appliqué B satisfasse :

0 < Byl <.

Alors, il existe kg > 0 tel que pour tout k > Ky :

—=loc

Hey(k) = Her(r).

De plus, si B — A\ (B, F) est strictement croissante pour B grand, alors
tous les champs critiques coincident pour k grand et sont déterminés comme
["unique solution H de

)\1(:%[‘[7 F) = KQ.

B.2 Estimée de H¢, (k) pour x grand

Nous montrons maintenant que B +— A (B, F) est strictement croissante
pour B grand (cf. [FH09, Theorem 9.5.1]) :

Théoréme B.2.1 Soit () un ouvert borné simplement connexe a bord régu-
lier et supposons que le champ appliqué 5 possede un unique minimum non
dégénéré sur 0S) et que :

0 < Opb <b.
Alors M(B 46— M (B)
+€) —
)\/1’+(B) el—lg}" : € :
i M(B) — \M(B
X, (B) = tim 2B ZAB 9
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existent pour B > 0 et

En particulier, il existe By > 0 tel que B — A\ (B, F) est strictement mono-
tone pour B > By.

Pour prouver ce théoréme nous aurons besoin du lemme suivant qui donne
une jauge adéquate (la preuve peut étre trouvée dans [FH09, Lemma 9.5.5] ;
elle utilise juste la simple connexité de Q(€) et les coordonnées introduites en
Section 2.2.1) :

Lemme B.2.2 Soit 0 < € < min(ty/2,|092]/2). On définit :
Qe) ={x=D(s,t) : 0 <t < |s| > €}
Il existe ¢ € C®(Q) telle que A = F+ V¢ satisfait pour tout x € Q(e)
|A(z)] < Ct(x).

Nous pouvons maintenant prouver le théoréme.

Preuve.

L’existence de A} , (B) est une suite de la théorie des perturbations analy-
tiques.

On consideére opérateur Py 4 o et pour un état fondamental (-, B) de cet
opérateur, on a :

Pour le voir, il suffit de dériver (cf. [Kat66]) :
Pyaaii ( B) = M(B)Yy (- B)

par rapport a B, de multiplier par ¢} (-, B) et d’intégrer.
Pour tout v > 0, on a :

_Q(B+V)A(¢i"_("B)) apa (Ui (- —1// |A )P (-

A+ (B) = ,B)|*dx

M(B+v)
Sl —u/|A [t (-, B)Pda.
Or, on a, par le Lemme B.2.2 :

/IA(m)FIW(',B)IZde C/t(w)QIW(-,B)IQdHHAHi/ [ (-, B)|"dx.
Q Q Q(e)
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Les estimations normales et tangentielles d’Agmon nous fournissent :
[1awrwi P < s,
Q

Pour n > 0, on prend v = B et on en conclut que, grace a l'asymptotique a
deux termes du Théoréme 1.2.10 :

liminf A} | (B) > 0 —nC.

B—+oc0

Cela est valable pour tout n > 0, donc :

it () 2 00

De méme, on trouve que :

limsup A} _(B) < Oy.
B—+o00

On conclut en remarquant que la théorie des perturbations de Kato (cf.
[Kat66]) fournit :
X, (B) < X,_(B).

En combinant les Théoréemes B.1.1 et B.2.1, nous déduisons le théoréme :

Théoréme B.2.3 Soit 2 un ouvert borné simplement connexe a bord réqu-
lier et supposons que le champ appliqué 5 posséde un unique minimum non
dégénéré sur 052 et que :

0< @Ob, < b.

Alors, on a :

o
Hoy(k) = —— — pV2222 4 (577120,



Annexe C

Description de C(7)

Dans cette annexe, nous souhaitons donner une nouvelle preuve (qui fait
suite & des discussions avec Frangois Alouges) de la proposition suivante (cf.
[BCLP02, Lemma 3|) :

Proposition C.1 En notant SO(3) le groupe des rotations de R3 et en dé-
finissant, pour T > 0 :

n. (1, T, x3) = "(cos(Txs), sin(rx3),0),

nous avons :

C(r)={n?, Qe SOM)},

ol

’I’Lg = QnT(tQ)
L’équation qui nous intéresse est la suivante :

V xn+7n =0 avec n € L*(Q,S?). (C.1)

Rang de la jacobienne
En prenant la divergence, on trouve d’abord :

div(n) = 0.

En d’autres termes, la trace de la matrice jacobienne est 0; rappelons a ce
propos que cette matrice jacobienne de n en x est notée V,n et que son
terme général est O;n,;.

Ensuite, en prenant le rotationnel, on obtient :

An + 7°n = 0.
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Par ellipticité, nous concluons que n est analytique.

Prouvons que le rang de V,n est 1 pour tout x € €.

Nous pouvons supposer que x = 0 apres translation. De plus, quitte a rem-
placer n par @Qn(Q' ) pour Q € SO3, nous pouvons supposer :

n(0) =e

et
(92’”2 (O) =0.

Calculons la matrice jacobienne en 0. Comme |n|? = 1, nous trouvons :
(Von)n(0) =0
et avec (C.1), nous déduisons :
"(Von(0))n(0) = 0.

Ainsi, on a :

00 O
Von = 0 «a 6
0 v —«

On a o = 0 et, par I'équation (C.1), on tire : § — vy =T.
Remarquons que pour toute fonction réguliére f a valeurs réelles, on a :

A(f?) = 2|V [P +2Af f. (C.2)
Appliquant cette identité aux composantes de n, nous déduisons :
V3 = 7

et nous obtenons 3% + 2 = 72. Ainsi, avec 3 — v = 7, nous avons 3 = 0 ou
~v = 0. Par conséquent, le lemme suivant est démontré :

Lemme C.2 Toute solution n € H'(Q,S?) de (C.1) (avec T # 0) est analy-
tique et vérifie rg(V,n) = 1 pour tout x € ).

Solution “locale*
Le théoréme du rang constant implique qu’il existe ¢ et ¢ deux C!-diffécomorphismes
dans un voisinage de (0,0, 0) tels que :

n(yY(Xy, X2, X3)) = ¢(0,0, X3).
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Aussi, aprés différentiation, on peut écrire localement pour p et ¢ deux fonc-
tions C*° :
Vn =71p R q,

avec |p| = 1.
Comme n est dans ker(Vn), nous trouvons n - p = n - ¢ = 0. Puisque

divin) =7p-¢=0

et
7% = |Vnf’ = ¢,

nous trouvons que (p, g, n) est une base orthonormale.
Nous rappelons que :
div(Vn) = An = —7°n

et nous avons pour tout j :
div(p;q) = p;div(q) + Vpjq. (C.3)

Ainsi, en multipliant par p;, en sommant et en se souvenant que n-p = 0 et
|p|?> = 1, nous trouvons
div(q) = 0.

On observe alors que V x (p;q) = 0 pour tout j et que :
V x (pjq) = Vp; x ¢+ p;V x q. (C.4)
On multiplie par p; et on somme pour trouver :
V xq=0.

On en conclut que Ag = 0. En prenant le produit scalaire avec ¢ et en notant
que |q| = 1, nous déduisons que |Vq|*> = 0 et donc que ¢ est constant.

Fin de la preuve
Nous sommes réduits & chercher une solution locale de

Vxn+m™m=0

avec n orthogonal & une direction fixe; il est facile de voir que de telles
solutions se mettent sous la forme :

n= Qn‘rQila
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ou () désigne une rotation. En effet, on peut supposer que cette direction
orthogonale est e3. Ensuite, on peut écrire n = (ng,ns,0). L’équation (C.1)
devient :

—83n2 -+ ™, = 0
83711 + Thoy =0
81n2 — 82711 =0

On déduit que :
5n; +7°n; =0,

pouri € {1,2} et on trouve que n = n,. Puis, par analyticité, nous obtenons :
n=0Qn,Q "

Casoua7=0

Dans ce petit paragraphe, on désire juste montrer que les propriétés des
éléments de C(0) sont trés différentes de celles de ceux de C(7) avec 7 > 0.
On souhaite étudier 'équation : V x n = 0 avec n € H*(£2,S?). Si on regarde
le cas ou 7 > 0, cela suggére une famille de solutions constantes : {Qes, Q) €
S0s;} = S?. Nous prouvons ici que cet ensenble ne contient pas toutes les
solutions.

Pour a ¢ Q, on pose n,(z) = -

‘ 1 Il est clair que n, € C®(Q,S?). En
T —a

utilisant la formule :
V xau=Vaxu+aV x u,

on trouve :

(x—a)—l—;VX(:r;—a):O.

V xn, =— ]

—3 X
|z —af?

Par conséquent, n, est un élément de C(0).



Annexe D

Coordonnées locales

D.1  Un choix général de coordonnées

Transformation du champ magnétique

Supposons que 0 € 9. Dans un voisinage V' de 0, on prend des coor-
données (y1,y2) sur 92 (via une carte C* notée ¢). On note v(¢~*(y1, y2)) la
normale rentrante au point ¢ 1(y1, ) et on définit un systéme de coordon-
nées locales dans V' :

(Y1, y2,93) = ¢ (1, 92) + ysv (o (Y1, v2))- (D.1)

Plus précisément, pour un point x € V., ¢! (yy, y2) est la projection de x sur
NNV et yg =t =d(z,00).
En choisissant ¢ convenablement, on peut supposer :

®(0) = 0 et Dy® = Id.

On veut déterminer le nouveau potentiel vecteur dans ces coordonnées, ainsi
que le nouveau champ magnétique. Pour éclairer la question, raisonnons en
termes de 1-forme. Introduisons la 1-forme w :

w = Aydxy + Asdrs + Aszdrs.

Dans les nouvelles coordonnées z = ®~!(y), nous avons, avec les notations
précédentes : . ) .
W = Aldyl + Azdyg + Agdyg.

On exprime alors dz; en fonction des (dy;), pour trouver que :
A=D,a ' (A@(y))).
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Ensuite, on veut trouver le "nouveau” champ magnétique et on écrit :
dw = (V X A)ldl'g VAN dZL'3 + (V X A)del VAN dl’g + (V X A)gdl‘l N d[L‘Q.

On exprime de nouveau dz; en fonction des (dy;) et la formule de la comatrice
fournit le lemme :

Lemme D.1.1 Avec le difféomorphisme ® introduit en (D.1), nous avons
B = det(D®) " (D®))'B. (D.2)

ol

et avec

Ecriture de la métrique dans les nouvelles coordonnées et forme
quadratique

La métrique euclidienne s’écrit
go = dx? + daj + daj.
Elle s’écrit dans les coordonnées (y1, Yo, y3) :
Jo = Z 9ijdy; @ dy,
0,3
ol g;; est le terme général de la matrice D®'(D®~'). Nous notons ¢“ le
terme général de la matrice inverse de (g;;).

On peut maintenant expliquer comment s’effectue le changement de coor-
données pour la forme quadratique :

qpa(u) = /Q |(iV + BA)ul*dz.

Lemme D.1.2 En considérant le difféomorphisme ® introduit en (D.1) et
en supposant que le support de u est suffisamment concentré pres de xqy, on
a:
gpa(u) = / (iV + BA)u|*dx = / |(iV,, + BA)&|%¢t(D¢)| det D®~|dy,
Q >0
(D.3)

avec

(iVy + BA)il bt (pay = Zgij (iVy, + BA)u(iV,, + BA))a,
1,3
ot gV est le terme général de la matrice D®'D® et ot @ désigne la fonction
u dans les nouvelles coordonnées.
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D.2 Coordonnées (7, s,t)

On introduit dans cette sous-section les coordonnées normales prés de .
(70, z}) est une base orthonormée du plan tangent en ¢ ; on note (r, s) les co-
ordonnées correspondantes. Il est alors classique, par le biais de ’application
exponentielle prés de xg, que (r,s) définissent une paramétrisatiuon locale
du bord (cf. [Laf96]). Il existe donc un ouvert S de R? et un difféomorphisme
o tels que :

O Wy — S, 0(x) = (r,5).

De plus, si G désigne la premiére forme fondamentale de 02, nous avons :
G =13+ Gi(r,s)+ 0 + 5%,

ou (1 est une forme quadratique en r et s.
Posant t(z) = d(z,02), on définit un systéme de coordonnées prés du bord :
(y1,v2,y3) = (1, s,t). La métrique go peut s’écrire :

go=dt@dt + G —2tK +t°L,
ou K, L sont respectivement les deuxiéme et troisiéme formes fondamentales

sur 0.

Développement limité de la métrique
Nous posons :
Ki Ky
Ko =
0 ( K1y Ko

K = Ko+ Ki(r,s) + O(r* + s*),

ou K est linéaire en r et s.
De facon générale, pour une matrice 2 x 2 U, nous noterons U la matrice :

On écrit :

Un Ui O
Ul=| Ug Uy 0
0 0 0

Ainsi, on peut écrire :

Lemme D.2.1 [] existe R un polynome homogéne de degré 2 et degré partiel
1 par rapport a r et s tel que si on pose :

Gapp = I3 — 2tKY + GY(r,s) + R(r, s, t),

alors :
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Preuve.
11 suffit d’écrire :

go = I3 — 2tK° + GY(r, s) — 2t K + *L° 4+ O(r* + s°)

= I3 — 2tK° + GY(r,s) + R(r,s,t) + O(r® + s* + ?)
= Gapp + O(1® + 8% +1%)

Remarque D.2.2.
Dans tout notre travail, on prend pour convention de toujours noter R les
polynomes homogénes de degré 2 et de degré partiel au plus 1 en r et s.

On déduit :

GO
D' =1, —tK° + 71 + R(r,s,t) + O(1® + s + %)

et
GO
DO = I3 +tK" — 71 + R(r,s,t) +O(r® + 8% + 1%).
On en tire les deux lemmes suivants :

Lemme D.2.3 On a :
‘9|1/2 = Mapp + O(Tg + 5%+ tg)a

avec
0

G
mapp =1- tK(]]M + TI'(71) + R(lr’ S, t))
o Kéw = Kll + KQQ.
Lemme D.2.4 La métrique duale satisfait :

9" = I3+ 2tK° = GY(r,s) + R(r, s,t) + O(r° + 8° + %) = g0, + O(r® + s> +1°).
(D.4)

Remarque D.2.5.
On notera par commodité G;‘; (resp. Gf; , Gi¥) le coefficient de 7% dans le
coefficient d’indice (i, j) de Gy (resp. le coefficient de s?, le coefficient de rs).



Annexe E

Estimations de I’énergie de la
fonctionnelle réduite G

Dans cette Annexe, nous nous intéressons & une estimation pour ’énergie
de la fonctionnelle réduite prés de la transition de phase k% = p*(q, 7) et dans
le domaine smectique. Nous envisagerons le régime asymptotique g7 — +00.
Insistons sur le fait que nous ne supposerons pas que 7 reste dans un intervalle
borné |0, 79[. Le lemme suivant nous sera utile :

Lemme E.1 Soit (¢, n) un minimiseur de G, alors :

2
ola.rr) = =5 [ ol (5.1)

Lot < (1- 252 [ s (E2)

Nous pouvons observer que si £? < j*(q, 7), le membre de droite de (E.2) est
nul et donc les minimiseurs sont tous nuls.

Preuve.

La preuve se trouve dans [HPO8b], mais nous la rappelons. En dérivant G
par rapport & ¢ on trouve les équations :

(iV + qn)* = k*(1 — [¢*)¢ dans Q
(1V 4 gn)y - n = 0 sur 0S.

On multiplie la premiére par 7 et on intégre par parties en utilisant la
deuxiéme équation pour trouver (E.1). Pour trouver (E.2), on revient a la
définition de g en considérant (E.1) et on écrit juste que :

/ |(iV + qn)y|*dz > Al(q,n)/ )2 d.
Q Q
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La proposition suivante fournit une estimation de |[¢||; et démontre une
décroissance exponentielle de 1 loin du bord quand 7 n’est pas nécessairement
borné.

Proposition E.2 Pour z € (0,3, co > 0 et b €]0y,1], il existe oo > 0 et
C > 0 tels que pour tout (q, 7, k) t.qqT > 00, T < co(qT)* €t ”‘7: < p*(q,7) < K,
on a pour tout minimiseur (Y, n) de G :

[ {4 109+ o par <
Q qr

S R
\/qT

C
Y[tde < —. (E.3)
/Q V
En outre, sous les mémes hypotheéses, on dispose des inégalités suivantes :

o8 = 7))
K2\/qT

Ainsi, on peut remarquer que la distance entre la température k2 et la tem-
pérature critique pu*(q,7) controle I'énergie a la transition de phase. Cette
distance réapparaitra dans les chapitres suivants.
Preuve.
Avec les estimées uniformes de 1o(g7, %) avec n € C(7) obtenues précédem-
ment (cf. [Ray09d|) et en mettant en oeuvre les estimées d’Agmon non li-
néaires (cf. [Agm82, HMO04|), nous pouvons écrire :

1
[{enm @t s 169 v} ao<c [wpa @)
Q qT Q
Rappelons en la preuve pour voir précisément la dépendance en 7. Nous
utilisons I'identité :
1 GV + qn) eI |5 — a2qr||[ Ve VTIP3 = w2 [[eVT P13 — &2V T 7|3
< R leYIp| 3.

< g(q,7,k) <0. (E.4)

Nous posons u = eV} et introduisons pour un r > 0 donné une partition
de l'unité (associée & un recouvrement par des boules de centres z; et de
rayon ) tout comme dans [HMO02] :

> =1
J

C
2
;\VXJ\ < 2
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Ensuite, la formule d’IMS donne (voir (1.4.31) et aussi [CFKS86]) :

C
[Vanull3 > DI Vanxsull3 — —lull3

J

Nous déduisons :

C C
5 (¥l = 2+ aar + Slhulg) < 2+ ear+ Y Il

~ T
jint jbrd

Nous utilisons le Corollaire 4.2.2 (cf. Corollaire 5.4 de [Ray09d|) pour obtenir :
IVanxsully 2 (g7 — Clgr)? /%) |x;ull3.

Le point crucial qui permet de relaxer la condition "7 borné" (qui a déja été
traitée dans [HPO8b|) est que, sous la condition x < %, nous avons %+§ <1

Ainsi, nous trouvons, en posant r = 6—0, avec €y et « assez petits :
qT
D llxgully < Cb,a,60) > lhxgull3:
Jint jbrd

La fin de la preuve de (E.5) est standard et est donc laissée au lecteur;
précisons cependant qu’elle utilise (7.1.8). Enfin, avec le Lemme E.1 nous
déduisons :

1/2
[wtiar < [rar<c | e < —5— ( / |w|4dx)
Q Q t<2eo(qr)"1/2 (QT) / Q

et le controle de 1 dans L* s’ensuit.
Finalement, nous remarquons que :

. )‘1(% n)

K2 K

1

et nous avons nécessairement k2 > \;(g,n); sinon, les minimiseurs seraient
triviaux (cf. Lemme E.1). En utilisant (E.2), nous pouvons écrire :

* ’7_
oltde < (1797 [ 2l
Q K Q
co(i-480) [
K t<2e0(qr)"1/2
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Cela ameéliore (E.3) :

[wtar <@ (1- @7y
o 1S @) )7

et en nous servant de (E.1), nous obtenons enfin (E.4).
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